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I .  -  H a p c e l  de  d > . i l n i t . i o n 9  e t  r é s u l t a t s  e n l t r i  e u r s .

T o u s  l e s  c o r p s  e t  e n - v i r a r é s  s o n t  p r i s  s u r  u n

même c o r g a  de  t a s e  eora m t a t i f  e t  p a r f a i t

On s a i t  q u ' a n  c o r n s  c o m i u t a t i l  a l g é b r i q u e  ^  d e  d e g r é  

f i n i  n  s u r  p  e s t  e n t e n d r e  p a r  u n s  r a c i n e O  d ' u n e  é q u a t i o n  

i r r é d u c t i b l e  d6 d e g r é  n

f ( x )  =  Q

à  c o e f f i c i e n t s  d a n s  f* . Le c o r p s  ^  e s t  d i t  g a i  o 1 s  i  e n  s ' i l  

c o n t i e n t  a u s s i  l e s  n - 1  a u t r e s  r a c i n e s  de  f ( x )  =  0  .  Le  

g r o u p e  d e s  1 - e u  t  o m o r p h i s m e  s  de£" l a i s s a n t  f i x e s  l e s  n o m b r e s  

d e  p  e s t  l e  g r o u p e  de  Q - i l c i  g G d e  . C ' e s t  u n  g r o u p e  d 1

o r d r e  n  d o n t  c h e n u e  s u b s t i t u t i o n  c h a n r e  Q  e n  u n e  a u t r e  r a ­

c i n e  de  f ( x )  =  0  . 3 i  S e s t  u n e  s u b s t i t u t i o n  d e  G,  z  u n
S

n o m b r e  d e  £  , o n  de  s  .1 m e  p ~ r  z l e  t r a n s f o r m é  d e  z  p a r  S .

S o i t  A u n ?  a l g è b r e  s u r  u n  c o r p s  E ( ccra- n t a t i f  o u  n o n )  

Le E -  r > n r  d g A e s t  l e  n o m b r e  d ' é l é m e n t s  d e  b a s e  d e  A, c o n s i ­

d é r é  comme E —m o d u l e  . e n  d i f r ' n i t  d s  même l e  K—r a n g  d e s  I  — 

dé a u x  d e  A.

3 i  A e s t  un e  a l g è b r e  s i m p l e  , e t  K 1 e c e n t r e  d e  A,  o n  

° e i t  q u s  l e  X - t  n ^  de  \  e s t  u n  c a r r é  p a r f a i t  m ^ . On a p p e l l e  

d e g r é  d ' u n  é l é m e n t  a de  A p a r  r i p  o r t  à  K , 1 s  d e g r é  m i n i m u m  

du p o ü y n o m e  ( x )  c o e f f i c i e n t s  d ^ n a  E ,  t e l  q u e  ( a )  =  O.  

On d é m o n t r e  q u 6  l e  d e g r é  m a x i m u m  d f 3 é l é m e n t s  de  A e s t  é — 

g a i  à  m . m e s t  d i t  l e  î e ^ r é  de  1 ' a l g è b r e  A p a r  r a p p o r t  à
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K.

? ,  -  T h é o r i e  J e 3  p r o d u i t s  c r o i s é s  . ( d u e  à  M i l  6 ‘S . I Î Ô t h e r ) ,

e x p o s » : ?  d ' a p r è s  a n  raé - l o i r s  els H a s s « ,  T r a n s a c t i o n s  o f  t h e

A'n*-;?'i c a n  -na t b e r a a t  i c a l  s o c i é t y ,  1 9 3 : 2 ,  t . 54 ) .

S o i t  ?  an  c o r p s  g o ]  o i ^ l s n  3 s  i 9 i?ré n  s a r  p  , G l e

- ' r n a p e  de  G o l à ' i è  d e 2  ; o n  d é s l g u r t  p a r  3 ,  T,  TJ . . .  l e s

3u' os  t i  t u t î o n a  d s  G,  ps . r  3  l a  s u b s t i t u t i o n  u n i t é  .

Wn p r o n u l "  o r o l i u  ( v a r s c h r f l n k t e s  P r o d u k t )  s u r  ?  e s t

o n e  a l g è b r ë  A HêtfHii oôram« ^  - m o d u l a  à. d r o i t e  d s  r s n g  n .

A =  a £ ?  +  +  . . . .  ■+■ u T ^

n , u . , . u  â é s l » n  . n t  3 s  ?  - h a s e  d s  *4. ( o h q q u e  u c o r r e s -  
• f  S T

p o n d © u t  - ü ü s  s u b s t i t u t i o n  de  G ) ,  j s  l o i  de  m u l t i p i i c a t I on

d e s  d e n y  J l i  "3 n t s  d s  A ¿ t e a t  d é f i n i e  p a r  l e s  c o i d i  t i e n s  :

( 1 )

Z O ^ = U ç Z S 3 i  Z 6 ?

n sV  u ç-r a Sr

où a un é l é m e n t  jt O do ^  . L T e n s e  bl  e d e s  n 2 n o m b r e s  

a $ r  c o i ’. ^ t i t  uc jj 6_1- f n c t s n r a  q u i  d*. f i n i t  l e  p r o d u i t

c r o i s é ,  e t  q u ’ on d é s i g n e  p a r  { e )  . C«3 n o m b r e s  ne  s o n t  

p a n  n r > i  " r a i r  sr. : o n  q ue  p o u r  q u e  l a  m u l t i p l i c a t i o n

s o i t  a s s o c i a t i v e ,  i d o i v e n t  s a t i s f a i r e  aux  c o n d i t i o n s

( “ ' a Sr * _IxiL»
S STU

S i  z , z . . . .  z e s t  une  P - b a s e  l e  p', on  v o i t  irn-  

m é d i a t e m e n t  que  A e s t  un s y s t è m e  h y p e r c o m p l e x e  de r a n g  n" 

s u r  P  , l u  ( ° - b a s 6  de  A é t a n t  c o n s t i t u  e p a r  l e s  é l é m e n t s



e =  u £ a ; * e

comme o n  l e  v é r i f i e  a a n a  d i f f i c u l t é  1 * e i d e  d e  ( 1 )  g t. ( 2 )

On i d e n t i f i e  c e t t e  u n i t é  a v e c  r * ' l l e  d e  e n  é c r i v a n t

e =  l ,  e t  pt»r a u i t e  :

u =  a -  €  E t r

Y  e s t  d o n c  c o n t e n u  d a n s  A .

2 ___?  ? s t  a n  j o u ü - c o r - ç e  corn U o c t i i  m£ x l i i u m  d6 A; l e s  é l é m e n t s

 ̂~ i? S";nt 3 - s  .--eu J e  é l é m e n t  3 de  A c onimut s.*fci f  s  a v e c  t o u s  1 e s  

é l é m e n t s  d e  ?  .

3 o i t  a  u n  e l c n e n t  d© A

» = r u s «s
t e l  q u e  : a z =  z a  q u é l  q u e  s o i t  z  6  ?  

o n  6 n  t i r e  d ’ a p r è s  ( 1 )

Z  u ^ z ç ( z - z  5 ) =  o  

ou z s  ( z - z  ) =  o

»n p r e n a n t  p o u r  z u n  é l é m e n t  p r i m i t i f  de F  , z ^ z 5  

s i  3 ^  'g, d o n c  z s  =  0  , s a u f  p o u r  S =  'S, d » o ù  

s  =  z E =  8 ( r e  * t_ £  ?

3 ° — u $ p o g B è d e  un  i n v e r s e  u $ '

us m a « - ' a s 9 - -

I . - G . - 3

u s z*  *
On é c r i t :  A = ( a, )

Propriétés é 3énentai res d e? produi ts croisés 

I '*- A p o s ‘ 5 d e  u n e  u n i t é ;



cortune o n  l e  v é r i f i e  s a n s  p e i n e  .

4 ° -  La  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i a c m t e  p o a r  q u e

( .«.» ? ) s ( ~ô . ? ) 

e s t  q u e  l ’ o n  a i  t

(3) a ^r = a 5r Qf o < G s ^  ® dans

O sr

c e  q u i  p e u t  o n c o r e  s ’ e x p r i m e r  e n  d i s e n t  q u e  l ’ o n  a e n t r e  H s  

d e u x  p - b a s e s  d e  A l o  r ^ l  s t i  nn

( ' 1 ) ^ g — ^ ^  j  * -t C'vi/t- oi (L iu  cm /  o j

a )  l a  c o n d i t i o n  e s t  n é c e s s a i r e , c a r  l e s  l e l a t i o n s
S-* —  __ 5

2 a 9 -« = = a ç - , !E . Z U 5 = U s Z

v a l a b l e s  p o a ±  t o u t  z £  , o n  e n  t i r e  q u e  u "u e s t  c o m -
S «£*

m u t a t i f  a v e c  t o u *  l e s  é l é m e n t s  d e  ^  , d o n c  e s t  d a n s  £  d ' a ­

p r è s  2 ° -  ; p a r  s u i t e ,

a  j  ï ï j  e s t  a u s s i  d o n s  ?  , d o n c  :

I.-G.-4

u =  u o
$ 9 5

d ’ o ù  l a  r e l a t i o n  ( 3 )

b )  l a  c o n d i t i o n  e s t  é v i d e n m e n t  s u  f  f  i  s  a n t e  , c a r  de  ( 3 * )  o n  

t i r e  q u e  A e s t  u n  ^  —m o d u l e  de  b a n e  u s  , s a t i s f a i s a n t  a u x  

r  e l  a t i  ons ( ! )  o ù  o n  r  e m p l  a c  e l e s  a p a r  l é s a  , d o n e  q u e  a 

e s t  é g a l  au p r o d u i t  c r o i s é  ( a” , ) .

3 . -  S t r u c t u r e  d e s  p r o d u i t s  c r o i s é s

Thé o r  è  ¡e I  . 1 ° )  T o u t  p r o d u i t  c r o i s é  e 3 t  u n s  a l g è b r e  s i m p l e

2 °  ) T o u t  c o r p s  I s o m o r p h e  à  ^  e s t  u n  c o r p s  

d e  d é c o m p o s i t i o n  de  A.
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1 ° ) -  > j o l t  B a n  i d é a l  b i l a t è r e  d e  A , b  2m. n o m b r e  d e  B  

h  *= T  a g y s  V $ £  ^

S o i e n t  T? , 5?.................U l e s  a u b e  t i  t u t  i o n a  de  G p o u r  l e s q u e l l e s

y  ^  c  , z  b  e t  b  *z s o n 4 d a n s  B ,  q u e l s  q u e  s o i e n t  g e t  "S”

e t  a u s s i
_  S _

b  =  z  b  -  b  z  =  u <y ( z - z )
~t

P r e n o n s  z  p r i m i t i f  d an ? , 7 ,  e t  z — z ü  ; b  n e  c o n t i e n t
c ~l

p l u s  u v  ; e n  r e c o m m e n c e  l ’ o p é r a t i o n  e t  o n  a r r i v e  f i n a l e m e n t

h  u R y R £• B ; d o n c  a u s s i  a  ^ , e t

u c ~ u _ u, a ' t 
s £ f i n - ' s  R/i-* s

c e  q a i  m o n t r e  q u e  B = A

2 ° ) -  j>~ s i  g n o n s  p a r  1 m o t r i c e  à  u n s  l i / ? n e

=* i u . a u .
V E S * * * T

s o i t  a — Z U g v £ un n o  q u e l c o n q u e  d e  A . On a

(4) a M. = Al ( ç Çr)

( Ç  ÇT_ ) é t a n t  1& nfc t r  i  c  e c e n t s  d ’ o r d r e  n

^  =  s $ ^t ~ 't  z  s t
ü n  a a i n s i  u n e  r  « r^ré s e n t  1 1 i  o n  O t  d e A d & n g  1 ' a n n e a u  t o t a l

d e  m a t r i c e s  ^  . t f i  e s t  u n  c o r p s  i s o m o r p h e  d e  ?  , o n

e n  d é d u i t  at  . ^ i  n n ^  r ç r j c s i n t a t i o n  d e  A d a n s  ¿T  ̂ p a r  1 1 i  — 

a o m o r p h i e  E  f f  .

' J o n s i o i  l o n s  ma i n  t e n a i t  l ’ a l g è b r e  A x  :jz ( ^  ¿* 

d o i v  n t  ê t r e  c o n e i d é r o s  c o mme  i n d é p e n d a n t s ) . On a

*  *  f  = Z  a 4 . f
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e t  e n  p a s s a n t  de 2^ à  a a  r e p r é s e n t a t i o n  d a n s  ^ . * _ o n  a

a n s  r e p r é s e n t a t i o n  d e  A x  d a n s  . C e t t e  r e p r é s e n t a ­

t i o n  6 ; t  une  I s omer  p h i e d e  /  x s a r  an  g o a s - a n n e a a  d e

c a r  A x y e s t  s i t i p l e  , e t  s i  c e  n 1 é t a i t  p a s  an6  i s o m o r -  

p h i e ,  a x  £  s e r a i t  r e p r é s e n t e  s u r  l e  3 e u l  élément D , c e

q u i  n ’ e e t  p a s  . l a i s  A x ^ e s t  3e r a n g  n^ s u r  ^  , d o n c  

a u S 3 i  l e  s o u s - a n n e H U  de  £’VLq u i  l u i  e s t  i s o m o r p h e ,  e t  comme  

2  ^  • » % I %î  -fàwme d e  FMOg n  s u r  ^  , c e  a  o u s - a n n e  au c o i n c i d s  

a v e c  , c e  q u i  no: : tr ç - u e  e s t  c o r  tps d e  d é c o m p o s i t i o n

de  A .

4 . — On p e u t  d o n  e r  d o  t h é o r è m e  p r é c é d e n t  un e  r é c  i  p r  oq u e  

q u i  m o n t r e  1 Ti n t é r ê t  d e  ] ’ i n t r o d u c t i o n  d e s  p r o d u i t s  c r o i s é s  

p o u r  l ’ é t u d e  d e s  c o r p s  g a u c h e s  .

T h é o r è m e  I I  1°) -  T o u t  c o r p s  ¿rauche  K  ( e t  p a r  s u i t e  . 

t o u t e  a l g è b r e  a l m p l e ) e ^ t  s e n b l a b l  - h un p r o d u i t  c r o i s é .

ict -  A c h a r u e  c o r p s  p a l o l s l e n  d e  d é c o m p o s i ­

t i o n  ?  . d e  Y ,  c o r r e s p o n d  u n  p r o d u i t  c r o i s é  a  =  ( a ,  ^ __ )_

s e m b l a b l e  ri jr , g” é t a n t  un c o r p s  i s o m o r p h e  & . 

a ) L e  d e g r é  n  de ^  e s t  u n  m u l t i p l e  du f l e u r é  m de  K

J$n e f f e t ,  p a r  h y p o t h è s e ,  K x  e s t  i s o m o r p h e  à, u n  

a n n e a u  c o m p l e t  <3e m a t r i c e s  d ' o r d r e  m d a n s  7̂ : s o i t  e j  ^  

l e  s y s t è m e  d ' u n i  t e  s  m a t r i c i e l 1 e s  c o r r e s p o n d e n t  , e t  s o i t

B =  8 „ ^ x ^ )  =  ( e t( , e / x , ___ _ a , ^ J  u n  i d é a l  à  d r o i t e

m i n i m u m  de  K x  ^ - S o i t  r  l e  x » w % x K - r s n g  d e  H ; K é t a n t  

d6 r a n g  s u r  P , l e P - r a n g  d e  H e s t  r  ; d ' a u t r e  p a r t ,
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3 e ? - r a n g  d e  H «st m, et l e  r  • n g  d «  7  a u r  P  é t a n t  n ,  1 «

^ — rang de H est a u s s i  n ra , d ’où

r  m r  =■ n  m 

n  =5 r  m

b ) X T a l g è b r e  s i m p l e  A . d e  r a n g  n 7 -  m '2' s u r  P  . s e m ­

b l a b l e  à 7T, c o n t i e n t  un a o u s - c o r  ^3 c o  y ^ a t ^ t l f  m s x l m u m  y*’ 

i s o m o r p h e  à  ~  .

S o i t  Lr  =  ta 2\ ,at* . 9 . . ,oi _̂ ) a n r, I - t a a e  d e  B . c o n s i d é ­

r é  comme F - x o d u l e  \  d r o i t e  ( oi L- 6  (K  x  ) )

S i  £  £ * *-? — c* t' <7 3  , d o n c

<  d -  =  <*-, X,L +  c*\ -+• .... + 0 <jx^c x f  £ £

ou ( 5 )  *7 -/kr” =  Zç

e n  p o  s s n t  Zj. =  ( x   ̂ ) ras t r i e s  d T o r d r e  r  s u r  K.

C e s  m s t r i  c  s i  d o n n a n t  u/ i e  rsr»r a ç n t a t i o n  i s o m o r p h e  

d e  £  s u r  u n  S o a s ~ e # # p *  ?  d* l ’ a l f è t o t  A =  K , a n n e a u  d e  

m o t r i c e s  t o t a l  a u r  K • o r ,  £  e^  t  d -  d e g r é  r  m s u r  

e t  Z , a l g è b r e  d s  r a n g  r  r  ir.a a u r  p  , n e  p e u t  c o n t e n i r  

¿6 c : o u 3 - c o r p s  cor- u t  r-t. i  f  d e  d e ~ r é  7  r  m .

e )  J u s q u ’ i c i : o n  n ’ . 8  u t i l i s é  l a  f a i t  q u e  ^  e s t  s a l o l -  

s l  e n  . S o i t  . f i e  g r o u p e  3 e G- l o i  3 d e  ^  , 2 1  u n e  d e  s e a  

s u b s t i t u t i o n s  .

Pnr d é f i n i t i o n ,  on p o s e  

(G)  z  5 =  z
Ç 5 i -

c e  q u i  d é f i n i t  l e s  s u b s t i t u t i o n s  S du g r o u p e  de  G a l o i a  G
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de  £ ,  i s o m o r p h e  à  P .

D ' a u t r e  p a r t ,  p r o l o n g e o n s  T  e a  an  g r o u p e  d ' a u t o r a o r p h i g -

m e s  d e  If ^  ^  j ¿n  i ü i  I m p o s a n t  l a  e o i U t i o n  d e  l a i s s e r  

i n v a r i a n t s  l e s  t  l o r n e ü t s  d e  K.

S i  ï  ^  i  , l e a  • e t  s e  c h a r g e n t  p a r  e n  un n o u v e a u

s  :? z  t è m e  d ? u n i  t e  3 ma t  r  i e i e l î e a  a ; R =  e ( z  * )* — 1 K * c

s e  c h a n g e  e n  ï̂C * ^  )  , l s  Z - b e s e  d e  B s e  c h a n g e

e n  u n e  I - I e s c  B

O r ,  o n  s f i t  q u e  ( "Çoir Van d t  W s e r d e n ,  t . I I I ,  p . 2 0 9 )

p o u r  t o  u t  c -u tc  i c r r p h i s m a  d e  "K * ^  l a i s s e n t  i n v o r i  a n t  IT,

o n  3 :

Donc q e a t  une K - oÉb « de R , f t  p a r  s u i t e

( 7 )  q _ ^ T  = \ T T n s

u _ m a t r i c e  i n v e x s i l ] « d a n s  K = AS ^  _
A p p l i q u o n s  à ' 5 )  1 T au t o r o r n h i  eme ; on  a =£

*7 ^ ^ z^_ ( Z I n v a r i a n t  p s r  i l  )

o u ,  i l ’ a p r è s  ( 7 )

Ç*‘\ S:'ir u ; '  = u;1

e t  eomme *" £  , c e n t r e  d6 E *  ?

< s-ir »-tr«-' zç “ s 

ou d f a p r è s  ( 6)

« J K = <3 ç  e¿K q^' q £ <ç(k ,  ?  ) e*

p o s s è d e  u n  i n v e r s e .

On en dé d u 3 t

E Î = V  « T  « l U * ' 1 )

=  « H



5 _ ,
z =  a  5 2 U 5 p o u r  t o a t  z  t

( c ’ r t  3 s  1 è r e  c o n d î t  o n  ( 3 )  } .
St  s  T  _  » S -  • -  IE n su i te  : z  =  ( z  ) = t j z  rt =  u u z u  ̂ u

T  t  -r 5  S -r

=  u 7 '  z  a ÇT

D ’ o ù  a u ~ ’ z =  z  u u u ~ ’ q u e l s  q u e  s o i t  z  (z z?
s -r ç t  $ î t

c o mme  e s t  s o u o - c o r p s  ma x i mu m d e  i l  n ’ y  a prss d ’ é l é ­

m e n t s  d e  A eom u t f ï t i i n  s t e c  t o u s  l e s  U t ' n e n t n  d e  p7 e n  d e ­

h o r s  d e o  t l é m e n t r .  d e  f  , d o n c  ;

u ,  u u ~ , = 0<' 4  O « t  d a n s  Y  .
S -t s-r s r  '

D ’ o ù  o n  t i r e

Çr i -,  a s uT  =  a Î T  «I 5 r  =  u î r  a ÇT o e t  dons ?

( c ’ e s t  3 a  2 è n e  c o n d i t i o n  ( 1 )  ) .  

d )  P o u r  ? n o n t r e r  q u e

A =  ( a ,  ?  ) o ù  a =  ( a  )

i l  s u f f i t  me i n t e n a n t  d ’ é t Y b 3 i r  q u e  3 e s  u ^  f  or s e n t  une  

?  - b a s e  de  A,  t i m  i â l y é j  comne ? - m o d u l e  à. d r o i t e  .

M o n t r o n s  d ’ a b o r d  q u e  3 e s  u ^  s o n t  1 I n é o l r r u n t  l n  d é ­

p e n d  £-nta  . De

I.-G.-9

o n  t i r e

u s y 5 =  o  y ?  6  ?

5 —  — .

T L  a  y ^  ( z  — z  ) »  0  q u e l s  q u e  s o i e n t  z  e t  z

d a n s  ^  .

On p r o c è d e  c o r a l e  c i - d e s a u 3  ( T . I ,  p r e m i è r e  p a r t i e )  e t  

o n  e n  t i r e  ï



-r

I . - G . —1 0

u y  £ 3 = 0  a „  ^  0  d a n s  ,
“R R R f\ ^  *

p o u r  t o u t ©  s u b s t i t u t i o n  R d e  G,  d * o ù  y  =  0

Le  ? - m o d u l e  h d r o i t e  i  u  ?  e s t  c o n t e n u  d a n s  à  e t  as c

■ i m é  P - r a n g  n  q u e  à .  d o n c  e s t  i d e n t i q u e  à  a . D ' a p r è s  

l e s  r e l a t i o n s  ( 1 )  q u i  o n t  é t é  d< m o n t r é e s  p l  u  ̂ h a u t ,  o n  a  

b i e n  a  *  ( a , ?  %

5 .  -  T h é o r i e  g<- r*.- r ü  5__â e a  c o r p s  i e  ôé  oo .a oo  a i  t i  o n

3 fi n  f  3q c o û t a  d 6  i ü  i m o n s t r a t i o n  i r o c t  d e n t f  , o n  a  é -  

tùbli Iss oropooi tiona suivantes :

1 °  ) 3 1  ?" e s t  u n  c o r p s  d e  d é c o m p o s i t i o n  d T u n  c o r p s  g a u c h e  K 

3 o n  d e g r é  n  3 s t  m u l t i p l e  d u  d s ^ r t  d e  K

2 ° )  L T* 3 l g c ; br e  g i  i p l e  A do__i 6 / ? r i  n .  a e ^ b l a b l  g h  K  , c  ont  i  e n t

u n  s n i j g - c a p p g  c . v i  u t :  t i :  m a x i m u m  ?  l a o n o r p h e  à. y?  .

l a s n d  P  e 3 t  u n  c o r p s  . - i l g - b r i q - j f  d -  ^ e r r f c  f i n i ,  o n  p e u t  

é n o n c e r  l e s  r c c i p r o q u e a  s u i v a n t e »  ( v o i r  V e n  d e r  V v s e r d e n  

t . I I ,  p . 2 1 0 )

1 °  ) S I  ?  e s t  un,  3 o u a - c p g p a  c o n n û t  j t î  f ' l a x l m u m  d ' u n e  a l g è b r e

a i - n p l 6  A,  le-  d e g r é  d e  ?  e a t  é g a l  à  c e l u i  d e  A.

2 °  ) T o u t  c o r p s  i s o m o r p h e  à  F ¿ t  c o r p s  d e  >1 é c  o n p o s  1 t  i o n  

p o u r  A .

C e s  p r o p o s i t i o n s  d é t e r m i n e n t  d&n& c e  c a s  t o u s  l e s  

c o r p s  de  d. c o m p o p t  i  o n  d e s  s l g è b r e s  s i m p l e s  .

S . -  O l & a s s n  d ’ a l g è b r e a  s i m p l e s  e t  c l a s s e s  d e  a y n t è n e s  d e



£■

I.-G.-ll

f a c t e u r s  a s s o c i é s .

S i  un© a l g è b r e  s i m p l e  A s u r  /° e s t  i s o m o r p h e  à un  

a n n e a u  t o t a l  de i n s t r i c ü a  s u r  p  , nn é c r i t  A ^ l  au 

l i e u  de A Ç> ,
T h é o r è m e  I I I . -  S i  ( a)  ( 1 ) , ( a ,  ?  ) ^  1

On p e u t  é v i d e m m e n t  s u p p o s e r  q u e  8 ?T_ = 1 q u e l s  que  

s o i e n t  S e t  T .

C o n s i d é r o n s  1© r e p r é s e n t a t i o n  i s o m o r p h e  d6 

A = ( a , £ ) d ?. . : : ' • --u , d o n n é e  p a r  l a  r e l a t i o n  ( 4 )

P o ? n n s

( Ç ç r ï -  A

d ' o ù  ( 4 ' ) a A l =  Jl A CL.

S o i t  G 1 f  î e t r i o e  c a r r e e  i n v e r s i b l e

Ou en  t i r e  de ( 4 ' )

B G =  -il 0 c ' a ,  C = A  Cti»-

T = C ' A  C (X a.
en p o s a n t  _ (

L e s  "2’^  co  a s t i  t u e n t  une r e p r é  s e n t a '  i o n  ot de A d a n s  ¿’^ é q u i -  

v s l  e n t e  à  t L̂ » d o n c  i s o m o r  ohe à A.
Or t on a :

K
O u  = u C

í  z l ............  z ‘ \

3 = ^  *1....................... I =  ( Z1  )

\  T T T I
\  Z i  Z- L........................  /
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— - r RA u =  u A. 
cl K  p, a.

d o n e  b  [^U . uR G ^ ) =  s  ( AÀ- C u ^  )

= A l v  T CLa R = { 4i C u  ̂ ) 7 ^ *  [Ain K G K ) ~'2 

- V 3 Î  a  C* = ( z** )
PR

• ü  =  ( I  a p u r z &  ̂ ( m a t r  i c e  à  2 1 i g n e  )

=  ( f  u z PR ) =  ( r  u z £  ) C
p P ft *> tt ^

( i i  C ) =  (Æ G ) X  *
d * o ù

a

e t  p n r  a n i  t e

A -  A ^  n a e l  q u e  s o i t  H ,  l e s  é l é m e n t s  

de  aoTit  d ono  d.^ns P ,  e s t  un  pour  - a n n e a u  d e  ; m a i s

comme» 2? P - r  an g  de  L̂ , e s t  é  ^  1 ?> n  1 - . a e s t  I d e n t i q u e  à  

i \  . d o n c

( a ,  ?  ) -x. 1

o r è m e  4 . -  31 1 1 ?Q f rè br  e e  1 mp l  e  (_» ,  ?  ) a p o u r  I n l i n e

J__derre du coxpo sembl r .b i e h ( a , P  )__ ) ra, o n  a :

f e  ^  ^  l

[ c ’ e ? t  u n e  r é c i p r o q u e  du  t h é o r è m e  pre e t  d e n t  ) .

S o i t  R i  c o o r p '  g a u c h e  d e  l e g r t  m,  s e m b l a b l e  à  A =  ( a *  )

On a ri o n e

À — H K C*t. Bi  n  =  r  m

3 o i t  e  - n ] p  • - • f ! f u n i  t é  e  t r  i  c i  e l  l e  a  d 6 a  , R m  e  A  CGc 1,

un  i d é a l  ft d r o i t ?  m i n i m u m  »3e A.

33 k e s t  1 6 ^ r 8 n g  d e  R ( c o n s i d é r é  comme ? - m o d u l e  à. 

d r o i t e ) ,  l e  ^ - r a n g  d e  R e s t  é g a l  h  k  n : d ' a u t r e  p a r t ,  l e
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K - de.  R e s t  y* , d o n t  *»t a

k n =  r  m*L k = ra

S o i t  AT  o ne  ?  - b « s e  d e  H ; 3 e" ' 1 ■. 7 \ e n t s  à e 4 f r n s s o n t  d a n s  H

d o n c

4 T  X25 =  4 T  Bs

B * 9 m a t r i c e  '* r d r e  m h t l c m e n t s  d a n s  £ . un a . d e  p l u e

X''aç nT =tr Es aT =-(/'nT E^ - AJ~ 3 T B ̂

=  -/trO ST «ST B fT *5T

e t  p  r  s u i t e

( R )  B r  B I  =  B ST S , T

lef? m a t r i c e s  3 5 , rr-~r< •< r t i t l t M  d e s  a 5 d a n s  . s o n t  

I n v e r s i b l e s  . d o n c  de dt  t * t m î n s a t  O . S o i t  s

o ,  - |  B, |  * 0

En ¿ g e l a n t  l e  d é t e r m i n a n t s  d e s  deu^ n e ^ r f a  de ( 8 )  o n  a:
T VM

c  c  =  c  aT S 5 T S T

e t  d * a p r è s  ( 3 ) .  on *n t i r e

( a ~  ) ^  1

Tht o r è  aa 5 .  -  Cn a ( a ,  ?  ) S  ( â ,  ?  ) ( s â  . ?  )

Tour f o i r e  3 e  p r o d u i t  d e s  d e o x  a ^ s t è r a e a  h y p e r c o r a p l e x e s  

( h , H ) e t  ( a ,  F ) ,  i l  f a n  t  y  o o n a i d t l r e r  3 e ; e o x  c o r p s

?  c\ u i y  rip-ur* :.t  comme i  aocoor p ha a  .^aai? d j g t  î ne t s  ; d a n s  

( e . ?  ) on  r  « zb->1 a c e r a  donc  B PRr un c o r p p  i a o n  o r  j h e  £  

e t  on é c r i r a  i

*  =  ( » ,  ?  ) ~  =  ( "b , ^ "  )

° 5  u s <fetant r t a p e c t l T e m i n t  l a  ?  • b e a t  de A a t  l a  b a a a



de T

s ) A x~K contient £ * ^  ; ce dernier produit est on« somme 

directe de corps coaen at u t  i  fs . lo d composition ¿tant unique 

Soit p* un d-çr corps pon osante, e son unité ; on a :

7 T = e ( ? > f  ) « ( « ? x e |T)

* contient donc fieux tt r f  . e p , e . isomorphe s

F : Gr ’eux corps . ^oua-coips isomorphes d ’un arôme 

corps, sont, c onjuf ix s ; é tsnt o 1 s i sns, 13a sont i d^nt iq ces 

donc :

p • = e p « e f  

7  * est donc aa corps de degré n, isomorphe à ¿T • cosme 

y ■£" est de reng n ** sur |° . c * e ‘ la somme 1 ir cte de n 

corps isoioi he ■ ^ F  •

On verte p3 us bas que 1 es n anitc? 3«  ces corps peu­

vent être c api. tt es par un système n^ — n < li nenta de 

a  >X for t  ut un système d* .it*. s »*tr i cl •! , donc 

A est on s n n e r'Q complet d *  motrices d* ordre n sur

u n corps g a u c h e  isomorphe & e ( \ ~n ) e » Donc :

\  % X à* n e ( a  * T ) e 

b) Soit G le groupe de Golois |p ^  , On 3e "ro3nn?6 en 

un oap« d*sato o de ^ ^  en 3 ul imposant de

laisser invariants les «cléments de * SI B est une subs-
p

t : tutlon de G.  e le transforme ^e e par H. on a :

? ’ « = e * ( ? * f ) * e R ? = e R £

I.-G.-I4



^  a  e s t  d o n c  un c o r p s  I s o m o r p h e  & ^  c o n t e n o  d a n s  Jp

c ' e s t  d o n c  n, c e s e s l r *  e n t  un d e  ' c o r p a  d o n t  £  v e s t  l a
>

aosa^te d i r e c t e  . ( Wm e f f e t ,  s i  ^ ^  = «ÿ? ^  J  3>  . - • < l F  

l e s  e ;  t e l s  ^ ue  e . r = e.  . e  - e  ; =  C , l e s  s e u l s  i d e a » -
<7

■ n o t a n t s  de  £ v  s o n t  den  n o ' i h r ç s  de  l a  f o r m e

e + e 4 - e  •
6 1  f i t  * * * * *  *

e ? t  d o n c  un t e l  n o m b r e ,  e t  p a r  s u i t e  ^  ^ e s t  l a  soaeo«  

i l r  c t e  d*ur< c e r t a i n  n .b re  der,  c o r p s  « M p t  * de ^  v  

,fo l s  é t a n t  l u l - r ^ r a e  un c o r p s  , 11 s e  r é d u i t  & 1 »un de s e s  

c o m p o s a n t s  ) .

L e s  n  c o r p s  F * ^ ® p a r c o u r a n t  t o u t e s  l e s  a o b s t l t u — 

t i  np de  G) s o n t  d i s t i n c t s  ; a l  o n  a v n l t  e n  e f f e t ,  e ^  = e 

é l é a t a t s  d e  e '¿“s e y a i e n t  i n w r i  - r . t s  p a r  l a  s u b s t i t u t i o n  

3 ,  d o n c  o u s  l  cpaac de •  ^ e t  p a r  s u i t e  c e u x  de  ^  , c e  q u i  

n e  s e  p e u t  q u e  s i  H *  S ,

I.-G.-15

Per r > u i t e # *  ÿ7 — I  e  ^ ?  ( s  < ■ î r   ̂c t e )
S

i*ée t  s i  % e s t  un n o m b r e  de  o n  a 3 ' u n i q u e  r  e p r é  s e n t a t l o  n

• * “  |  • *  • * .  z  fi é  ?

■&L.
” n p a r t i c u l i e r ,  p o u r  z = z £  £

¥  «  X  e *  *
H *

— 5 _  ft S
Z =  Z =  2_ Q z

3  *
S K.

T>onc, 7. =s z e t  e n  p n r  t i c  ni  1 e r ,  3 i ^ = s . « * z  = z ^
K E



I .  G . - 1 6

en  p o s a n t  z  _ — z  . Donc •

( 0 )  s T ï s Z e ^ z ^  z 6 ?
B

Cat i f  r e l a t i o n  d é f i n i  t  o n 1 ponor \  : ~:e d e ^ e t  Y  eu* on 

d é s i g n e r a  par  J t en  p o s a n t  ~z = z3

S o i t  m a i n t e n a n t  "5 1* r; o u p '  3« G a l o i s  de ^ e t  p r o !  on* 

, - e o o a - 16 k  en  l u i  i m p o s a n t  I s  o n n l i t l o n  de l a i s s e r

f i x ^ s  l e e  é l t  i s n t o  de . S o i t  3 l a  s o b s t  1 ta  1 1 on de TT q u i  

c o r r e s p o n d  h 3  de G, par  1 * 1 soraorphinme J , c ’ e a t  à d i r e  

t  éï 1 e que

¥  5 = z  s  J

ou e n c o r e
R. s r  v  S f i  t c  z  — 2. e  z  » ¿ - «  z

R R
comme d ’ a u t r e  p a r t

— ~s v  ^z = e z
R

On a
, ~ - x * “ s - ' fi,( 10)  e = e

C e c i  p o s é ,  a é t a n t  un é l é M V l  q u e l c o n q u e  de A x  "S’ on a

d f apr  ?ïs  ( 1 )
s

a u  = u a a u = u a
5 9 5 5

c a r  u^ e s t  c o m a t o t i f  e v e c  l e -  é l é m e n t s  de "Â e t  "û  a v e é

c e u x  d e  A . l?n p a r t i c u l i e r  :

( 1 1 )  e r i u^ =  u 5 e ^ 5
• ,  r — — k r — 5 -  , /v>( 1 2 )  e u = a e = u e

> 5
De l a  r e l a t i o n  ( 1 1 )  on d é d u i t  que  :
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-  l i 
e  as a  r u e

9T  > T

f o r m e n t  u n  s y s t è m e  de u n i t « ,  s  o c t r i c î e l  3 e s  d e  A X a  

c 6 q u i  J u s t i f i e  î ’ s s s e r t l o n  d e  2 p r e m i è r e  p e r t i e  d e  3© d£ —

m o n s t r f t l o n  „

c )  C o n s i d é r o n s  3 e  c o r p s  g e u c h e

A * =  e  ( A % T  } e  .

X- __
e t  s o i  t  a  a n  él> m e n t  d e  A yC A

8* = ^  “ e °t S r  z s-7-e ^
5» , T

“  ..1 - 1t 5 î T * W *«*7 Z « ST ^ ?

c e t t e  r e p r -  s e n t e t l o n  é t a n t  u n i q u e .

£ * £  1<-roen t  c o r r e s p o n d a n t  d e  A* e s t  d o n c

. ¥r ._ —s ’  =  e  e  ^  e  =  e  u  . u   ̂ e  . t  . e
H, S,T 5 T î^t

--Rf T u 5 rs  =  r3 «  z t  s 5

P o s o n s  u f5 =  u ^  ÛT5 e  z , s ~ e  T tss z ' s ^ ^ ~  e  ^

On © a *  *  E  a *  * f ,
S 5 s

« t  1 © r  <spr c s e  n t a t  I o n  e s t  e n c o r e  u n i  q u e ,  h  p  - r  - n g  d e  A*

. t ■ . t  n  ^  . r.- s u*5 3 « s 1  - i o  -c nn-3 ?*_- 1 g  I g d e  ' f . De p i n s ,

q  u « 3 q u e  s o i t  z*  — e  z

z *  a *  =  e z a ^ U e e  =  s  c ü" e  z 5 =  u * z * 5
5 5 5 S 5 5

S* é t a n t  1 ' s u t o m n o r p h i s n e  d e  * q u i  c o r r f s p o n d  à  3 .  E n f i n ,

u* u* =  u ,  ï ï .  e  u T ê f  e  =  u  „ u ü i , ï  e
s T 5 5  T T  5 ~r Î.

=  u_ © .  __. "ï ï. H  e  =  u la e a . "o
ST 5T 6t 5T Si ST 5T s t
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« *6t « «V,
où

a,ST * 6 a *T P ST = 6 * s-r

3 0 n t  i l « s  n o m b r e s  d e  > •  » C e c i  é t a b l i t  f l o n r  ' 1  c n  q a e  :

A• *  ( a*!T» , ¿>*)

7  • — G r o u p e  d e  ç ]  a s e e s  d * a l g è b r e s  s i m p l e s  s e m b l a b l e s .

On s a i t  q u e  s i  e n t r e  d e s  a l ^ è b r e s  F l t n p l e e  A ,  B , A * . B* 

o n  a  l e s  r e l o t i o n s

A /-u  Af B —^  B f

I l  e n  r é s u l t e

a  x  B /'~v^ A* x  B* 

s i  c e s  p r o d u i t s  s o n t  s i m p l e s  .

T o u t e s  l e s  a l  z è b r e s  s i m p l e s  s e m b l a b l e s  f o r m e n t  u n e  

c l a s s e  d o n t  c h a c u n e  e t  u n  r e p r é s e n t a n t  ; l e  p r o d u i t  d e s  

d e u x  c l a s s e s  e s t  1 s  c l a s s e  d é f i n i e  o a r  l e  p r o d u i t  d ’ u n  

r e p r é s e n t a n t  d e  1 f u n e  p a r  u n  r e p r é s e n t a n t  d e  1 ' a u t r e  .

C e c i  p o s é ,  l e s  r  s u l t s t ^  p r  c é d a n t s  p e u v e n t  e n c o r e  

s *  é n o n c e r  e n  d i s a n t  q u e  l e * c l a a ^ e F  i y r<l z è b r e s  s i m p l e s  

q u i  a d m e t t e n t  u n  nê ^. e  c o r p s  j j a l o l  s 3 e n  de  d i c o m p o s i t i o n  . 

f o r m e n t  un  rp o u p e  a b é l i e n .  I s o m o r p h e  a u  g r o u p e  d e s  s y s t è m e s  

d e f a c t e u r s  d e s  p r o d u i t s  c r o i s é s  o u i  repr«. “. r-r- n t e n t  c h o q u e  cPasje 

( l e  p r o d u i t  d e  d e u x  t e l s  s y s t è m e e  é t a n t  d f i n i  c o mme  c i -  

d e s s u s )  . T?* p l u s ,  t o u t  é l é m e n t  ±m ¿i du  g r o u p e  a u n  e x p o -  

s  -n t  f  i n  1 l  d 1 v  1 ^e  u r  de  1 1 1 n  31 c  e m d e  A .
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On p e u t  é t b b 3 i r  d e  d3 u q u e  3 ' e y p o s a n t ^  e s t  d i v i s i b l e  

par  t o u t  f a c ^ p r  nre  n i e r  p  de a  .

n e f f e t ,  s o i t  £ un c o r p s  g o 3 o l r’ 5 e n  de  r l é c o m p o e l t  on  

d© 3 * a 3 g è b r e  A; n o n  d e g r é  n  «  r  m =  n '  , n* p x e m ' e r

a v e c  p .  D* nvrbE un t h é o r è m e  d e  c-y l ow, £ ptlsM« an  B o a s - c o v p i  

I, de  de  erré n* s u r  . T. n ' e s t  pa& an c o r p s  de  c f c c o m p o s l -  

t l  o n  p o u r  A, c  <r s o n  d e g r é  n ' e s t  p a s  m u î t l p l e  de  m . T e l s  

A x  £  , o o a f i d c r e  c o ; r ç  uu- a l g è b r e  s u r  Z. ,  a d m e t  3 e  c o r ^ «  

de d( c o m p o s i t i o n  £ , d e  d e g r é  p p a r  r p o r t  k  £_ , d o n c  

3 * i n d i c e  de A x  £ e s t  p ( é  ^  ) ; 3 ' e x p o s a n t  d e  A x £
N

e s t  d o n c  p ^  1 « s r  à x  21 n ' e - t  p a s  3 . D ' s u t r e  p a r t ,

o n  a
£ p 

( A  x  t  ) ss A X T . S \ S  1

Donc  e s t  m u 3 t i p 3 e  de  p  ^ .  c . q ; f . d #

On p e u t  e n f i n  é t s > b 3 i r  l o  p r o p o s i t i o n  e i - i v a n t o  :

The o r è m e  6 . -  To u t  c o r p s  g a u c h e  e s t  é g a l  h un p r o d u i t  de  

c o r p s  g a u c h e s  d o n t  l e s  d e r ç é s  s o n t  d e s  p u l  s a n c e s  de  nom­

b r e s  p r r - n i e r s
"  —  ' ■  " i ■ ■  m J i l i  i—— —  ■■ .m ......  ..

S o i t  f  =  77 p ^ 1 3* e s  p o s a n t  d o  c o r p s  p e n c h e  K
1 L

I«a nombre© ^ ? .........  ~P i tant p r e m i e r s  entre eux
P Ai p A-v v> ̂  K
I T

d a n s  l e u r  ense"ib3  e , on p e u t  t r o u v e r  k: n o m b r e s  q q . . . .  q

t e 3 s  que

q  ̂ s. 3 ( raod. p  A* ) q = 0 ( mod. £  )
p à »

v
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1 4 ;  =  1 ( raod.  £  )

On a d o n c  V  q .  _  a ; _
jt ~  k  ̂ *• = n r ^ o /  1  K-

1 1
q v ‘l i

o ù  K'l « a t  l e  c o r p a  g a u c h e  H H i l l i U #  A X  ; corame E .  a

p o u r  e x p o s a n '  p ^ ‘ l e  d ftjp ré  d 6  Z ^ e s t  u n e  p u l a a a n c e  p̂ -

On o d o n o  g  : =  K  ac P _
i

e t  p a r  s u i t e  n  p. =  r  m
1 L

' v a l e  d ’ a p r è s  l a  d C f l u l t i o n  d e  K  ¿, ,  t o u t  c o r p e  d? d e c o m p o s i *  

t l o n  d e  X « s t  s u s s i  c o r p a  d e  dò e o a  n s i t l o n  d e  Z * ; c o n i n e  T

y) ̂
a d e a  o o r p s  de d e c o m p o s i  t l o n  de d r é  m , t o u t  p .  e s t  d i -

v l s e o r  de  m.  d o  t ic o u a s i  17 p  - . ,  e t  p a r  n u i t e  r  m  1
i  c

ic  =  T7 k  •
1

° . -  H x t e n s l o n  du c o r p a  de  b a s e P .

3 o l t  ¿p u n  c o r p a  c o m u t a t l f ,  e x t e n a i o n  p a r f a i t e  d o  c o - ' p s  

de  b a a e  P  .

T h ^ o r è r a e  7 . — o n  a

( *>_,_? ) >  j )  - v  ( a ^  , ?  $  )

où  ?  d i s i a n e  l e  p l u p  p e t i t  c o r p a  c o n  t e  ria t  ?  e t  $> , c o n ­

s i d e r i  coarae  c o r p a  n o r  $  . ( a  ) l e  a y s t ò r i e  d e  f a c t e u r a  

f o r m é  dfes f a c t e u r a  de  ( a )  c o r r e a p o n d a n t  s a x  e q t o t n o r  ~ h l e n e a  

d e  ^  ¿f? p a r  r ? . p p o r t  à  .

; o l t  a  =s ( & % Y  ) f l e g r é  n  . ( I r  dt mona t r  e t  l o n  « s t
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t o u t  à  f a i t  a n s ! 0 ^ 0 0   ̂ c e l l e  d o  t h é o r è m e  5 )

a)  A x  c o n t i e n t  £  x  , <1 i  e s *  sorar^e d i r e c t e  d e  c c r p a  

c o m m u t s t l f s  . S i  £  e s t  1 * a o  d e  © e s  c o ’- p s .  e p o n  u n i t é ,

o n  a ¿’ 5:re ( ' 2 x ^ > )  • 1 onc  ^  c o n t i e n t  l e s  c o r p s  © p  e t  

© <£> , « t »  d * a p r è s  3 «  m a n i ' r ^  d o ; t  i l  e s t  ' o r ^ ,  i l  « r  t  i s o -  

r a o s p h e  h- ^  p  . S o l *  k l l  i f g H I  d e ^ f ’ s u r  ; o n  a d o n c  

n  =  h  k .  k t t a n t  l e  m  n b r e  de  c o r p s  I s o m o r p h e s  à p $ >  d o n t  

l a  s o -m e  d i r e c t e  e 3 t  é g a l e  h  'g  ac .

Cn m o n t r e r a  p l u s  l o i n  q u e  l ’ o n  p e u t  f o r c e r  h  l ’ a i d e  

î 6 un s y s t è m e  ! k u il t  ;? ■ trictcllts I Ml | x 2J> 

o n  e n  d<̂  d u i  t

( 1 3 )  A x  ^  a  =  e ( A x J > ) ©

b )  S o i t  G l e  ¿ t r o u p e  l e  Ga i  o i s  d e  ^  • p r o l  o n g e o n ^ - l  e  e n  un  

g r o u p e  d * B o t o n o r - h i ^ m e s  d e  £  x  p  e n  i m p o s a n t  h  s e s  s u b s t i ­

t u t i o n s  d«- I s l s r e r  i ’ v a r i a n t s  l e s  é l é m e n t s  d e  <£> .

31 S e s t  u n e  s u b s t i t u t i o n  d e  G , ©^ e s t  un  i d e i p o t e n t  d©

£  x  . e t

?  5 =  e S ( ?  x  ^> )
d e s

e s t  u n / c o r p s  d o n t  l a  pomme d i r e c t e  © s t  c e r c l e  à  ?  x  

S o i t  H l e  s o u s —g r o u p e  d e  •  q u i  l a i s s e  i n v a r i a n t  £

'>1 P e s t  u n e  s o l s  t l  t u  1 1 o n  de  H,  o n  a ,  e n  o a r t î c u l  i e r ,
r T

e — e  ,  p a r  s u  t e  l e s  é l é m e n t s  de  e  s o n t  i n v a r i a n t s  

p a r  F ; s o i t  F  l e  s o u s —c o r p s  d e  ^  q u i  e s t  i s o n o r  h e  au  

s o u s - c o r p s  commun à  e ?  e t  «  ^  ; p  l a i s s e  i n v a r i a n t s  l e s  

é l é m e n t s  d e  F ,  d o n c  a p p a r t i e n t  au  s o u 3 - g r o u p e  H* d e  G q u i  

c o r r e s p o n d  au c o r p s  F  ; o n  a d o n c  s
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n  c  E '

" i c i s  J n T * r a i  - ¡«nt ,  E f e s t  i s o a o T t i h e  s a  g r o u p e  d e s  o u t a a o r -  

p h l s n e s  de e ?  q u i  I s i s p e n 4 1 v a r i a n t e  l e s  ¿ î é r a e n t e  de e F  

« t  p s r  f ? u î t e  s a  g r o u p e  de© © u t o ^ o r  ■ 1 sraes d e  -f p a r  r  * p - o r t  

à  e f i ,  d o n c  à H,  c e  q u i  e n t r a î n e  :

H »  E*

Comme e^S = * e $ d o n c  1 ' o r d r e  de E e s t  éfr^l

à h ,  e t  p a r  c u i t e

^  X  Î  =  £. î 5 =  £  C 5( ? 3 t î > )
S rnod.E S . m o d . E

Comme e K o t *  t* e  115
s 5

on  v o l t  q u e  l e s  q u a n t i t é »
-  A T

e  =  u u e
ST 5 T

c o r r e s p o n d a n t  à  k s u b s t i t u t i o n s  de G c h o i s i e s  c h a c u n e  d o n s

u n e  c l a s s e  d ! f f e r r i t e  ( n o d . E )  f o r c e n t  un s y s t è m e  d ' u n î t e s

sxetr  1 c i  e l  1 *3  d a n «  A x  |> . c e  ( 'ni  J u è t î f i e  l a  r '1 e t  i o n  { T.?}

c )  S i  o *  a p r > e r * i e n t  à  a x  £> , o n  a

X _  *G * -t a9 ,* , f € (?*$>}
S

e t  d f e t t «  r e p r é s e n t a t i o n  e n t  u n i q u e  . I » * c l é m e n t  c o r r e s p o n -

d?ant de  ~  s * é c r i t
— -jf- <T~ <T- S
b — e n *  e  =  L - e  u „ z  e = 2_ u  ̂ e  e z _

3  s 5 3  i 5

«  u_ ¥  z- e *T
î i H  f  f  ^

e t  repr^ s e n t o t l o n  e s t  u n i q u e  d*ôprftr> l e  | » - r a n g  d e  A.  

Up f  m e n t  d o n c  u ne  f 7 —b a s e  de  X  9 e t  de  p l u s .
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_'Y __
z =5 a T z pour  t o u t  z e ?

%  aa  =

ÜODC X  *  ( s ”* iT  )

» a x s  ( ëT ) é t a n t  l e  s y s t è m e  p a r t i e l  do s y s t è m e  ( s )  qu i  c o r ­

r e s p o n d  s o x  s u b s t i t u t i o n s  du s o u s - c r o u p e  H. c e  qa i  é t a b l i t  

l e  t h é o r è m e  .

9 . -  Cos c y c l i q u e . -  S i  0 e n t  un g r o u p e  c y c l  1 que . «npen . i ré  

par l e s  p u i s s a n c e  : * un<= s u b s t i t u t i o n  S ,  e t  s i  a  ̂ = a e s t  

une Z - b a s e  du p r o d u i t  c r o i s é  ( a ,  Z ) on •  :
y/J

a » V  c^ e Z ( ^ «  1,£........)
On p e u t  donc p r e n d r e  comme n o u v e l l e  b s s e

U.  = 1 .  U  ̂ = a  ̂  a srJ = a ^  1 .  . . . n - 3 )

e t  on a :  u =  ^  o; &

Donc s i  c  n  . -o < n  , ^  + -0 < n on s
**>+!> JttW* 0 . _ ,

a -  a e r V  a ^ 5 ” 55 u 8 s w s -> =  1 ( T 4 >

31 ^ c n ,  o  ̂ n  , pu + V > n

« ' " ' - V v  » s>v s 9,„si as ,̂sv=^ (IS)

E n s u i t * ,  d » a p r è s  (2) on a :

*  S *  8 c c ^ - '  *  = c *2 b S
e s

Donc  g r t  un ¿ l è v e n t  de P  . Zt  i n v e r s e m e n t ,  sfc 

^  £ (o l a  c o n d i t i o n  d ’ a s s o c i a t i v i t é  e s t  b i e n  s e t i s f a i t e .  

On p o s e ,  d a n s  ce  c a s .

A «  { a ,  ^ . Z • S )

La c o n d i t i o n  n i g e s s s l r ?  e t  s u f f i s  - n t e  pour qoe  A 1 e s t
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q u e  c£  a o l  t  3 «  n o r m e  d ' o n  ¿ l i m e n t  d f  ^  ,

s ) Z v  c o n d i t i o n  e g t  n t c e a s s i r e

S i  ( a } 1 . o n  a  :

{ I6Î Cs^ c ^ # O et e Ï
s 5 o 5 ^ w  s

F a i s o n s  j ^ j  =  1 , d o n n o n s  & V t o u t e s  3 e ; '  va] « o r s  d e  O & 

n  -  1 , e t  m u l t i p l i o n s  l e s  é g a l i t é s  o b t e n u « »  m e m b r e  à  mem­

b r e  • i l  v i e n t

<* — i i  ( c )  o ù  c  =  c

b )  L a  c o n d i t i o n  e s t  a u f f i  s e n t  e . c a r  s i  

< *= s  N ( c )  =  c . c 5.  c 5 ................c 5

en  p o s a n t
y u - i

o n ^  =  7 ] c
P r o

o n  v é r i f i e  s a n s  p e i n e  q u e  l e s  n o m b r e s  d o n n é e s  p a r  ( 1 6 )  

v t  r i  f i e n t  b i e n  ( 1 4 }  e t  ( T 5 )  . d o n c  c o - s t i  t u e n t  l e  s y s t è m e

de  f a c t e u r s  d e  ( ,  # S ) .


