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Théorie d~s Groupes et aeo Alprébrea

G.- Théorie des Corps Gauchea

Exposé faj t par onr.if«r Jefcn "I"ICNNS, le 26 Fcvrler 1934.



l.- Hapcel de d>.ilnit.ion9 et résultats enltri eurs.

Tous les corps et en-virarés sont pris sur un
méme corga de tase eoramtatif et parfait

On sait qu'an corns comiutatil algébrique ™ de degre
fini n sur p est entendre par uns racineO d'une équation

irréductible d6 degré n

f(x) =0Q
a coefficients dans f* . Le corps ~ est dit gaiolsien s'il
contient aussi les n-1 autres racines de f(x) = 0 . Le

groupe des l-eutomorphisme s def" laissant fixes les nombres
de p &est le groupe de Q-ilcig G de . C'est un groupe d1l
ordre n dont chenue substitution chanre Q en une autre ra-
cine de f(x) = 0 . 3i S est une substitution de G, z un
nombre de £ , on deslme p-~r zsle transformé de z par S.

Soit A un? algebre sur un corps E ( ccra- ntatif ou non)
Le E-r>nr dg A est le nombre d'éléments de base de A, consi-
déré comme E—module . en difr'nit ds méme le K—¥ang des | —
dé aux de A.

3i A est une algebre simple , et K le centre de A, on
°eit qus le X-t n™ de \ est un carré parfait m~. On appelle
degré d'un élément a de A par rip ort a K, 1s degré minimum
du poldynome (x) coefficients d”~na E, tel que (a) = O.
On démontre qu6 le degré maximum df3 éléments de A est é—

gai a m . m est dit le 1e~ré de 1'algebre A par rapport a



K.
?,- Théorie Je3 produits croisés . ( due a Mil6 S.1T0ther),

expos»:? d'aprés an raé -loirs els Hass«, Transactions of the
An*;?ican -natberaatical sociéty, 193:2, t. 5 ).

Soit ? an corps go] oi™lsn 3s i9i?ré n sar p , G le
-‘rnape de Gola'ie de2 ; on déslgurt par 3. T, T les
3u'osti tutiona ds G, ps.r 3 la substitution unité

Wh pronul™ oroliu ( varschrflnktes Produkt) sur ? est

one algébré A HEtFHINT odram«”™ -modula a droite ds rsng n.

A = af ? + T W u T2
n.f, uS.,.uT aésl»n .nt 3s ? -hase ds ® ( ohggque u corres-
pond©ut - dus substitution de G), js loi de multipiicatlon
des deny Jli "3nts ds A ¢(teat définie par les coidi tiens
Z ON=U<¢ZS 3i Z 67
(1)
nsv ucr aSr
ou a un élément jt O do ~ . LTense ble des n 2 nombres

as$r coi’tituc [j6_1- fnctsnra qui d~finit le produit

croisé, et qu’on désigne par {e) . C«3 nombres ne sont
pan nr>i "rairsr. : on que pour que la multiplication
soit associative, idoivent satisfaire aux conditions
" asr * __IxiL»
S STU
. 1 . .
St z , z .... z est une P-base le p, on voit irn-

médiatement gque A est un systéme hypercomplexe de rang n"

sur P , lu (°-bas6 de A étant constitu e par les éléments



us z* *
On écrit: A= ( a, )

Propriétés é3énentaires de? produits croisés

I'"*- A pos‘5de une unite;

e = UEfE a;*e
comme on le vérifie aana difficulté 1*eide de (1) gt (2)
On identifie cette wunité avec r*'lle de en écrivant
e = 1, et pt»r auite
Ue = gt

Y est donc contenu dans A.
2 __? ?st an jouilu-cor-ce corn Uoctii mExliium d6 A; les éléments
N~ i? S";nt 3-s .--euJe élément3 de A conimuts*cfs avec tous 1les
éléments de ?

30it a un elcnent do A

» =T US «S

tel que : a z = z a guél que soit z 6 ?
on 6n tire d’apres (1)

Z u”z¢(z-z5) = o0

ou zs (z-z ) = o
»n prenant pour z un élément primitif deF , z ™ z5
si 3 ™ 'g, donc zs = 0 , sauf pour S = 'S, d»ou
s = zE = 8(re *t £ ?

3°—u$%$ pogBéde un inverse u $'

US ma«-'a59--



cortune on le vérifie sans peine

4°- La condition nécessaire et suffiacmte poar que

(«>»>?)s (06 .?)

est que | on ait
(€)) a™r = abr Qf o< Gs » ® dans
O sr
ce gqui peut oncore s’exprimer en disent que | ’on a entre Hs

deux p-bases de A lo r”™l sti nn
('1) Ngo— NN * -t Cvift- Oi(Liu  am /0 j

a) la condition est nécessaire, car les lelations

2 a9« ==ac- . E . zUs=0s z
valables poax tout z £ , on en tire que uS 'U@, est com-
mutatif avec tou* les éléments de ~ , donc est dans £ d'a-
prés 2°- ; par suite,
aj i1j est aussi dons ? , donc
s ¢ 8
d’ou la relation (3)
b) la condition est évidenment suffisante , car de (3*) on
tire que A est un "~ —module de bane u s , satisfaisant aux
relations (!) ou on remplace les a par lésa , done que a
est égal au produit croisé ( a”, ).
3.- Structure des produits croisés
Théoré je | . 1°) Tout produit croisé e3t uns algébre simple
2°) Tout corps Isomorphe a ™ est un corps

de décomposition de A.



1°)- >jolt B an idéal bilatére de A, b 2n. nombre de B

h =T agys v £ »
Soient T?2,5%..... U les aubeti tutiona de G pour lesquelles
y N'¢c , zZ b et b * son4 dans B, quels que soient g et 'S
et aussi
_ S _
b{:zb—bz: u<y (z - z )
Prenons z primitif dan? 7, et Z — Zu : b4ne contient
C
plus u v ; en recommence | ’opération et on arrive finalement
h uRYR £ B ; donc aussi a N , et
uc~ u_u ca o
S £ Yin-'s® Rii-¥s
ce gai montre que B = A
2°)- Jj>~signons par 1 motrice a uns li/?ne
=, Up Ag . ..U
soit a —Z Ug vE£ un no qguelconque de A . On a

(4) aM= Al (¢ Cr)

( C CI.) étant 1& nfctrice cents d’ordre n
n = s$M~'t zst

in a ainsi une r«r*résenti1lion Ot de A d&ng 1'anneau total
de matrices ~ . tfi est un corps isomorphe de ? , on
en déduit at .~i nn”™ r¢rjcsintation de A dans (T par 11i—
aomorphie E ff

‘Jonsioi rons maintenait | algébre A X iz ( ~ o*

doiv nt étre coneidéros comme indépendants). On a

* xf =7 a4 f



et en passant de 2 a aa représentation dans ~.* on a
ans représentation de A x dans . Cette représenta-
tion 6 ;t une Isomerphie de / Xx sar an goas-anneaa de
car A x Y est sitiple , et si ce nlétait pas an6 isomor-
phie, a x £ serait représente sur le 3eul élément D , ce
qgui n’eet pas . lais Ax ~ est 3¢ rang n”™ sur ™ , donc
auS3i le sous-anneHU de £'VMigqui lui est isomorphe, et comme
2 N e»% 1%f71 -fawme de FMOg n sur ~ , ce aous-anneau coincids
avec , Ce qui no::trg -ue est cortps de décomposition
de A.

4.— On peut don er do théoreme précédent wune réciproque

gui montre 1Tintérét de ]’ introduction des produits croisés

pour | étude des corps gauches
Théoreme 11 1°)- Tout corps ¢rauche K ( et par suite
toute algébre almple) et senblabl - h un produit croise.

ict- A charue corps palolslen de décomposi-
tion ? . de Y, correspond un produit croisé a = ( a, "__ )

semblable n jr, g” étant un corps isomorphe &

a) Le degré n de ~ est un multiple du fleuré m de K

Jen effet, par hypothese, K x est isomorphe & un
anneau complet <% matrices d'ordre m dans ~7 : soit ej"
le systéme d'unites matricielles correspondent , et soit
B = 8, ~"x") = (et(, el/lx, _____ a,™~J un idéal a droite
minimum de K x ™ - Soit r le x»W% xK-rsng de H ; K étant

dé rang sur P , le P-rang de H est r ; d'autre part,



3e ? -rang de H «st m, et le reng d« 7 aur P étant n, 1«
N— rang de H est aussi n ra , d’ou

r mr = n m

n S r m
b) XTalgebre simple A . de rang n7 - m'2 sur P . sem-
blable a 7T, contient un aous-cor ~3 coy”at™tlf msxilmum y*

isomorphe a ~

Soit Lr = ta ,at*.9 .. 0" ) anr, l-taae de B. considé-
ré comme F-xodule \ droite (oiL- 6 (K x ) )
Si £ £+ » _—ctts 3 ,  donc
<d- = <5 ><L+ c*\ - Laax HO0<HXAC xf £ £
ou (5) w HKr” = Z¢
en possnt Zj. = ( x ™) rastries dTordre r sur K.

Ces mstricsi donnant wul/ie rsr»r acntation isomorphe
de £ sur un Soas~e##p* ? d* | "alfétot A = K , anneau de
motrices total aur K e« or, £ et d- degré r m sur
et Z , algébre ds rang rr ira aur p , ne peut contenir
(6 c:ou3-corps cor- utrtif de de~ré 7 r m
e) Jusqu’ici: on n’ .8 utilisé la fait que ~ est salol-
sl en : Soit .fie groupe 3e G loi 3 de ~ ,21 une de sea
substitutions
Pnr définition, on pose

(G) z = z

S :
C Si-
ce qui définit les substitutions S du groupe de Galoia G



de £, isomorphe a P.

D'autre part, prolongeons T ea an groupe d'autoraorphig-
mes de If ~ A~ J ¢n 101 Imposant la eoiUtion de laisser

invariants les tlorneidts de K.

Si T ~1 , lea e<et se chargent par en un nouveau
sy zteme d?unite 3 matrieieliea a Kk » R = e (z*c)
se change en NC *~ ), |Is Z-bese de B se change
en une | -1esc B

Or, on sfit que ( "Coir Van d t Wserden, t.111, p.209)
pour tout c-utc icrrphisma de 'K*EA laissent invori ant IT,
on 3

«JK = <3¢ e;K g’ gf <¢(k , ? )e*

posséde un inverse.

On en dédu3t

EI =V «T « 1 U *"1)
= o« H
Donc q eat une K-oEb« de R , ft par suite
(7) g *"T=\TTns
u g matrice invexsil]lJ« dans K, = A
Appliquons a '5) 1Tautorornhi eme B ; on a =£

*7 n NN ( Z Invariant psr il )

ou, il’aprés (7)
C*AS'iru;" = u;l

et eomme *E , centre d6 E * ?

<s-Ir »-tr«-" z¢ “s

ou dfaprés (6)



S :
z = ab 2 U5 pour toat z t
(¢’ rt 3s lére condit on (3) }.
- S T . » S - -
Ensuite z 7= (1 z ) =t t = u'u zutu
t -r 5 S -r
= u7' z a
T
7 A ~1 - ~1 H ?
D’ou s a_r Gt z z u$ u uAt quels que soit z (z 7
comme est souo-corps maximum de il n’y a prss d’élé-
ments de A eom utfitiin stec tous les Ut'nentn de p7 en de-
hors deo tlémentr. de f , donc ;
u, u u~, = K 4 O «t dans Y
S -t s sr -
D’ou on tire
= alT o §F = ui ! '
as uT = alT « = uir acCT o et dons ?
( c’est 3a 2éne condition (1) ).
d) Pour ?nontrer que
A= ( a, ?) ou a = (a )
il suffit meintenant d’étYb3ir que 3es u ™ for sent une
? -base de A, tim ialyéj comne ?-module a droite
Montrons d’abord que 3es u”™ sont l1Ilnéolrrunt Indé-
pend £-nta De
us y5= o0 y? 6 ?
on tire
5 _ _
T.oa yN( z — 2z ) » 0 quels que soient z et z
dans »
On procéde corale ci-desau3 ( T .1, premiére partie) et

on en tire



. -G.410

u £3=0 a,, ~ 0 dans
R yR R o~ *
pour tout®© substitution R de G, d*ou vy = 0
Le ? -module h droite i us’é est contenu dans a et a

1imé P-rang n gue a. donc est identigue a a . D'apres

les relations (1) qui ont été d<montrées plu”™ haut, on a

bien a * (a,? %
5.- Théorie g<r=ri 5 &ea corps ie 0éoo.acoaiti on
3finf 3q colGta d6 it i monstration iroctdentf ,on a é-

tubli Iss oropooi tiona suivantes :
1°) 31 ?" est un corps de décomposition dTun corps gauche

3on degré n 3st multiple du ds~rt de K

2°) LT*3lgc;bre gi iple A do__i6/?ri n. ae ~blablg h K , contient
un snijg-cappg c.vi ut: ti: maximum ? laonorphe a y?
lasnd P e3t un corps .-ilg-briqg-jf d- ~errfc fini, on peut

énoncer les rcciproquea suivante» ( voir Ven der Vvserden

t. 11, p.210)

1°) SI ? est un, 3oua-cpgpa connOt jti f "laxImum d'une algébre

ai-nplé A, le- degrée de ? eat égal a celui de A.
2°) Tout corps isomorphe a F ¢t corps de Héconposltion
pour A

Ces propositions déterminent d&n& ce cas tous les

corps de d compoption des slgébres simples

S.- Ol&assn d’algébrea simples et classes de aynténes de
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facteurs associés.

Si un© algebre simple A sur /° est isomorphe a un

anneau total de instricla sur P, nn écrit AN au
lieu de A §>,
Théoréeme 111.- Si (a) (1) : (a, 2) "™ 1

On peut évidemment supposer que 8 ?T = 1 quels que

soient S et T

Considérons 1© representation isomorphe d6
A= (a, £ ) d?2. * --u , donnée par la relation (4)
Po?nns
C(Cerv - A
d'ou (4") aAl= Jl A

Soit G 1f 1Jetrioe carree inversible

-\
N
N
—

Ou en tire de (4")
B c=-l0 c'a,;C = AC

en posant

Les "2~ coasti tuent une représenta’ ion Of de A dans Jhequi-

vsl ente a L » donc isomor ohe a A

Ort on a
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— _ -kR

AcluK = up, ,&a
done b ["'U. UR G~ ) = s (M C u” )

= Alv TCOaR= {4i C u”n) 7~* J[AIin KGK ) ~"2
V3l a C*= (z*x* )
PR ) )
o U = (I apur z& » (matrice a 2 1ligne)
= f u z PR = r u z£ C
(p Pft % ) ( tt A )

d*ou
a (ii C) = (£#G ) X *

et pnr ani te

A - AN nael que soit H, les éléments
de aoTit dono d.”ns P, est un pour -anneau de ; mais
comme» 2? P-rang de LN est é~ 1 2 nl . aest Identique a
i\ . donc
(a, ?2 ) -x.1
oreme 4 .- 31 11?2Qfrebre elmple (_», ? ) a pour Inline

J _derre du coxpo sembl r.bie h (a, P )_) raon a
f e N N I

[ c’e?t une réciproque du théoréeme pre et dent ).

Soit R ic oorp' gauche de legrt m, semblable a A =(a* )
On a rone

A — H KC*. Bi n = r m

30it edgc]p e -« f Ifunitée triciellea d6 a,Rmel’ A
un idéal ft droit? minimum »3 A.

33 k est 167r8ng de R ( considéré comme ? -module a

droite), le ”~-rang de R est égal h k n : d'autre part, le
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K - de. Rest y*, dont *»t a
k n = r mLlL k = ra
Soit AT one ? -b«se de H ; 3e" 'li7\ents aedfrns sont dans H
donc
4T X5 = 4T Bs
B * 9 matrice '* rdre m h tlcments dans £ . un a . de plue

X""acnT=trEs al =™l e~ -AF3TB"

= /tr0 ST «ST B fT *5T
et p r suite
(R) Br BI = BST S,T
lef? matrices 35 |, rr-~r<e<rtitltM des a 5 dans . sont
Inversibles . donc de dtt*tminsat O . Soit s
o, -| B, *0
En ¢gelant le déterminants des deu™ ne”~rfa de (8) on a:

T_ W
Ct Cg = Cg7 g7

et d*aprés (3). on *n tire

(a~ )"~ 1

Tht oré aa 5. - Cn a (a, ? )S ( &, ? ) (sa .? )
Tour foire 3e produit des deox a”steraea hypercoraplexes
( h, H ) et ( a, F), il fant y oonaidtlrer 3e ;€0X Ccorps
? Aui y rip-ur* :.t comme iaocoorphaa .Maai? djgtinets ; dans
(e . ? ) on r«zlacera donc B PRr un corpp iaonorjhe £
et on écrira i
= ( ». 7)) ~ = ( "b, ~" )

°5 us <fetant rtapectlTemint la ? ebeat de A at la baaa
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de T
s) A x~K contient £ * ~ ; ce dernier produit est on« somme
directe de corps coaenatutifs . lo d composition ¢tant unique

Soit p* un d<¢r corps pon osante, e son unité ; on a :

7T T=e (?>F )« («? xe|D

* contient donc fieux ttrtf . ep , e . 1somorphes

F - Gr ’eux corps . ~oua-coips i1somorphes d’un arbme
corps, sont, conjufixs ; é tsnt olsisns, 13a sont id™ntiqgces
donc :

pe=¢ep «ef
7 * est donc aa corps de degré n, 1i1somorphe a ¢T e cosme
y 'est de reng n*sur |°© . c*e “ la somme 1lir cte de n
corps isoioi he m”™ F e
On verte p3us bas que 1les n anitc? 3« ces COrps peu-
vent étre c api. ttes par un systeme n™ — n <li nenta de
a >X Ffort ut un systeme d* .it. s »*tr icle! , donc
A est on snnerQ complet d* motrices d*ordre n sur
un COrps gauche 1somorphe & e (\ =n) e » Donc
V% X a*ne (a*T) e
b) Soit G le groupe de Golois |p ~ , On 3e "ro3nn?6 en
un oap« d*sato ode”™ 2~ en 3ul 1mposant de
laisser invariants les «cléments de * SI B est une subs-

t :tutlon de G. e P le transforme ”~e e par H. on a :

? "«=¢e*(?2*f)*eR?=c¢RE
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N aest donc un corps Isomorphe &~ conteno dans Jp

c'est donc n, ceseslr* ent un de' corpa dont £ v est la
>

aosa™e directe . ( Wn effet, si ~ Nz «y? N 3> .- <IF
les e; tels ~ue e.r = e.. e -e<%= C , les seuls idea»-
Inotants de £ v sont den no'ihr¢gs de la forme

e + e 4-¢e .

61 fit * *x * E *

e?t donc un tel nombre, et par suite ~ ~ est la soaeo«
ilr cte d*ur< certain n .bre der, corps «Mpt * de N v
fols étant Ilul-r*rae un corps , 11 se réduit & 1»un de ses
composants ).

Les n corps F *~ ® parcourant toutes les aobstltu—
ti np de G) sont distincts ; al on avnlt en effet, e = e

éléatats de e ‘'¢“seyaient inwri -r.ts par la substitution

3, donc ous | cpaac de ¢ ™ et par suite ceux de ~ , ce qui
ne se peut que si H* S,
Per r>uite# * Yy — 1 e N? ( s« Tr ~cte)
S
et si o™®st un nombre de on a 3'unique représentatlo
o F | ex ek z fi & 2

. . [ S

n particulier, pour z =z £ £

T>onc, 7. S 2z et en pnrticni ler, 3 i = s .« *z



en posant z _—z . Donc -
(0) sTisZen™zN z 6 ?
B
Catif relation définit on lponor \: ~e de”et Y eu*on
désignera par Jt en posant ~ = 23

Soit maintenant '5 1* r; oup' 3« Galois de ~ et pro! on*

,-eooa-16 k en lui imposant Is onnlitlon de laisser
fix"s lee élt isnto de . Soit 3 la sobstltallon de TT qui

correspond h 3 de G, par 1*lsoraorphinme J , c’eat a dire

tér le que
¥5 = z5sJ
Ou encore
7 _ZeR.ZSI‘ »(',-((S“Ztc
R R
comme d’autre part
7z =V e 2"
R
On a
~ *“ _
(’10)X e = e S—h,

Ceci posé, a étant un éléM VI quelconque de AXx 'S on a

dfaprds (1)
S

au = u_ a a u= u_ a
5 9 5 5
car u”™ est com atotif evec le- éléments de "A et '\ aveé
ceux de A . I?n particulier
(11) eriu = ub5e”n5
112) erU>:€5ekr:U e 5

De la relation (11) on déduit que
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e s aru_ e
9T > T
forment un systéme de unit«, s octriciel 3es de A X a
c6 qui Justifie 1T ’sssertlon de 2 premiére pertie de 30 df —

monstrftlon
c) Considérons 3e corps geuche
A* = e (A % T } e

. X- .
et soit a an él> ment de A W A

8* = 5j\T “e°t Sr Z S/ N

“ A -1t5T T *W *«*7 Z « ST ™ ?

cette repr- sentetlon étant unique.

£*£ 1<-roent correspondant de A* est donc

s™ = e e¥‘r e = — e u. une ot e
H, S,T 5 T ™t
--Rf TubTrs = r3 « zZtss
Posons ufs = un UT5 e z,s~e Ttss Z"sAN~ enNn
On © a*x * E a* * f,

«t 1© r<sprcsentat lon est encore unique, h p -r -ng de A*

.ttt n ™ . r-S u*5 3«sl ~-io -c nn-3?* - 1glg de 'f . De pins,
gu«3 que soit z* — e z
* * — N — e — * *
y a5—eza5U§e —s§u5e25—u525
S* etant 1'sutomnorphisne de * qui corrfspond a 3. Enfin,
* * _ A _ .
urg Uy ug id. e u¥ef e Ugu, Uigi e
= u T H e = U la._ € a "o

st ©5%¢ e MsT si %t 5T Cst
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« *ot « «V,

ou
a,ST * 6 a*T P ST = 6 * sr
3ont il«s nombres de >e¢ » Ceci établit flonr "1 cn qgae
Ae * (a*IT» |, ¢>%)

7¢«— Groupe de ¢] asees d*algebres simples semblables.
On sait que si entre des al™ébres Fltnplee A, B, A* B*
on a les relotions
A [-u Af B — Bf
Il en résulte
a x B [~ A x B*
si ces produits sont simples
Toutes les al zébres simples semblables forment une
classe dont chacune e t un représentant ; le produit des
deux classes est 1s classe définie oar le produit d’un
représentant de 1fune par un représentant de 1'autre
Ceci posé, les r sultst™ pr cédants peuvent encore
s*énoncer en disant que le * claa”eF iyr<lzebres simples
qui admettent un né”™e corpsjjalols3en de dicomposition
forment un rpoupe abélien. Isomorphe au groupe des systémes
de facteurs des produits croisés oui repr«.“r-rntent choque cPasje
(le produit de deux tels systemee étant d fini comme ci-
dessus) . T» plus, tout élément ®m (i du groupe a un expo-

s -nt finll dlv1”®eur de 111n3l1lce m de A.
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On peut étbb3ir de d3u que 3'eyposant”™ est divisible
par tout fac”™pr nre nier p de a

neffet, soit £ un corps go3olr5en de rlécompoelt on
d© 3 *a3gébre A; non degré n « r m= n' , n* pxem'er

avec p . D*nvrbE un théoréme de cylow, £ ptlsM« an Boas-covpi

I, de deerré n* sur . T. n'est pa& an corps de cfccomposl-
tlon pour A, c <r son degré n'est pas muitlple de m . Tels
A x £ , ooafidcre co;r¢ wuu- algebre sur Z. , admet 3e cor”«
de d(composition £ , de degré p par r p ort k £, donc
3*indice de A x £ est p ( éeé”™) ; 3'exposant de AXE
est donc p N N1l «sr aAx 2l n'e-t pas 3 . D'sutre part,
on a

£ p
( A x t ) ss A X T. S\S 1
Donc est mu3tip3e de p ~ . c.qg;f.d#
On peut enfin éts>b3ir lo proposition ei-ivanto
The oreme 6 .- Tout corps gauche est égal h un produit de

corps gauches dont les derg¢és sont des pul sances de nom-

bres, prr-niers

Soit f =77 p~1 3*esposant do corps penche K
1 L
l<ka nombre© ~ ? P | tant premiers entre eux
Pﬁi Qﬁv v K
leur ense™ib3e , on peut trouver k nombres q ¢ ... qQ
te3s que

g”ns. 3 ( raod. p A*) g =0 ( mod. £ )
p a»
\"
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14; = 1 (raod. £ )
On a donc . V, q. ;
jt~ k™" %=n rAo/ 1 K-
1 1
. - qv 11
ou K1 «at le corpa gauche HHIilliU# A X ; corame E. a
pour exposan' p~™°*‘ le dftjpré d6 Z ~est wune pulaaance p™

On o dono g: =K a P
i

et par suite n p- = r m
1 L

'vale d’apres la dCflultion de K¢ , tout corpe d? decomposi*

tlon de X «st sussi corpa de doeoa nsitlon de Z *; conine T

a dea oorps de decompositlon de d ré m , tout p.y)A est di-
viseor de m. dotic ouasi 17 p- ., et par nuite r m1
i c
Ic = T7 k
1
°.- Hxtenslon du corpa de base P

3o0lt ¢p un corpa com utatlf, extenaion parfaite do co-"ps

de baae P
Th”orérae 7.— on a

(>,? ) >4 -v (an ,?23%)
ou ? disiane le plup petit corpa conterlat ? et $ , con-
sideri coarae corpa nor $ . ( a ) le aystorie de facteura
formé dfes facteura de (a) correapondant sax eqtotnor ~hlenea

de N ¢f? par r?.pport a

;olt a s ( &%y ) flegré n . (Ir dtmonatretlon «st
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tout a fait ans!o~ro00 ™ celle do théoréme 5 )
a) A X contient £ x , 4 1 es* sorare directe de ccrpa
commutstifs . Si £ est 1*ao de ©es co*ps. e pon unité,

on a ¢ 5ire('"2x”~>) e« lonc ~ contient les corps ©p et

© €, «t» d*aprés 3« mani'r™ do;t il est ‘or”~, il «rt iso-
raosphe b~ p . Sol* k Il ifgHI de~f’sur ; on a donc
n = h k . k ttant le m nbre de corps Isomorphes ap$> dont

la so-me directe e3t égale h'g =«

Cn montrera plus loin que | ’on peut forcer h | "aide
T 6 un systéme ! Kk wuilt ? m trictcllts 1 Ml | x 2>
on en o&&duit

(13) Ax 7 a = e (AxJ>)O0
b) Soit G le ¢troupe le Gaiois de 7 * prolongeon”™-le en un
groupe d*Botonor-hi“mes de £ x p en imposant h ses substi-
tutions o« Islsrer i’variants les éléments de <& .
31 S est une substitution de G , © &est un ideipotent d©
£ x .et
? 5=eS (? x ™)

des

est un/corps dont la pomme directe ©st cercle a ? X

Soit Hle sous—groupe de ¢ qui laisse invariant £

'>IL P est une sols tl tullon de H, on a, en el-artTcuI ier,

e —e , par su te les éléments de e sont invariants
par F ; soit F le sous—orps de ™~ qui est isonor he au
sous-corps commun a e? et « N ; p laisse invariants les

éléments de F, donc appartient au sou3-groupe H* de G qui

correspond au corps F ; on a donc s
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n c E'

"icis JnT*rai -j«nt, Ef est isoaoTtihe sa groupe des outaaor-
phlsnes de e? qui Isispend4 1 variante les ¢iéraente de e F
«t psr f?uite sa groupe de© ©uto”or 1 1sraes de -f par r*p-ort

a efi, donc a H, ce qui entraine

H » E*
Comme eNS=*¢$ donc 1'ordre de E est éfrnl
a h, et par cuite

ANXT = £. 15 - £ C5(?3tT>)
S rnod.E S.mod.E
Comme eK o * t*_ e 115

§7 Us

on volt que les guantité»
: A T
e gy = Ug u e

correspondant a k substitutions de G choisies chacune dons
une classe d!fferrite (nod.E) forcent un systéme d'unites
sxetr1ci el 1*3 dan« AXx |> .ce (‘'ni Juétifie la r'letion{T7?}

c) Si o* apr>er*ient a a x £ , on

c* -t a9,* , F €S}

et dfett« représentation ent unique . I»*clément correspon-
d?ant de -~ s*écrit
b — ;if_ = . :<T— N -
b e n¥ e ?eusz e5 2_Lé§le25
« u_ ¥ z- e *T
TiH f f N
et repr™ sentotlon est unique d*oprftr> le |»-rang de A.

Up f ment donc une f7—base de X 9 et de plus.
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z - al z pour tout z e?

% aa =
vobc X * ( s™ 0T )

»axs ( €T ) étant le systéeme partiel do systeme (s) qui cor-

respond sox substitutions du sous-croupe H. ce gai établit
le théoreme

9.- Cos cyclique.- Si 0 ent un groupe cycl 1que. «npen.ire

par les puissance : *ux= substitution S, et si a”~= a est
une Z -base du produit croisé ( a, Z ) on e
yJ
a » \/ chelZ ("« 1,E........ )
On peut donc prendre comme nouvelle bsse
u. =1. unr= an asrJ = an 1. ...n-3)
et on a: u= " 0, &
Donc si cn . 0<n , ”™~+ 0< n on s
S Jtwx 0 -
a - aerV a"5” SHou 8sws>= 1 (T4>
31 ~cn, o™n pu+V >n
«"""-Vv »s>v s9,s1 as\sv=~" as
Ensuit*, d»apres (2) on a =
* g * 8§(b/\_' * S =c*
€es
Donc grt un ¢lévent de P . Zt inversement, sfc

N~ £ (o la condition d’associativité est bien setisfaite.
On pose, dans ce cas.
A« { a, N .Z' S )

La condition nigessslr? et suffis -nte pour qoe A 1l est
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que c£ aolt 3« norme d'on ¢liment df ,

s) zv condition egt ntceassire

Si ( a } 1 . on a
{161 Csh c N #0 et el
s 5 05w S
Faisons jrj = 1 , donnons & V toutes 3e;' va] «ors de O &
n - 1 , et multiplions les égalités obtenu«» membre a mem-
bre <« il vient
<t — i (c) ou ¢c = c
b) La condition est auffi sente. car si
<*=xs N (c) = c.cb5 €5 .. cb5

en posant
yu-i
on~” = 7] C
Pro

on vérifie sans peine que les nombres données par (16)
vtri fient bien (14} et (T5) . donc co-sti tuent le systeme

de facteurs de ( , # S).



