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315 THATS*: D?: TATHEMATIQUES

Année 1933-19.54

Théorie des Groupes et des Alrébres

C.- CR/ANATTIRS 1) "MPCTAIT 3

acpoaé fait par K. de POSSKL, le 11 décembre 1933



.- Ty"gINITIONS

1 Z AKN-AUX .- Nou allons étudier la structure des armeeux
ou systémes dTeléments isnp lesquels il existe wune addition
tno Jour co-nutstiTe , et une multiplication, en gtiurol non
en’? utative. et dip+r lbuti ve par rapport Reddition

| »snne -u formera un "Toupe aitlien, ou -"odule vis a vis de
| Padditinn; il y aura donc un zéro , mais? pas nécessairement
une unité

FI u? prccisement, nous nous bornerons a certains an-
neaux. satisfaisant a df’s conditions ntrplee et toujours
verifiées 6n particulier p.-r ler "syst®-nes hyyr compl 6X63"

qui seront définis plup tard

3. - ITHIBS .- Nous 3UT)'-oR¢r iib toujours qu'a 1’anneau j-

est attaché un certain ensemble dTopérateurs dont les uns.

Pl opérent & gauch6, et les autres, " .. operent
h.ndroite . Ainsi. ai atj~. 1?n aymhoies " a. axl 3eront
des éléments de J~ . I> cas ou il n*y a pas dforiérate ur38
se confond avec celui o0 il n*y a que |’ ’opérateur unité
Nous supposons nue l«e opi.rst.eurs * tyic , ... vérifient

les conditi cnB

N (a+ b) sr aa + AbD {

(@)}

+ b )U—a/li + byu

—
o}
O

~

1]

(Aa)b = a(”b) ( ab) il = a (byn) =(aylc) b

mais nous ne supposons rien entre 1 s opérateurs.

X . " AUX. . Un_idt al gauche ji. dans ¢/~ est un sous-annesu

de cr qui admet comme op. ra‘“6 rs



tous les éléments de h gsuche
* h gauche
............ A droite
ut-emt dit, ai ui * rttT , o» a-ra, Aa .... a’’ ...

sont des tH'ienta df-"c.

Un ideai a droite a m"mr- définition en prenant les
éléments de *J~oom \e oncirsteurs droi tl

Un systeme d*él<ments qui est Idéal h gauche et a droi-
te est appelc ideai bilatere

Pour que I- sol* [Idéiil 6 gauche. 11 faut et il suffit
1°) que”~for e SD rcupe abcilen pour ]'additi n, autrement

dit que a éie, b dliintrolne a-b €.ui;

2°) qgue ra, (rf ot). aAa.... aiju .... apparti ennent a ITL,

La 30'v>e , le produit de deux idéaux a gauche sont en-
core de* idc aux gauche d’apres les relsti ns (1). A noter
1*Ineg«llté i IK ( si pos”"tNde wune unité a genche, c'est
l"'égalité qui a lieu).

fiour consl dérerons souvent des anneaux vérifiant l'une

des conditions oulventee

Il n'existe pas de fsuite infinie crois sante d'idcaux
h gauche ( a droite)

Il n'e-iote 1© de sul e infinie décroissante d'i-
déaux a gauche ( a droite)
Ce sont les conditions appelées souvent "Tei lerkettenaatz"

et "Vielvachenkettennatz" .

Tou3 -h»lleaveas dans cet axposé condition maximale



a gauche ( ou a droite) ils pr*'niere , et condition minimale

h touche ( ou a droite) la deuxiéme.
I1.- 3A3ICAL D'UN A?-NI?AU

4 .- L»ideal jr est dit nilpotent si wune uissonce de est
1»idéal (o).
Le théoréme que nou? av ns en vue est le suivent 1

L»ensef'fcle reunion *es éléments de toute/les Ildéaux nilpo-

tent ft gauche ft ft droite, ensemble noran® radical, est un
idiel bllatere . 31 insatisfait * la condition maxTiiaie
gauche ( ou ft droite) . cc radical est lul--8me nilpotent.

Pour cela, on dérnontre d»abord que la somne de deux
Idéaux ft p-auche nil r*ot'nts 1 et -7 { * it = (o) ) est
. . i nt p.. >4 W- <
nilpotent . Il suffit de développer (N, + D)

Puis on montre nue tout idéal ft gauche {ou ft droite)
nilpotent est contenu dans un idéal bllatére nilpotent

effet, -t est contenu dan 1*idéal bllatere *14+ UIT

qgui est nilpotent comice son e de deux id 8ux nil potents.

(ts)P « I[fl)?*cr & ~ "S” * (0)
Soient "isintfnant w,oet w, -feu: élésintl du radical
c *est-'-dire contenus respectivement dons des Ildéaux ni]-

potents.lls sont suani contenue dans des idéaux bilatéres
iill! potenta VAT et ; donc \V, —w,_ gBt crrtenu dons
WV + wv qui est un 14441 nilpotent . Les autres -condl -

lions sont évi 1 .t réalisées : rw wor ("™ é 1),



yj sont contf-nus dans ; donc 1* radict-l1 «et idc «] hilatér«
i O vtrifle le condition maximal«, il existe an ddtsl

bil etére nil”,otent v'qui n*«st contenu dans »> eun outre plus

r'rand . Tii ] v14ét] bil etftre Ulipottllt n» tait pas cr-nt. «nu
dans y* , jl 4r aérait plus ,-rand que VWV et nilpo'ent, Imposai«
ble . Donc y< est le. radical

Si 'erial ons que 1» guollent d'un anneau par son radical
ou ar:ne>u den classer de r« 'tes per rapport ou
radical, est lui-méme un anneau sena radical ( Cf. Van der
Werden Bd11, p, 155 )
G»—aalt—peu ~4c- ohooe* dur les anneau?: avec radicaux,/?"
_ Artin : Zur Theorie der Hyparlcoraplexen Zahlen.
IAbha»dtl . Han”urg Sera. Bd 5,1927

Noua allons étudier 1» structure de 1'anneau a”na ra-

dteal due a racla“ran We derVurn,

iit.~ ~cc;- Q"itirn d'un an>tau san,? radical
S.- N finition .—Un 1ld&al ' /rsuohf 2« u" «rl, dit si ] e
s Ti! ne contient aucun outre idéal eue 1 1-néme et 1 »idéal
(0)
Nous dirons g.’»u- idc al \ peuche IA ert 1 so—me direc-

te des idéaux a gauche | ...
Ut « Q OVx &-... &= ( notation due a Dickson)
gi en consld» r*nt oi et 1le; slL;©omrae des ,?roupee abéliens

vis dr. i *» ition, \cest 1p r>odult. direct des L



- /i

Four qoMU «n ao.1t ainsi1, 13 faut 6t. 13 suffit que

O = a4 e 4 s H (etfcilli) entraine s$ &K=C

Dsns 3* cas» de dvon t«r-T«G, 13 suffit pof n’aient

pas» 4fM tr« :3 -fn” oo -un que 0, aBit C = a, + 8,. entraine
gue a® et av sppart lennent. nu ldéal

Soit wuni» corrcaponi f;ncs Ggui h tout tfllén«nt d dr 1M -
a3 h pauche ( ' droite) sl fait Wirep”onflre u- ¢3<ment
sT &> 3 *anncaG <T .Tious dir on qe <c'efd4 une honioiorahl e
d’opérateurs A gauche (h drolte) 81 3es conditions suivantes

sont vérifiées

( a+" 1) = "a + T
11" ra = r a ( nr = s r )
Ae = Aa "ap

<am re iar->uer™ qu’une telle correspondance n’est pas en -
néra3 une ho-.oT.orphie €’anneaux oui exigerait "ai =H TT

On volt qu<- | eneeroble fies ¢lt*ents ]a dterit un idéal
b gtocht { a drold4e) OV . in Il*aatres *«r-«8 , 13 s’agit
d’une ho omorphle de -rou »s, avec corn * operateurs, a
rTiiuche, tou 1* fclé'nenta de iT et lea”™ , a droite le a

On vérifie alRt "fent que |’enaenble des élément» de
qui aont représentés sur le zéro constitue 3ui-ner?e un idéa3

iIT. ri 3 z ro es4 seul reprtsentfc sur le i-ro, 1’ho-

;0 or hie e t une lao-norphie
Cttj' I’&P
‘.- 3H-~0 *f-dtrHbhépré'ne fondamental

Un snne au <I an. radlcal av*g condl1l1llon minimale pour
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3e? idéaux ft frauche ( & droite) possede wune unité et est
S0-.n directe <3 ldéaux & gauche [h droite) simples

Héclt>ronue i nt : an anneau avec unit», gui eet soige
directe d*idéaux ft gauche { b droite) sl*aole"--. est un anneau
se is radical fit vtrifle la condltl n minimale pour lea Idé-
aux ft gauche ( a droit*)

Pour le dtron-xer, noue donn”ron; d’abord plusleuie

1smres

7.- Lenme | : SoltjL un idéal r. FUcnr-, a t S' .al * tout
x bJL on f.ilt cor?o0.>:+ r= xa ._ 1™ p- r «-. t.3' w0<== €St UNe
horomorphlo dVtpt.rctfura & fauche . Lep (.Kments X a for-

nent un ldéal
Kn effet, 1«s oonditionr* (~) ae viri fient Iraraédiate ent
en tenant co'*pt* d« (1)
BL + y) o — xa + ya

{ rx ) a « z ( xa )

(ax ) a - xa ) , {x ™ )a = x ( )
ft.- Xeraee Il : ?;-r nne horr-o-.or ohl g d*op-, rftpure, un Idéal
a frluchft - -wm2fi -i ~ er” rppr aentt nur 1s J- ou leri | "$orso«

norrhle eat unp Isonorphie
effet, |’en e "le de© 111 ente de i qui sont repré-

sentés sur le zt.ro formant un idéal contenu dune L , donc

qgui est (o) ou [ , Dan« 1 premier cas , on a une 1isomor-

phle



1.-C.-7

9.- Définition.- Un élénent e est dit ldgmpotent si
6" = 6
10,- .Lemme 1], : Un idtLal  <?auche slnrole -l étant donné.
*

ou bien 11 est nllpo tfnt, et alors L = Q.

ou bien 11 contient un clé ent 1de rreotent e, et | ’on a
-L = e

Supposons f A~ O . Il existe alors a dans 1.1 tel qU®6
la ~ (o) . rsi? £ a étant un Idéal non nul contenu d”ns t-
e31 identique a T . a correspondance entre | et -/s est
une iso”orphle ( lemme 11) , Il existe donc e dans 1 tel
que

a = ea

On en déduit

es = e 2 a
Donc , den? 1’isonorr&i 6 pr cédente, les tle-nents e et el
sont menés aur le mé’e élément, d’ov e = e ;
L*ldcal J'e n’est pas nul puisqu’il contient e* = e
et il est contenu dans -£ , donc égal a-/
33.- Le"rne 1IV. - 31 e est ldempotent et si { = K e ( pas

nécessairement al”?}e) IMest sosime directe de 'L et d’un au-
tre I~léal a gauche
ir ~1 ®r
De pl us xe = x al x £
X’e= 0 Si X*E£-£
Ecrivons
oc =& q -~ (ce- oce)

Les - Iv*enta vce former,t 1 *1flé»l



1.C.- 8

On vitrl fle imt.diate lent que les cn.-tae forment un idéal §

gauche ir-e. Fnfin

«t. e = <no6 et (tn, — c/Le)— C
Le seul élémént cO(lJe"-_leJn & i et +t ne peut etre‘IAe 0 ; 1ls somai
est direct®
12 - Demonatratlor. du théor”'ne fond--entai

rifiant le condition rinimole, con*lent un Idéal
h ~“»oche ai-nple , non nul -f
ir étant radical #-t*-onMent un ide”po*ent e” tel
que 1If,
et iT « -£, 3 ¥£'

"Dx me”6 < contient wun id- -1 ' gauch« sinpl e f”ovec
Ny - A
<T - -i, v© I et | "= <xS)i " d »ou £, <2A &I "
mx i t« j~-& -t' es4 aécroi saente, donc contient un idval
9imple f —
=
= IT"« t -
e = e; €11

ffxl~tence d'une unité

2
Posona e, " 6i4? Z~. d’ou e |, - 52
eMest un i ot«nt de -[ . Parni nultinlea ft fauche
on trouve et e~ dnnd tout élément de /, 3 [vet 1’on a
S * O"e . e ? = 0 pour k=2

A 1 Kt 7



On opére de méme avec e et e,, d’o0 e tel que
qia g £33 ps o Ao
juaou’a ef,, "~ avec J'e *t sSee& -N —J~ et e”™ = e
Cn en conclut d’apres le lemme IV que e *at unité a droite
Supposons que e ne soit pas unité ' gauche. On aurait

( lemme 1V) avec changement de droite en gauche)

« e J~-® T Te — 0
slsr = o puisqu' e st unité ft droite . Donc Vx- fer =(0)
L’anneau étant sans radical, on en conclut r = 0 et = ecT

D’apres le 1e"me 'V avec changement de "roite en gauche,

e est unité A gauche

I*.- Déroonstrat lon de la réciproque
Le me V : *i J'"& une dmité 1, ai cT~* <A2>--”f_«Pio*»
etal 1 = e “F -t-e K avec e t ﬁ* nn a
1, = "s;*ieg = e , e.len:Cpouri"rk:_

Tour la démonstration cf. Von d r ‘'.aerden, t. Il p. 160

3up osons que soit somme ir~cte dr n idéaux h gau-
che simples com e on |8 vu en théorie des groupes avec O-
péreteurr- ad~et uUtixisloBB wunc turl*- d» composition de
longueur n . Tout idéal b gauche ( ou aons-~"roupe permis)

possede wune série de composition dr longueur su plus n,

ce qui oblige toute suite ¢ oiasante ou décroissante d’i-

déaux a gauche, a n’avoir cu’un nombre fini d» termes

Par c.naé”uent, iT'vérifie I|I*s condtions maximales et mini-



maie € gauche

Sunpoaon.; de p; up qur- j' possede uns unité, et sapoosnna

qu* 1 existe wun idéal nil posent - i {o} . On a alors
T = 4 & 1
h

D’spres le le+-e Y 11 r a dans -i un él ent idempotent ew
0 . £f= C on e <conclut = C et
A q rona —oontyad iefeioh.

IV.- r'CCPOS T711 W ID?AV"' T’ IL AT~R”"3
14 .- Supposons qu* 1*on ait

17" %= £) *- - =58> CL
e*- Jlu étant 4«a lAéau:: M1 ot rf*!,: . Le yrodu 31 ;>2t OZw( i”tc)
ést contenu dans SilLet dons Lin . donc ©at nul puisque la

sosme est directe

3i *#cm conpiibr« les VLI, non plus coron? Idéaux dana ¢J"
nais coftog anne ux btcc lea A ™ .... co™n¢ opérateur™,
as non les It"'6nt,p de *T, on veérifie alaccent que tout

idc al bilitcre dans 1?armeau Ulieat oueri u 14étl hil etere
dans \T . Par conci ruent, si leB Ulioont des idéaux "bile-

ttres simples dans cT" ce aont dea anneaux 1lndtcomposatlea

en id aol bilat®ree . On dit que ce sont dea anneaux simpl”e
1 .r port, sM] y a une unit«, -ans iT", 1s dec-.-posi-
tion [&) en anneaux si™'ilea , est unieue, cnntraire”ent

A c« rui a© pes°.e pour la dtco ¢poaition en idc aux unila-



1.-C.-11

téeres. Pour le wvoir, il suffit d’écrire deux décompositions
différentes, et | ’on montre que chenue terme de | une est con-
tenu dans un terme de | antre

Si nous spr,] inuons les théorémes de rcconposi+3on a un

anneadu clgimmutstif sans radical, vérifiant le condition minime-
le, nous obtenons wune décomposition en anneaux simples dont
chacun posséde wune wunité . lrais tout anneau commutatif simple
est un corps car les multiples ax de 1’élément S ~ o
forment un idtal non nul, 3onc qui est | anneau lui-neme
L’anneau est donc une sonn6 directe de corps ( Théoréme
de Dede-feind) dont les produits deux a dg¢ux sont nuls
15. — CAITTTS

Cn apoelie centre d’un anneau J" 1’ensemble des "éléments

gqui sont pernutables avec tous les éléments d6

c’est-a-dire ex = Xxa

On vétifie immédiatement que le <centre est un sous-
anneeu admettant les operateurs”™... A comnutatif
et auquel appartient | ’unité s’il y en a une

On montre aisément que 1’existence d’un radical non nul
dans le centre ?ntraine celle d’un radical non nul dans cr-,

iDnfin, si J" est so e directe d’idéaux bilatéres
»TT LTLt &>----- A
le centre de J" est somme directe des centres des Oie.



