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I . -  Ty-"g I N I T I O N S  

1 Z  AKN-AUX . -  Nou  a l l o n s  é t u d i e r  l a  s t r u c t u r e  d e s  a r m e  e u x  

o u  s y s t è m e s  d Té 1 é m e n t s  i s n p  l e s q u e l s  i l  e x i s t e  u n e  a d d i t i o n  

t n o  J o u r  c o - n u t s t i T e  , e t  u n e  m u l t i p l i c a t i o n ,  e n  g t i u r o  1 n o n  

e n ’? u t a t i v e .  e t  d i p> ♦ r  l b u t i  v e  p a r  r a p p o r t  R e d d i t i o n  .

I » s n n e  -u f o r m e r a  u n  " T o u p e  a i t  1 i e n ,  ou  - " o d u l e  v i s  à v i s  d e  

l ’ a d d i t i n n ;  i l  y  a u r a  d o n c  u n  z é r o  , mai s? p a s  n é c e s s a i r e m e n t  

u n e  u n i t é  .

FI  u ?  p r c  c i  s è m e n t , n o u s  n o u s  b o r n e r o n s  à  c e r t a i n s  a n ­

n e a u x .  s a t i s f a i s a n t  à  df ’ s  c o n d i t i o n s  n t r p l e e  e t  t o u j o u r s  

v é r i f i é e s  6 n  p a r t i c u l i e r  p.-.r 1 e r  " s y s t ^ - n e s  h y y r  c o m p l  6 X 6 3 "  

q u i  s e r o n t  d é f i n i s  p l up t a r d  .

3 . -  ■ T'HJBS . -  N o u s  3UT)' -oRçr i ib t o u j o u r s  q u ' à  1 ’ a n n e a u  j ~

e s t  a t t a c h é  un c e r t a i n  e n s e m b l e  d To p é r a t e u r s  d o n t  l e s  u n s .

P i ...............  o p è r e n t  & g a u c h 6 , e t  l e s  a u t r e s ,  ^ ...............  o p è r e n t

h  d r o i t e  . A i n s i .  a i  a  t  j~  . 1 ? n  a y m h o i e s  ^ a . a  ü  3 e r o n t  " " ' ’ *✓ 

d e s  é l é m e n t s  d e  J~ . I >  c a s  o ù  i l  n * y  a  p a s  d f orié r  a t e  u r  8 

s e  c o n f o n d  a v e c  c e l u i  o ù  i l  n * y  a  q u e  l ’ o p é r a t e u r  u n i t é  . 

N o u s  s u p p o s o n s  n u e  l « e  o p i . r s t . e u r s  ^ . t y ic  , . . . v é r i f i e n t  

1 e s  c o n d  i t i  c n B

^ ( a  + b )  sr à a + A b  { ô  + b  ) U — a  /li +  b y U
(» ~)

( a b  ) =  ( A a ) b  =  a ( ^ b )  ( a b )  i l  =  a  (byn) = (  aylc ) b  

m a i s  n o u s  n e  s u p p o s o n s  r i e n  e n t r e  1 s  o p é r a t e u r s .

X' - " AUX. -  Un_i d t  a l  g a u c h e  j i *  d a n s  ç/~ e s t  u n  s o u s - a n n e s u

d e  cr q u i  a d m e t  comm e op. r a ‘ 6 r s  :
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t o u s  l e s  é l é m e n t s  d e  h  g s u c h e

* ____  h  g a u c h e

............  A d r o i t e

u t - e m t  d î t ,  a i  u i * r t t T  , o »  a-  r a ,  A a  . . . .  a ^ ’ ............

s o n t  d e s  t H ' i e n t a  d f - ^ c .

Un i d e a i  à  d r o i t e  a  m^mr- d é f i n i t i o n  e n  p r e n a n t  l e s  

é l é m e n t s  d e  *J~ o o m \e o n c i r s t e u r s  d r o i  t l  .

Un s y s t è m e  d *é l < m e n t s  q u i  e s t  I d é a l  h  g a u c h e  e t  à  d r o i ­

t e  e s t  a p p e l c  i d e a i  b i  1 a t è r  e .

P o u r  q u e  l'î- s o l *  l d é i i l  ô. g a u c h e .  11 f a u t  e t  i l  s u f f i t  

1°  ) q u e ^ f o r  e SD r  c u p e  a b  c i l  e n  p o u r  ] ' a d d i t i  n ,  a u t r e m e n t  

d i t  q u e  a  é i æ ,  b  d J i i n t r o l n e  a - b  € . u i ;

2 °  ) q u e  r a ,  ( r f  o t )  . a a ................ a  ¡~u . . . . a p p a r t i  e n n e n t  à  lTL,

L a  3 0 ' v>e , l e  p r o d u i t  d e  d e u x  i d é a u x  à  g a u c h e  s o n t  e n ­

c o r e  d e *  i d c  a u x  g a u c h e  d ’ a p r è s  l e s  r e l s t i  n s  ( 1 ) .  A n o t e r  

1 *1 n é  g  «1 l t é  i  lK  ( s i  p o s ^ t N d e  u n e  u n i t é  à  g e n c h e ,  c ' e s t

l ' é g a l i t é  q u i  a  l i e u ) .

î i o u r  c o n s l  d é r e r o n s  s o u v e n t  d e s  a n n e a u x  v é r i f i a n t  l ' u n e  

d e s  c o n d i t i o n s  o u l v e n t e e  :

I l  n ' e x i s t e  p a s  d e  f sui  t e  i n f i n i e  c r o i s  s a n t e  d ' i d c a u x  

h  g a u c h e  ( à  d r o i t e )

I l  n ' e - i o t e  î© d e  s u l  e i n f i n i e  d é c r o i s s a n t e  d ' i ­

d é a u x  à  g a u c h e  ( à d r o i t e )

Ce s o n t  l e s  c o n d i t i o n s  a p p e l é e s  s o u v e n t  " T e i  1 e r k e t t e n a a t z "  

e t  " V i e l v a c h e n k e t t e n n a t z "  .

Tî o u 3 -h» 1 1 eavea s  d a n s  c e t  a x p o s é  c o n d i t i o n  m a x i m a l e
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à  g a u c h e  ( ou  à  d r o i t e )  i l s  p r  * 'ni  è r e  , e t  c o n d i t i o n  m i n i m a l e  

h  t o u c h e  ( o u  à d r o i t e )  l a  d e u x i è m e .

I I . -  3 A 3 I C A L  D ' UN A?--NI?AU

4 . -  L» i d e a l  j l  e s t  d i t  n i  1 p  o t  e n  t  s i  u n e  u i s s o n c e  d e  e s t  

1 » i d é a l  ( o ) .

Le t h é o r è m e  q u e  n o u ?  a v  n s  e n  v u e  e s t  l e  s u i v e n t  î 

L » e n s e fn' fcle r e u n i o n  * e s  é l é m e n t s  d e  t o u t e / l e s  I d é a u x  n i l p o ­

t e n t  ft g a u c h e  f- t  ft d r o i t e ,  e n s e m b l e  nor an^  r a d i c a l ,  e s t  u n  

i d i e l  b l l a t è r e  . 31 i n s a t i s f a i t  * l a  c o n d i t i o n  ma x  î i a i e  

g a u c h e  ( ou  ft d r o i t e )  . cc  r a d i c a l  e s t  l u l - - 8 m e  n i l p o t e n t .

P o u r  c e l a ,  o n  d é r n o n t r e  d» a b o r d  q u e  l a  s o rn.ne d e  d e u x  

I d é a u x  ft p - a u c h e  n i l  r ^ o t ' n t s  1 e t  -i ^ {  *  i t =  ( o )  ) e s t
rt p >1 4  VU -  -<

n i l p o t e n t  . I l  s u f f i t  d e  d é v e l o p p e r  ( ^ . , +  ^ i )

P u  i s  o n  m o n t r e  n u e  t o u t  i d é a l  ft g a u c h e  { o u  ft d r o i t e )  

n i l p o t e n t  e s t  c o n t e n u  d a n s  u n  i d é a l  b l l a t è r e  n i l p o t e n t  . 

e f f e t ,  -t  e s t  c o n t e n u  d a n  1* i d é a l  b l l a t è r e  *1 ♦  Ù lT

q u i  e s t  n i l p o t e n t  comice  s o  n  e d e  d e u x  i d  8 u x  n i l  p o  t e n t s .  

( t s ) P «  l [ f l ) ^ c r  i  ^  ' S ’ *  ( o )

S o i e n t  " i s i n t f n a n t  w e t  w,  - îeu:  é l é s i n t l  d u  r a d i c a l
"/ L.

c * e s t - ' - d i r e  c o n t e n u s  r e s p e c t i v e m e n t  d o n s  d e s  I d é a u x  n i ] -  

p o t e n t s . I l s  s o n t  s u a n i  c o n t e n u e  d a n s  d e s  i d é a u x  b i l a t è r e s  

¡ i l !  p o t e n t a  VÂT e t  ; d o n c  \V, — vv,_ g.B t  c r r t e n u  d o n s

VŴ  + vvrv q u i  e s t  u n  1 4 4 4 1  n i l p o t e n t  . L e s  a u t r e s  - c o n d l  -

l i o n s  s o n t  é v i  ■ . t  r é a l i s é  e s  : r w  , w r  ( ^  é  lt ) ,
•i -1 *
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y j s o n t  c o n t f - n u s  d a n s  ; d o n c  1 *  r a d i c t - l  « e t  i d c  «s] h i l a t è r «  

i O' v t  r  i f  1 e  l e  c o n d i t i o n  m a x i m a l « ,  i l  e x i s t e  a n  d d t s l  

b i l  e t è r e  n i l ^ , o t e n t  v " q u i  n * « s t  c o n t e n u  d a n s  »> e u n  o u t r e  p l u s  

r ' r a n d  . îîi ]  v 1 4 é t ]  b i l  e t f t r e  ü l i p o t t l l t  n »  t a i t  p a s  cr-nt.  « n u  

d a n s  y* , j l  4 r  a é r a i t  p l u s  ,-'r a n d  q u e  V* e t  n i l p o ' e n t ,  I m p o s a i «  

b l  e . D o n c  y* e s t  l e .  r a d i c a l  ,

S i  ' •r ial  o n s  q u e  1 » g u o  1 1 e n t  d ' u n  a n n e a u  p a r  s o n  r a d i c a l  

o u  a r : n e  > u d e n c l a s s e r  cl e r «  ' t e s  p e r  r a p p o r t  o u  

r a d i c a l ,  e s t  l u i - m ê m e  u n  a n n e a u  s e n a  r a d i c a l  ( C f .  V a n  d e r  

W e r d e n  Bd 1 1 , p , 1 5 5  )

G»—a a l  t —p e u ~4-c-- o h  o o e *  d u r  l e s  a n n e a u ? :  a v e c  r a d i c a u x , / ? ^
r

A r t i n  : Z u r  T h e o r i e  d e r  H y p a r l c o r a p l e x e n  Z a h l e n .
i .
A b h a » d t  . H a n ^ u r g  S e r a .  Bd  5 , 1 9 2 7  .

N o u a  a l l o n s  é t u d i e r  1 »  s t r u c t u r e  d e  1 ' a n n e a u  a ^ n a  r  a -  

d t e a l  d u e  à  r a c l a ^ r a n  We d e r V u r n ,

i  i t . ~  ^ c c ; -  Q" i t i  r n d ' u n  a n >:t a u  s  a n ,? r a d i c al

S . -  ^  f i n i t i o n  . — U n  1 d«. a l  '  / r s u o h f  : ?'-■:« u"  « r-1, d i t  s i  : ]  e 

s Ti !  n e  c o n t i e n t  a u c u n  o u t r e  i d é a l  e u e  1 1 - n é m e  e t  1 » i d é a l  

( o )  .

N o u s  d i r o n s  q . ’ »u-  i d c  a l  \  p e u  c h  e lA, e r- t. 1 _s  o — me d i r e c ­

t e  d e s  i d é a u x  à  g a u c h e  l .............

Ut  «  Q  O V x <S> - . . .  d> ( n o t a t i o n  d ù e  à  D i c k s o n )

g i  e n  c  o n s  l d» '  r ^ n t  o i  e t  1 e ;; sJJL ¿ © o m rae  d e s  ,? r  o u pe e  a b é  1 i  e n  s  

v i a  '  v i s  d r. i * »  i  t i o n ,  \J~c e s  t  1 p r >r o d u l t .  d i r e c t  d e s  L
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F o u r  q o M Ü  « n  a o . 1 t  a i n s 1 ,  13  f a u t  6 t .  13 s u f f i t  q u e

O =  a  4 .................... -4- s  H ( e t f c i J l i )  e n t r a î n e  s $ &K = C

D s n s  3 *  c a s »  d e  d v o n  t « r - î « G ,  13 s u f f i t  p o f  n ’ a i e n t

pas» 4 f M t r «  : 3* - f n ” o o  - u n  q u e  0 ,  à Bit C =  a ,  + 8 , .  e n t r a î n e

q u e  a ^  e t  a v  s p p a r t  1 e n n e n t .  n u  I d é a l  .

S o i t  uni» c o r r c a p o n i  f ; n c s  c, u î  h t o u t  tf ! l é n « n t  d  d r  1 M -  

a3 h p a u c h e  ( '  d r o i t e )  sJL f a i t  W ï r e p ^ o n f l r e  u-  ¿3 < m e n t  

sT d*> 3 * à n n c  a  G <T . î i o u s  d î r  o n  q æ  c ' e f 4 u n e  h o n i o  i o r  ■ h l  e 

d ’ o p é r a t e u r s  A g a u c h e  (h d r o 1 t e ) 8 1 3 e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  

s o n t  v é r i f i é e s

( a+"  1b ) =  "a +  Td 

1 1 ") r  a  =  r  â  ( n r  =  s  r  )

Â e  = A a "âp

- /i  <rrn r e  iar->uer^i  q u ’ une t e l l e  c o r r e s p o n d a n c e  n ’ e s t  p a s  en  -  

n é r a 3  une h o-.oT.or p h i  e <? ’ a n n e a u x  o u i  e x i g e r a i t  "aïï = H TT

On v o l t  qu<- l ’ e n e e r o b l e  f ies ¿ I t ^ e n t s  ]â d t e r i t  un i d é a l  

b g t o c h t  { à d r o 1 4e)  OV . ï n  l * a a t r e s  * « r - .« 8  , 13 s ’ a g i t  

d ’ une ho o m o r p h l e  de - r o u  » s ,  a v e c  corn * o p e r a t e u r s ,  à 

rTi iuche, t o u  1* f c l é ' n e n t a  de  iT e t  1 e a  ^  , à  d r o i t e  l e  a  .

O n  v é r i f i e  a l R t  " î e n t  q u e  l ’ e n a e n b l e  d e s  é l é m e n t »  d e  

q u i  a  o n t  r e p r é s e n t é s  s u r  l e  z é r o  c o n s t i t u e  3 u i - n e r ? e  u n  i d é a 3  

iT . r; i 3 *> z r o  e s 4 s e u l  r e p r t s e n t f c  s u r  l e  i -  r o , 1 ’ h o -

;o o r  h i e  e  t  u n e  l a o - n o r p h i e  .

Cttj'  /’&~*-P

' . -  3 H -^ 0 * f - d t r H b h é p r è ' n e  f o n d a m e n t a l

U n  s n n e  a u  <T a n .  r  a d  1 c  a l  a v *  g  c  o n d  1 1 1 o n  m i n i m a l e  p o u r _____
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3 e ?  i d é a u x  ft f r a u c h e  ( & d r o i t e )  p o s s è d e  u n e  u n i t é  e t  e s t  

s o - . n  d i r e c t e  <3* I d é a u x  & g a u c h e  [h  d r o i t e )  s i m p l e s

Hé c 1 t>r o n u e  i  n t  : a n  a n n e a u  a v e c  u n i t » ,  g u i  e e t  s o  ¡-g ne  

d i r e c t e  d * i d é a u x  ft g a u c h e  { b. d r o i t e )  s l ^ a o l e " - - .  e s t  u n  a n n e a u  

s e  i s  r a d i c a l  f i t  v t r l f l e  l a  c o n d l t l  n  m i n i m a l e  p o u r  1 ea  I d é ­

a u x  ft g a u c h e  ( à d r o i t * )

P o u r  l e  d t r o n - x e r ,  n o u e  d o n n ^ r o n ;  d ’ a b o r d  p l u s l e u i e  

1 <s mr.e s .

7 . -  L e n m e  I  : S o l  t  j L  u n  i d é a l  :r. F,>'U c'nr- , a  t  S '  . a l  * t o u t

x  bJL  o n  f  • i l  t  c o r ?  o • > ■ ; r  *- x a  .__1 ^ p -  r  • - - •  t . 3 ' :o<=- e s t  u n e

h o r o m o r p h l o  d V t p t . r c t f  u r a  & f a u c h e  .  Le p ( . K m e n t s  x a  f  o r ­

n e n t  u n  I d é a l  .

Kn e f f e t ,  1 « s  o o n d i t i o n r *  ( ^ )  a e  v i  r i  f i e n t  l r a r a é d i a t e  e n t  

e n  t e n a n t  c o ' ^ p t *  d «  ( 1 )

(3L + y )  o — x a  + y a  

{ r x  ) a  «  z  ( x a  )

( a x ) a  -  x a  ) , { x ^  ) a  =  x  ( )

f t . -  Xe rare e I I  : ?;-r nne horr-o-.or ohl  g d*op-, r f t p u r e ,  un I d é a l  

à  fç ■1 u c h f- - ’■'■■■ 2 fi -i ^  er" r p p r  a e n t t  nur 1 s J - ou l eri l ’ $orso« 

n o r r h l e  e a t  unp I s o n o r p h i e

e f f e t ,  l ’ e n  e ^ l e  de © 1. 1 1 e n t e  d e  i  q u i  s o n t  r e p r é ­

s e n t é s  s u r  l e  z t . r o  f o r m a n t  u n  i d é a l  c o n t e n u  d u n e  L  , d o n c  

q u i  e s t  ( o )  o u  [ ,  D a n «  1 p r e m i e r  c a s  , o n  a  u n e  i so m o r ­

p h  l e  .
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9 . -  D é f i n i t i o n . -  Un  é l é n e n t  e e s t  d i t  1 d g m p o t  e n t  s i

6 ^  =  6

1 0 , -  Lemme I I I ,  : Un  i d t L a l  <? a u c h e  s l n r o l e  -l é t a n t  d o n n é .
M M . » . ■  ■  II. I ■  ■ ■  -.11 ......... ■ ■ ■ ■  ■ ■ ■ . . . « .  ---------------------- ■ --------  - -----— T -.'----------- . ----------  ------------  - M.

, *
o u  b i e n  11 e s t  n l l p o  t f  n t ,  e t  a l o r s  L = Q.

o u  b i e n  11 c o n t i e n t  u n  c l é  e n t  1 d e  r,.reo t e  n t  e ,  e t  l ’ o n  a

-L =  e

S u p p o s o n s  f ^  O . I l  e x i s t e  a l o r s  a  d a n s  11 t e l  qU6  

l a  ^  ( o )  . rs i  ? £ a  é t a n t  u n  I d é a l  n o n  n u l  c o n t e n u  d ^ n s  t- 

e 3 1 i d e n t i q u e  à  Î  .  a  c o r r e s p o n d a n c e  e n t r e  l  e t  - / s  e s t  

u n e  i s o ^ o r p h l e  ( 1 emme I I )  , I l  e x i s t e  d o n c  e d a n s  1  t e l  

q u e

a  =  e a

On e n  d é d u i t

a
e s  =  e a

D o n c  , d e n ?  1 ’ i s  o n o r  r & i  6 p r  c é d e n t e ,  l e s  t l e - n e n t s  e e t  e 1 

s o n t  m e n é s  a u r  l e  m ê ’ e é l é m e n t ,  d ’ o v e =  e ;

L* l d c a l  J" e n ’ e s t  p a s  n u l  p u i s q u ’ i l  c o n t i e n t  e*^ =  e 

e t  i l  e s t  c o n t e n u  d a n s  -£ , d o n c  é g a l  à - /

3 3 . -  Le "rne I V .  -  31 e e s t  1 d e m p o t  e n t  e t  s i  {  =  kT  e ( p a s  

n é c e s s a i r e m e n t  a l ”:?} e ) lT" e s t  s  o sim e d i r e c t e  d e  'L e t  d ’ un  a  u -  

t r e  l ^ l é a l  à  g a u c h e

i r  ~ i  ® r
De p l  u s  x  e =  x  a  1 x  £

x  ’ e =  o s i  x * £- £

E c r i v o n s  :

oc == æ  q -+- ( ce -  oc e )

L e s  -, l v ^ e n t a  vc e f o r m e r ,  t  1 * 1 flé »1
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On v t r l  f  l e  i  m t, . d i  a t e  le n  t  q u e  l e s  c n . - t a e  f o r m e n t  u n  i d é a l  ô,

g a u c h e  ir  -e . F n f i n  :

«t .  e  =  <_n,6 e t  ( t n ,  — c / L e ) — C
01 e .  - e  , ^

Le s e u l  é l é m é n t  c o  ' - u n  & i  e t  -t n e  p e u t  e t r e ‘l e  o ; 1 s  s o m a i

e s t  d i r e c t ®  .

12 -  D é m o n a t r a t l o r .  du  t h é o r ^ ’ne f o n d  ■ • - e n t a i
■ - * ---  --------- - ■ — ■ - ...- »■...■■ !.■■■■ - I ■■■ ■ . —  .............. I !■■■■■■ ■■■■ —  ■ ■■■■■■■ -l— ll ■■ .1 W

r i f i a n t  l e  c o n d i t i o n  r i  n i  m o l e ,  c o n *  l e n t  u n  I d é a l  

h  ^ » o c h e  a i - n p l e  , n o n  n u l  -f

ir é t a n t  r a d i c a l  # - t * - o n M e n t  u n  i d e ^ p o * e n t  e ^  t e l

q u e  ■£,

e t  iT «  -£, 3  ■£ '

"D« me ” 6 < c o n t i e n t  u n  i d -  -1 '  g a u c h «  s î n p l  e  f ^ o v e c

f̂v - ^

<T -  - i ,  v© l  e t  l  ' =  <x S) i  " d » o ù  £,  <2 A  &  l  " 

l o  mx i t «  j~-&  - t ' e s 4 a é c r o i  s a e n t e ,  d o n c  c o n t i e n t  u n  i d v a l

9 i mp l  e L -h/ ,r = s> _
) i c = IT'« t 

e ^  =  e ;  €  l  i 

f f x l ^ t e n c e  d ' u n e  u n i t é
<2_

P o s o n a  e =  6 4 e  Z ~ .  d ’ o ù  e " =
Il i l  -Il *i 2-

e ^ e s t  u n  i i o t « n t  d e  -[ . P a r ^ i  n u l t i n l e a  ft. f a u c h e

o n  t r o u v e  e t  e ^  d n n d  t o u t  é l é m e n t  d e  / ,  3  [ v e t  1 ’ o n  a  :

S> *  O" e  . ,  e e =  0  p o u r  k > 2
^ 1 K i t  7
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On o p è r e  d e  mê me  a v e c  e e t  e „ ,  d ’ o ù  e t e l  q u e
•* \ *  l  2 V

' i   ̂ 3 ^ £ i 3> /*-> r  ^  / o  

j  u a o  u ’ à  e f „ ^  a v e c  J "  e ** t , <s> - • &  - ^ — J~  e t  e  ̂ =  e 

Cn  e n  c o n c l u t  d ’ a p r è s  l e  1 emme I V  q u e  e * a t  u n i t é  à d r o i t e  

S u p p o s o n s  q u e  e n e  s o i t  p a s  u n i t é  '  g a u c h e .  On a u r a i t  

( 1 emme I V )  a v e c  c h a n g e m e n t  d e  d r o i t e  e n  g a u c h e )

*  e  J ~  ®  T  T e  — o

s l s r  =  0  p u i s q u '  e s t  u n i t é  fc d r o i t e  . D o n c  V x -  f  e r  =  ( o ) 

L ’ a n n e a u  é t a n t  s a n s  r a d i c a l ,  o n  e n  c o n c l u t  r  =  0  e t  =  e cT 

D ’ a p r è s  l e  1 e ".me ’ V a v e c  c h a n g e m e n t  d e  " r o i  t e  e n  g a u c h e ,  

e e s t  u n i t é  ?\ g a u c h e  .

I * . -  Dé r o o n s t r  a t  1 o n  de  l a  r é c i p r o q u e
A O

Le  me V : *' i  J" & u n e  d mi  t é  1 , a i  cT* < 2> - - *. _«P i  *»
/î

e t  a i  1 =s e - f .............-t-e , a v e c  e t  * n n  a
--------------------------  ------ *1 ______ __________ . . X .  .  . — • -  —...........* ----------- - -  — --------- — ■

l =  0 " s ;  , e a =  e • , e . e  =  C p o u r i ^ k :
^ i  *_______ c________ *__________ l n  r —

T o u r  l a  d é m o n s t r a t i o n  c f .  V o n  d r  ' . a e r d e n ,  t .  I I  p .  1 6 0  

3 u p  o s o n s  q u e  s o i t  s o mme  i r ^ c t e  d r  n  i d é a u x  h  g a u ­

c h e  s i m p l e s  c o m  e o n  l ’ 8 v u  e n  t h é o r i e  d e s  g r o u p e s  a v e c  o -  

p é r e t e u r r -  a d ^ e t  ü t i x i s l o B B  u n c t u r l * -  d ^  c o m p o s i t i o n  d e  

l o n g u e u r  n  . T o u t  i d é a l  b g a u c h e  ( o u  a o n s - ^ r o u p e  p e r m i s )  

p o s s è d e  u n e  s é r i e  d e  c o m p o s i t i o n  d r- l o n g u e u r  s u  p l u s  n ,  

c e  q u i  o b l i g e  t o u t e  s u i t e  c  o i a s a n t e  o u  d é c r o i s s a n t e  d ’ i ­

d é a u x  à  g a u c h e ,  à  n ’ a v o i r  c u ’ u n  n o m b r e  f i n i  d ^  t e r m e s  .

P a r  c . n a é ^ u e n t ,  iT" v é r i f i e  l * s  c o n d t i o n s  m a x i m a l e s  e t  m i n i -
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m a i e  è. g a u c h e  .

S u n p o a o n . ;  d e  p ;  up qur- j '  p o s s è d e  u n s  u n i t é ,  e t  s a p o o s n n a

qu*  1 e x i s t e  un  i d é a l  n i l  p o s e n t  -i : i  { o } . On a  a l o r s

t T  =  -i & i '

h
D ’ s p r è s  l e  1 e -■--.e Y 11 r  a  d a n s  -i u n  é l  e n t  i d e m p o t e n t  e w 

’’o .e £- f  = C o n  e c o n c l u t  = C e t  

^ q r ona  —o o n t y a d  i e fei o h .

IV.  -  r ' C C P O S  T7 I I  W ID?AV' T? IL AT~R^3

14 . -  S u p p o s o n s  q u *  1 * on  a i t

l7" *= £ )  ' - - • S >  C L  

e*- J l u  é t a n t  4 « a  l A é a u : :  M l  ot^rf*!,: . Le y r o d u  3 1 ¿>Zt OZw ( i ^ t c )  

é s t  c o n t e n u  d a n s  S i  L e t  d o n s  L i n  . d o n c  © a t  n u l  p u i s q u e  l a  

s o s m e  e s t  d i r e c t e  .

3 i  * #cm c o n p i i ô r «  l e s  VLi, n o n  p l u s  coron? I d é a u x  d a n a  ¿J"" 

n a i s  c o îtog a n n e  ux b t c c  1 e a  A, ^  . . . .  c o ^ n ç  o p é r a t e u r * ,  

a s  n o n  l e s  l t " ' 6 n t , p  d e *JT , o n  v é r i f i e  a l  a c c e n t  q u e  t o u t  

i d c  a l  b i l ï t c r e  d a n s  1 ? a rm e  a u  Ü1 i e a  t  o u e r i  u 1 4 é t l  h i l  e t  è r e  

d a n s  \ T  . P a r  c o n c i  r u e n t ,  s i  l e B  U l i o o n t  d e s  i d é a u x  "bi l e ­

t t r e s  s i m p l e s  d a n s  cT' c e  a o n t  d e a  a n n e a u x  1n d t c o m p o s a t l e a  

e n  i d  a o l  b i l a t ^ r e e  . On d i t  q u e  c e  s o n t  d e a  a n n e a u x  s i m p l ^e 

1 . r p o r t ,  s M ]  y  a une  u n i t « ,  - a n s  iT" ,  1 s  de c - . - p o s i ­

t i o n  [ à )  e n  a n n e a u x  s i ^ ' i l e a  , e s t  u n i  e u e ,  c n n t r  a i r  e ^ e n t  

?\ c «  r u i  a© p e s ° . e  p o u r  l a  dt c o ¿poa i t  i o n  e n  i d c  a u x  u n i  1 a -
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t è r e s .  P o u r  l e  v o i r ,  i l  s u f f i t  d ’ é c r i r e  d e u x  d é c o m p o s i t i o n s  

d i f f é r e n t e s ,  e t  l ’ o n  m o n t r e  q u e  c h e n u e  t e r m e  d e  l ’ u n e  e s t  c o n ­

t e n u  d a n s  u n  t e r m e  d e  l ’ a n t r e  .

S i  n o u s  s p r , ]  i n u o n s  l e s  t h é o r è m e s  d e  r ' c c o n p o s  i  + 3 o n  à  u n  „

a n n e a u  c o m m u t s t i f  s a n s  r a d i c a l ,  v é r i f i a n t  l e  c o n d i t i o n  m i n i m e -
....... - - i ■ —  i

l e ,  n o u s  o b t e n o n s  u n e  d é c o m p o s i t i o n  e n  a n n e a u x  s i m p l e s  d o n t

c h a c u n  p o s s è d e  u n e  u n i t é  . I ra i s  t o u t  a n n e a u  c o m m u t a t i f  s i m p l e  

e s t  u n  c o r p s  c a r  l e s  m u l t i p l e s  a x  d e  1 ’ é l é m e n t  s  ^  o 

f o r m e n t  u n  i d t a l  n o n  n u l ,  3 o n c  q u i  e s t  l ’ a n n e a u  l u i - n e m e  .

L ’ a n n e a u  e s t  d o n c  u n e  s o n n 6  d i r e c t e  d e  c o r p s  ( T h é o r è m e  

d e  D e d e - f e i n d )  d o n t  l e s  p r o d u i t s  d e u x  à  d ç u x  s o n t  n u l s  

1 5 . — C ^ IT T T S

C n  a p  o e  l i e  c e n t r e  d ’ u n  a n n e a u  J "  1 ’ e n s e m b l e  d e s  ^ é l é m e n t s

q u i  s o n t  p e r n u t a b l e s  a v e c  t o u s  l e s  é l é m e n t s  d 6

c ’ e s t - à - d i r e  e x  =  x a

O n  v é t i f i e  i m m é d i a t e m e n t  q u e  l e  c e n t r e  e s t  u n  s o u s -

a n n e e u  a d m e t t a n t  l e s  o p e r a t e u r s ^ . . .  ^ .  .  . c o m n u t a t î f

e t  a u q u e ü  a p p a r t i e n t  l ’ u n i t é  s ’ i l  y  e n  a  u n e  .

O n  m o n t r e  a i s é m e n t  q u e  1 ’ e x i s t e n c e  d ’ u n  r a d i c a l  n o n  n u l

d a n s  l e  c e n t r e  ? n t r a i n e  c e l l e  d ’ u n  r a d i c a l  n o n  n u l  d a n s  cr~ ,

i D n f i n ,  s i  J "  e s t  s o  e  d i r e c t e  d ’ i d é a u x  b i l a t è r e s

»Tï  LTL t &>-----^

l e  c e n t r e  d e  J" e s t  s o m m e  d i r e c t e  d e s  c e n t r e s  d e s  Oie .


