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Définition du ~so-ule .- n 11® noiole on ,-Troupe ab™ lien
<crlt ?cosi for-e addltlve . L' 1< ent uniti du (Troupe ae re-
présente p?r et 1*ith.nnt inver e ’»un ¢l« «nt a psr -e».

rsne tu . — On lie saine-0 on t|Rlka< cr d* 11'©£113

Joalassnt les pror*ri t»s eoJdvsntea
h) c’eat un nodule
b) Il «xi8tr U«tic ~une seconde loi de eo ~>osltion, app”lte
?nul ti piic tion, 8ti8fei3f£»nt >us conditions iulTent-s»

a) sapocieti-viU ( A )y *ﬂ((hX)

B) d2:trTfcuti vitt toil\A 4 n (O*4ft IX moltf+fiy
1/- - *L ¢ .1 - 1T o« TR ‘U

Soi ¢oeons ru’un milnli~tlltniittl le™ (li nents d*on tuantso 0

eo x trurs. c? st-"-dire que.c*x 1IME felU C«t a dens
ordolt un él< ent d fini et que. #1 pl T (a. # b )<s*a+aiB
upT/OSf>ne d« *1u-: rue (< 44 )a sfWa +/SH {of Ca-', R3 Cet)

DOns ces O'-nlitions. on dit goe$f£est modelé p& r-*p ~rt &
ou ¢F o0;:3f ( t?2ut-he al Fn® 12 -ultlnlic tien lun tlt -ent
de Tp»r un 1i4 «nt dem on >crit 3*1”" e-it de cr' & gauche /.

* 3e iiTest 1* rxrr o des entiers r~tl .nnfla . tout



1.-B.- 2

qiodu3e WCe3t t-- .'iule. 3n effet, a étw t dona™™tl . et étant
an entier , on pose
T A>0 Va- e *a + ... + a

~IT~"=C C*a » ¢ 1 S<CO >a = -(-*0 ) a

Convs.-i 11lon. - Mou aurons -l g cet «rpoet a f»onnidtrer des
psr rap ort ft un ecrtlin annexa D~ . Ler seuls aoos—

non]#" rue lotr ccnsld r?rona Feront de:? >0o0s-modules "pem i 3"
(¢’ t ' dire oui son4 su- 1 d<=n It- odu3es ), de sorte que
noua nous abstiendrons d¢ 3e r péter * chaque fois . Tolautre
part 3es 3« ’ente des moiu3?3 3¢ noos conpidurerons seront
léelgafa par las minuscules latines, ccux de c- par Ai« Jrius-
cliis ’recques
2-z A22L212]LJ2- ' ~'Q""-?¢

Considtrons an module 'IBiet des bou - iiM e sei. civ---»tu
de W . On s:"p“3le sonne, de c¢* eous-nod 3er e* on Uri®*ne psr
3x,¢ 3Cv + ....-+N1A le J 0 4 deg _]* ents de la
forme n + n™ fnK me n.C?e (1 =3, £ .. k )

Si drai3leurs un ijenent de 3: soran¢g ne se met que d#une ne—

niere «««a la for -e nt+ N n K .. nc CTIZL le eorame
est ;lit?; directe f' p8at ff ?rpr sentsr par , > NETA nokn
1 fsut e4 il suffit pour quM3 en roit einri que 3a condition
+ aM+ , hc C | entraine n = M= . = n™ jE. C
8, — IT)?ATTX

Sn vertu 3< 3»e:xistenc* de 3s rat»3liplioation, Cr est lui-
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aésate O' -®od ol© guuofca . let- o”™-"o:Talea (tfariMI| eo *a.u na
O sont appel s 1J sux i rauche cia O" ,, On 4 finii de hAm
3g> 13CoU3x 5 drolte . 31 3s noitipileatlon e ?t connotative

I US tK, ceti ~«ux notions coincident

Scitot- un Ideal K g | - 6e3M& et ©oi ttioi un <T--r.od 03 e
gB che . SI o aat dansat, |9iaaf lie éss produits dea ci
menta de rfCtcrc-p&T a conati tu* un <ou--":0~ul¥ de (flit go*on - -

si -ne por ot o. De n«sa 3i dI aat on sous- o03u3e, 1'ansatatie

ila d« lo for~e < n.+ "aBv +
avec «“icoc , hLc ITC» eeur?t!4ue un :-our—odule ~0*0; I -ne
per < XZ. On s

o-t (<t + ) « OX/ L a ere ifL

4 .- BA— T30 'Q "™’L™

A partir d- maintenant, nou supposerons pour finpl1lxler
ANue ir con*i anne une unitt 3, c’est ft dire un ¢1™ ~ent tel nue
poui *cu* 1llc -ent de iITon ait 3. =«.3 1 7/ o
Vur, supposrrona de plus que les & modales que nour f-on”iéé-
reroas ser-ntf t*la qg-j¢ 3.a =a prur tout s du module

I on peut trouver dans un c—hoduleE7?un syrt~ns d*é—
3> laatt y Xt » M <?3 goa-Wt = *+ (M r# ... X
ces .1* eeenta seront dits ccnstl tr>er une -bsse de HIPL
Si, 4e p3oa, 3a so~ru du second «e bre art directe, 3s base
eri. i’te ~ini-is , our c«3a, il faut il suffit que Ile & t-

soient liadalr«ai&t Inde pendants ? par re- or4 a-') c’k t-

a-dire gqu*il n*e irte aucune (¢£83114 de le forma
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X~ =0 a coefficients non tous noir ds/AstT'

5A~ CHI7-*3g D*>2*11 T JCT BfuW'~ BA:?

1oronn qu’on mo?ui®© ne "os 5ie pa» de basc«
B'fInis 'ons par y*'corr«not *">»d« 1 -nUr o 1-
1) <3t & ‘cr at™ feat on élésrmnt difféer*nt il 0 de
3)HT<ltecn* I< -fi el tt a”™tnl une bas« ( x , e XN )
n*es* p: identique & ("TtJy,-

f&n~pT€tnA on éKmant x -3nWT non Pitué dans2”™», et

n o e
on pnae/fiw +* mlffl*+cr'’x+,m ce ~ui dcfinit&PZ h+, et & ontre
gnMI1 a une hase .ZI3H+1 con’ ifnt Si?h sans lui étre identique
lono 11Tne asti fait pe au

TXSIE T-HT?3ATZ” : Tor.te eulte croissante 3e sous-
lodul-o0 n- confient r .»un nombreJ M . 3p ternes

dn a donc demontre que

?1 un rnodul g Ml sutle ~slt au il erke ttenaatz, il os -le
une base.
La réciproque n’est pa?, vraie c¢cn g.n rai, malv elle est

vraie at*. 1- cas ou trcaoaldér coins —knodule gw«he, satis-
fsit au Teilerfc? *tensst2. On i montre en effet le theoréne
airvsnt ( Van der aerden, oderne Al~ebra, t. Il . p. %lf)

il g;.ti -foit tus T*ilerkett- .aatg, et si uncr-module
y otigf--.it t'.~ale ¢-nt. tou* eouo-Tod ule de Iffl pog ,~e une bses

T n odole®©® qui possedent unr base, pont souvent s pelta

finis



coaps

U armes@a Q. e*tp®OxBl8ef on corpa quand 12 Jouit de la nro-
pXxic t< N é tarat I¢s ;3 M Btf decf # avec £ £ G
13 existe n tle -ent f e4 un seul tel que cL = yf1 et quand
de plus 13 ne se réduit pas h 3’élément O

Les corp" ~ sontiearaett ri sés par cet‘e propriété qu’ils ne
possédent que deu: idéaux ft gauche distincts, h savoir (C) et

13s satisfont donc au T-ilerk6ttensatz.

IcrvIEI/7— ?2 AH H>rrOMT A U™ COHP3

Soit<A un cor?«, et soit?T5c un ude fini . Hébétons
la construction faite eu diVut du pr.~5 . La puite {~ , 3CZ.,.
s’arréte au bout d’un nonlr~ fini n d* ternes . Les tlc~ents
, XV fornen' une base de &Tt , Cett*\rlase est minime

OCSBi en effet qu’il e te une rel ntion £| alL xi tk C
3es n’étant tous nuls . Soltni,Ho 3e dernier coefficient
difféerent ds O . On a
ce qui est Impossible ,

iHone : 1d est un corps , un™A. - -ionole fini posséde
une base ninima.

On démontre que le nombre des éléments |’ une base est

indépendant de cette base et égal au rnng du nodule, c’est-

&—dir<= au nombre maximum d"'il» ".enta linéaire ent indépendants

du nodu 1le
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8.- FODULLLS PAH N proST A LfANNKAU D ~NTIEHQ R'TICNNSLS
A partir de maintenant, (Vdtsignera | ’anneaa des entiers
rationnels , k 16 corps des nombres rationnels , 6t jfiT,iiZrl. .

des i -modules fi*iis
On dit que <W&6st régulier si la condition
va = 0O V C (y acC
entraine que | ’un des éléments a est nul.
A) Stude d6s modules régullerr finis
Nous 8]ions d’abord aapposer)”™ régulier . On démontre

d’abord bien facilement que”~test isomorphe a un module contenu

dans un k-module fini Nous supposerons donc que lllt c
SI"TTJE  (0) soit u”™un élément ~ 0 de T1TC . On appelle
coefficient de u ( par rapnort a&ft) 1’6nsémble des éléements

t de Ktels que ®»uf soit dans IIfCI C’est un (~-module qui
est isomorphe a | ’ensemble d*3 ~ u”™ donc qui est fihi . Or
Un cr—module fini oc contenu dons Kk se compose des multi-
ples d’un nombre rationnel f . On écrit trcc — — (P )
Bci effet, oc possede une base (£, . £ .. :
Il en résulte qué les d nominoteurs des nombres deen (mis
sous forme rédunite ) divisent le produit des dénominateurs
des . Il existe donc , dons ot, (si tx,”~ O un nombre
raHionnel positif minimum P ; Soit ~ un élément quelgonque
de (H; on a N+ N t v»c o— 0 £c¢'C
f-n est dansM, d’ou f = 0 ce qui d raontre la proposi -

tion



Ceci posé, revenons an -no-Vjj« ™~ . Soitw(m chf u ,m
fot/W x on M Isli r<pil«? . ge effet , eoit 1 dittt
et sslt v un éllu it de® c¢ tena ians 3r cl™ng¢se v* ( ’iod.dftf))
Sopposona Av* = C ; on a nv =&Ff h , ”“entier
Si n O, onav=r"'" ~f u* et v = C

C<?ci conduit a 3« définition solvente

Un «oor-noda3e Tc tel coe witrc aolt rt™Mallar est dit

r-ri-1tlf. étant an sous-caolule primitif . noos el lons
-entrer qu’il existe un autre sous- ;otule p- tel que
N Mn <&+

finissons ™"fir r- cjxrence den <1 nento v « Vi L e
de 3e insniér suivante

0) On a vo &0

b) SI N I vo sont dech définis, et si

ifCc=Tfc + cr' vi + est pri -itif. soit ul+, on éle-
ent £ ¢ derT/*p( s*13 y en o ; alnon , vc ne sera pas
defini ) , ff noJt , eon coefficient per rap’ort al& tl'tici
Ssit u an t-3¢,ment de appartenant | la ttijMHM o

( ~0’. ?21j . en pose Vvit, = +1 L + o 4+,
?n vertu de ]'on d'e tfccorénsa dflsomorpftisne . on a

WL /vce+> 2 {m [3T,) [/ pPc,, n"tl

e». par suite c+, *ft . I*s suite deo nodaSes TTCC

est croissante et par suite, au tout d’un orabre fini n d’o-
pérations. on sera arréte, ce qui signifie que W I

- ns N =s vi1-f 0" v + QrvH . Supposons qu’il esd s-



te un« jr 1 tim 11 1 for?re | ¢+ 1 ave=t . *vec M-C2&(<tc
Jnlt <3 le wrrr;i?r coefficient ~ O ( a*11 y fn a ), OaVB

) 2 = i " i

TC [ ?Z,,pn & o 54, =0 , ce rrui < S ossiMa . Donc

les i 1 t U nule e4 v r «ulte* la . lone on a
yrt - TL ™A ©t v, , voT....... vV L

forsaent une b&ee “iniras de ™

conc 31 T est N-tipiule r jrr fini, *t al est un
acus—sodule xgj .IM f. 11 erlate un aatre apoe-~c iole tei
~ue hTC = Ti ® fc m De --.lue. dHZ r.ogsode wune t ~ae -ninlaa

On cinoritre de piu~ *aclle :ent que la n "bre des ¢1ti-

enta d’ua« b 35 rjinlna de d6T éat t, 721 ru rrnr de ddZ.

5) Htude d<sa m oluifinis ouelconnues
Solt a par* Ir de ¢ ,1Intenant. Vfl un cT—IOdule fini cuel-
cocoae . Solt upy, ua g 9. asy, une bacs de faC , Solt TC le

module dea for*rses llaéalrea par rapnort & a variables xi9

* . .... *H &coeffidenta dona o~ m La oorrrs'ondance
g,(% Xi T) n est u-if 1 MMrrhle . Donc”~fc-ot

or he $ et p r -ulte Isorsornhe au quotlent
de & py.r un de sea soaa- odules 72 . Or nous allo:: H I
trer que

SI JI est uxi *'"- o-lule r ruller fini. .al ft,. est Boas»

A » *1 g.: te de.? c-3e>} ninlne ( g1 , gt ,...a>Q

de et ( v, , «,Vh,) de”™ trlleacue v-¢ » £a -
(1- 1. r ) les ctont de- entj*rs tei» ge divi-

de £, +, =



oit vi un ™1 «al ? Cde ™ et soient crftcr(T ses coef-
ficients par r ort h 3»"?. On g eg"C&C et psf suite 6T0"P
sz\bttwit c en*ler { d fini rser u'" *u si*Tne \~,res : nou 3 ]¢
aapposeront y O ) go*on appelle coefficient te]jjHfclf ée »

e enons par iT 3 »hornof o---ue drn» dt /;jE d*un K ent u de iiZ
3ors Ww «st 3e pl«s peMt en-tier 0 positif tel que wa I » o
On voit tout de suite qgoe le 1. ents 'tTde Tt j fe te3s que
) 'umQ (V) ¢tant un entier fixe) foment on eoos-modu3e

de K / f gv) ne peut qu’ovil .entsr quond on r¢- 1>ce ¢ par

un mo3tiple . Il en rte«3 *e , er. vertu du 7ei3erkettensotz
N | @ que 3e-« coefficients relatifs des; HW er ts w de

<_?f divisent tous un entier fixe & . Soit S= I—i| es.

3a iéoo position de 5 en ~“acteurs -reliera , Soit d’sutre

part f, 3e p.g.c.d. de tou» 3«3 coefficients rel tifs

Cn s c £ , meis N si N est o» entier N 3
M tei inone un <iéi ent de tel -ne
wlL 4 e?rc (1 » 3, I h J

et soit @™ un entier tel que

|t r 3 ( oa.Lot ) 5 O ( mod. —— )

* ¢r>cil
Soit w ascrtfi a wn*t8t ¢ ntenu £*»S ses an dec; to', ules
<% € *t, et 9 r suite Tgi neot divisible p”~r wuucan des ¢(0-
CORfB« ce nombre divise S . 13 est é”sl 0 t 3 et € r h +3
car “vu et & ont positifs

Ceci orii, 3e théoréeéme a d« montrer est ' euU rres «Vvi—
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dent si n« 3 . o-'po:i.- :-]e J routré poux 3«9 I11fl
ayant une b<? minima con-oace de nolna (53 n cl <-.onta . w t-
tant un 1¢ «nt &ter In» co « noos vewna d© 1? dire, soient

trp, < s s#« coefficients par x p ort A

ii? pw » u H« = olaet . aamrae en 3 *o démon-
trt s A) an soos-mo”ofe pti'-itif de ; 13 existe do.c
an -odt-3e , tel goe ~ N a, S L[Ci

11 a an 4a N~ . casais u ff JC on a a = £ «v
oa < C V ¢ [ -is N0 = . don®©
Lee i lit de contenus dons ¢T, forcent an 3ou??-raadala ft-1

et on a , d*aprea ea qafan riant de voir, ~ *J~v N eyl
D*eutre r xt.)t, pesaci one baia O c -r r.-3 3 r.tr.
Donc on peat trn-.: or one b&sa minima ( t», ... .a ™} da &,
«t une basa minima ( Tt ... v~ ) do t©3 3aa que

vV u* °u e N divisant 2 (1 = St r )

-i33eors, V Ci>t, ce pui -entra qgae las 8¢ sont ditSal-
bies par £., .Le thverena aat d™nc iéwMBtH
On en ddait 3 structara de /fc. «t p-r suite la

tht ox'ne suivent

11Tt |gt on iT«1o -;3a fini, en peut y t euvgr n i3 --2nts

p.. a2.... a* te3o ~uss *ou4dgK ~ent de Xfcee <c'tj[_» et d,una
3e jg ni:xe. 3 e £ *"No i__, ' =71 --F
—QT— q:_f { I i t_3__L_____» t ¢« « « *r )* >

Cn @'a", encore dire c¢oe
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est so”ag directe a»un cert 1n aombf< <& “odu] ¢s de 3a
for 'e cru
Ces Serniera sont souvent sppe3v.' . p r anal oc-rle
B\-f-c 1> théorie des ”~roapss, ~oauieg cycliques.
Snfln, on a obtenu 1s th» cre~e sairant de 3a thé -
rie dea groupes
Un troupe obclien por.se nt un v-yatfe-ne d'un nombre fini
de «¥.n rieurs ( en perticoller un -Tocpe abé3l*n fini ) est
produit direct de prrcupa cyc3 Inues.
On remarquera que 3es methodes de denonstrséton emp3oyt-e'a
s’ appuient excluslve :ent ( a dea dét™i3» pre3 ) sur 3es fAits
a'uralts : 0- ne -op 'de pao de diviseur de ztro . est con u-
“"tatlf et ton 3es idéaux de o~ sont prlnelp-sox, c*est—a—dire
de 3s for e o~(° . Les théoréemes sont donc vraie pour tous
les anneaux satisfaisant a d-a condlti ns . 13s se frrt ro31-
aent fl'«illeitt encore pour des classes beaucoup p3us vastes

d *anne sox



