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gl BLIQTHAPEI?

On p o u r r n c c ’o u l t f r  : 

d e r  W a e r d e n ,  M o d e r n e  A l s r e b r a  . *?.I .  c h a p .  2 e t  6 

1 ? . f l o e t h e r ,  H y p e r k o r a p l  e x e  O i i r ö s s e ^  u n d  D a r s t e l  1 u n g s t h e o r  i e  

Mrth. Z e i t .  3 0  p . 6 4 1  

S p e i s e r  , f h e o r i e  d e r  G r o p p e n  v o n  e n d l i c h e r  O r d n t j n g

f loua ne f a i s o n s  a u c u n e  h y p o t h è s e  s u r  l a  f a ç o n  d o n t  o n t  é t é  

d é f i n i s  l e s  e ^ s e n l ] 6 a  que  n o u s  c o n s i d é r e r o n s  n i  s u »  l a  n a t u r e  

de l e u r s  é l é m e n t s  ( « o n b r e a ,  p o i n t s ,  t r o n s f o r m e t i o n e  gt  orné t r  1 -  

q me s  t f o n c t i o n ?  , 6 *■’6 emlbl e s d* u t r e s  ¿ l é m e n t s ,  e t c  . . .  ) . 

î rous  d é s i g n e r o n s  en g t n t ' r e l  un e n s e m b l e  p a r  u^e  m a j u s c u l e ,  6 t  

3 r 3 i ] ,  e ^ t s  p r  d e s  a l n i  " c ul e - .  . u n un c 1 > raew1 o s p p  nx 1 1 e n t  à  

a« c m i B Í b l t  T?, " o u s  l e  ” 0 t e r n r s  : a  C, t

Qusnd un e^se nbl e 5* se co-iposp '»éléments appartenant 

tous h un autre ensemble g, «oup dirons E r poug-e^ap*nble de ft 

et nous écrirons E*i=. B

Bous appellerons Interjection de eux ensembles 3. S 1 

l ’ensemble de leurs clém e n t s  communs et nous noterons cette 

intersection : 1? /S S *
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I . -  G r o u p e s  o r d i n a i r e s

T . -  D é f i n i t i o n

^ o u s  ? î r o , ,G t1 * a -  e>' se ; b ]6  E r u *  31 f o r ^6 D" ' • roup^ a i  3 e s  

t r o i s  h y po * hè f ? s 3  r a l r ^ t e s  s o n t  r< a l i t é e s  :

a)  A t o u t  c o u p l e  d~ d e o x  é l é m e n t s  a .  b ,  de  G c o r r e s p o n d  

s u i v a n t  u~^ l o i  d t e r  -i*>ée a p p e l é e  l o i  3e c o n p o s l t i o n  o”  t r o i ­

s i è m e  î l e  i " t  c de r  qu* n o u e  d é s i g n e r o n s  p n r  l ' a«*® ou 1 ’ t o t r e  

d e s  d e u x  - o t ^ t i o n s  : c = ( a , b )  ou c = s b  . C e t t e  l o i  de  c ompo ­

s i t i o n  e s t  r û p n o s t e  e ^ s n c  î r t i r e  c *e ^ t - ' - d I r e  q u e  l ’ on & :

{ s b ) c  *  s ( b c )  o u e l ^ u e  s o i e n t  l e ^  t r o i s  t l e -  e - t s  a . b . c  de  G.

b )  I l  e x i s t e  d e r r  G u** ¿ l e  e ^ t  e t ^  1 q ue  e s  = s  q u e l q u e  

s o i t  3 f c l é n e n t  a de ~ ; on f » ' n e l l e  e une  u n i t é  ^ g o u c h e  de G. 

Cette h y p o t h è s e  ( b )  p e u t  ê t r e  r e n n l  ©et o p e r  c e l l e  ( b * )  de

1 * e x i s t e n c e  d ' o " 6  a - i t >  > d r o i t r -  d e G , c ’ e t - ' — 3 i r e  d ’ un é l é ­

m e n t  e ’ t e l  que s e 1 *  a q u e l q u e  s o i t  l ’ é l é m e n t  a  de  G.

c )  A t o u t  ¿1* f i e n t  s de G on p e u t  f a i r e  c o r r e s p o n d r e  un 

a “ 1 de H t e l  q e g~'b — e • a e s t  d i t  l ’ l~v*~-rgN| g n u c h e

de G.

31 l ’ h y p o t h è s e  ( b )  a « t<: r  «rapl ©Ov e p a r  1 ’ y p o t h è s e  ( b ’ ) ,  l a  

t r o i s i è m e  h y p o t h è s e  ( c )  d o i t  £ t r e  r e m p l i e «  e p  r  c e l l e  d<? 1 ’ 

e x i s t e n c e  p o u i  t o u t  t i c  m e n t  a d ’ un i n v e r s e  ^ d r o i t e  s   ̂ t e l  

q ue  a s * 4 = e ’ .

g . -  He.msrnues

a)  on d i t  s o u v e n t  de  l e  l o i  d« c o n p o s i t i o n  q u ’ e l l e  d é f i n i t  

u '*i? ” ogK r t ; t i o n ” >. 1 » i n t e r i e a j r  r»u r r o u p e  G : l a  n o t i o n  de l o i  

e c o n p o s i  t î o n  p o u r  l e s  é l é x n e n t o  d ’ on  ©p« «r-1 e -  e f f ? t  u n e
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g é n t r a l  i s  s t i o n  d? 3« ^ o t i o w  d ' o p é r  t in*"  po n r  1 - p « o m b r e s  de 1 ’ 

a r i t h m é t i q u e  .

b )  Bo u s  a v o r s  s u p p o s é  s e u l e m e n t  de 3 ’ o p é r a t i o n  du g r o u p e

q *e3 3e ¿ t e l t  a s s o c i a t i v e  . I l  p f o t  a r r i v e r  n u ’ e l 1 e s o i t  c o n  u -  

t e t l v e ,  c  ’ e s t - ? ! - d i  r  e que  c ne  d é p e n d e  q u e  d e s  d e o x  f a c t e u r s  o 

6 1 b di»"s G ; 3e t r o u p e  e s t  d i t  e3 o r s  a bc  3 1er» . Si  e u c u « e  c o « -  

f  u s  i O" « ' e s t  p o s s i b l e  a v e c  u~e a u t r e  o p é r a t i o n  p r  a3 a b l  e ^ ' - - t  

d t f i ^ i e ,  on p e u t  e m p 3 o y e r  p o u r  3 '  3 o i  de c o m p o s i t i o r ! ,  3? - o t s -  

t i o ” de  3 ’ a d d i t i o r '  e t  é c r i r e  : c = a-fb . O  " ’ e m p l o i e r a  d ’ a i ­

l e  u r  s c e t t e  c o t a t i o n  q u e  ’ a «?  l e  c a s  a b O i e n  .

Si  d e u x  é l é m e n t s  s  e t  b d ’ un t r o u p e  j o u i s s e n t  de c e t t e  p r o p r i é ­

t é  q u e  ab  =  b a  or» 3 e s  d i t  p e r  u t a b l e s .

On d i t  de  a b e  1 q u ’ i l  - s t  3e t r a n s f o r m é  de  b p?-r a

un v o l t  q u e  s i  d e u x  é l é m e n t s  s o " t  pe  u t a b l e  s  c h a c u n  d ’ e u x  e s t

i d e n t i q u e  à  s o "  t r a n s f o r m é  p : r  3 ’ a u t r e  .

c )  "Enf in t 13 p e u t  a r r i v e r  qi je G s o i t  un s o u s - e n g e m b 3 e  d ’ un 

e ^ s e - s b l  6 *5 ô l ’ i n t é r i e u r  d u q u e l  f g t  d é f i n i e  l ’ o p é r a t i o n  c o n s i ­

d é r é e  . La p r e  , i è r r  h y p o t h è s e  e x p r i m e  o u e  a b  a p p a r t i e n t  à G 

t o u t e s  l e s  f o i s  qu6 a e t  b l u i  a p p s r t i e n t e n t  d é j à

13 p e u t  a r r i v e r  a u s s i  q u e  d a n s  u  a i e n t  é t é  d é f i n i e s  p l u s i e u r s  

ope r a t i o n s  ; i l  i m p o r t e r a  a l o r ^  t o u j o u r s  de  p r é c i s e r  p a r  r a p ­

p o r t  l a - u e  l e  dp c e '  o p é r a t i o n s  G d o i t  ê t r e  c o n s i d é r é  comme 

un - r o u p e  .

5. C o n s é q u e n c e s  de l a  d é f i n i t i o n

On <3> o n t r e  q u e  t o u t  i « v f i r s e  h g a u c h e  e s t  a u s s i  un i n v e r s e
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à d r o i t s  t ' •os l ^ u ^ i t é  h g&uche  e s t  cnss .1 u ^ f  o ^ i t c  à  d r o i t e  e t  

q u e  l e s  d i v i s i o n s  à  d r o i t e  e t  & g a u c h e  s o « t  t o u j o u r s  p o f ^ S b l e s  

e t  d ’ une  9 €uÜ€ «5Ur»j5 r??,  r  * e s t —' —l i r e  q u e .  “ u e l r u e  s o i e n t  & e* b  

3 e a  ¿ q u a t i o n n  a s  = t  e t  y u  =  b  o n t  t o u  j o u r  - u n r  s o l o t i ’"  « t  o^c  

8 6Ul6 .

O  d TO»*tre q u e  l e s  h y p o t h è s e ^  ("b) * t  ( c}  (  ou  ("b* ) e t  ( c ’ 

p e u v e n t  ê t r e  r e m p l B c é a s  p a r  1 #h y p o t h f e « e  de 3 p o s s i b i l i t é  « t  

d '  3 » u n i c i t é  d r e  d i v i s i o n s  . un  dt m o n t r e  e  ’« q u e  s i  3 e g r o u p e  

G e s t  f i n i . c ’ p s t - ' - i r c  « * û q o ’ u "  n o m b r e  f J ^ i  d * é l é n e n t s ,  i l  

s u f f i t  d*5 « o p p o s e r  I f>*«a4-e44* de 1 ' division . I> w o ^ b r e  d e s  

é l é m e n t s  s*BpT>el3e 1 * o r d r *  d j n o o p e  .

r)«»-n le c e  o& C? «p * abolie** et o o*» j»*«"?pîoi# la cota­

tion üddît-ve, o« d sipme p ^ r  C 1 »élément u-ité .

d.- Sous-~roupe

O  * ï t  q u * u n  s o u s - e n a e  >bl e G* de  G e n '  « "  s o n s -  *r o u n e  s  M l  

for**)« l u i - -  ê ie o« - r o u p e  p.or r .  s p o r t  h  3 ’ o p é r a t i o n  d é f i n i e  d e « s  

G.

O* voit irwat di atener»t que pour nue G’ soit u^ sous — groupe 

il faut et il suffit que :

s) sb appartienne h G* i e et b appartiennent eux-sienee à G* 

b) e'~ appartienne ft G* al a appartient h G* ,

C" peut çxprir-er encore ceci e- disait : le eo^dit-'on ™ç- 

cessa Ire * t suffi.«?, ̂t* pour que G* soit u~ sous-Troupe de G
.............W I. -  I — ■ ! ■ ■» . .—I.» .»  U.  ■ ni» . . .  J . , . ................  . u » . . «. ^ . -  — . . , «  . . . ^ . . .  .1 I. I ■ ■ ■  I ■  .»»-» . ■  .Mil, i— H.W I ■ ■ ■ »■ ■  i II p—  «h i I.................. M 1 . 1 . . I I . I

^ */
est que H» ab a* il. ooytlt^t  ̂ et b .
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On p e u t  r e m a r o n e r  --»uè G* c o n t i e n t  r é c e s a B i r t m e n t  l ’ u n i t é ;

11 p e u t  a r r i v e r  que  G* s o i t  a h é l i e n  a l  r a  q a e  G " î  1 ’ e s t  p r ;s  .

5 _ - T)écoripo ltion d'U" groupe 6" clec-ses par rapport 5 u~ aous- 

^roape . Sous-^roupe l^vtrls^t.- Groppe f moteur .

S o i t  G un - r o u p e ,  G* Q”  a o u s - g r o u p e  de  G .

C o n g i d é r o n a  un é l é m e n t  a de G e t  f e i a o n s - l u i  o c r r e s p o n d r e  

] ' e r - a e m b l e  ’e s  é l é m e n t s  a g f de  G,  g '  ¿ t a n t  un é l é m e n t  q u e l c o n ­

q u e  de  G* ; n o u a  a p p e l l e r o n s  C6t f i ^ s e m b l e  u^e  c l a s s e  ( g a u c h e )  

de  G r e l a t i v e  fc. G* e t  " o u a  l a  r o t e r o n s  aG* . B i l e  c o n t i e n t  a 

e t  n v o i t  a i s é m e n t  q u ' é t a n t  d o n n é e s  d e u x  c l s n s e s  c G ' . h G * ,  de 

d e u x  c h o s e s  l ' u n e  : ou e l l e s  n» o n t  a u c u n  é l é m e n t  commun ou 

e l l f s  Sf -nt  i d e n t i q u e s  . Un O é r n e ^ t  q u e l c o n q u e  d6 G a p p a r t i e n t  

d o n c  à  une  c l o s  e e t  un« s e u l e  e t  on p e u t  d i r e  q u e  G* d é c o m p o s e 

Çr 6n d  93863.
S ’ i l  a r r i v e  q u e  l e  ^ o r i b r e  de  c l a s s e s  s o i t  f i n i ,  o« a p p e l l e  

c e  " o r n b r '  1 T i n d e x  de  G* d o n s  G e t  on  l e  n o t e ( G / G f ) ;  e n  p a r t i c u ­

l i e r ,  s i  G e s t  f i n i  6 1 d ' o r d r e  n , r- 1 s i  n* d é s i g n e  l ' o r d r e  d e  

G 1 o n  s  1 r, r e l a t i o n  : ( G / G ' ) =  n / n f t o n  v o i t  a i n s i  e u e  1 '  o r d r e  

à ' u n  a o u a - ^ r n u p e  d * un g y n u p e  f i n i  e s t  un d i v i s e u r  de  1 » o r d r e  

du 7 r o u p 6  .

On d é f i n i t  f l , U"e  m a n i è r e  a n a l o g u e  l e s  c l a u s e s  à  d r o i t e  

G’ a de  G r e l a t i v e s  h G* . S i  l e  s o u s - g r o u p e  G1 e s t  ' e l  que  

Ch a q u e  c l  s; ne h r o i  t e  c o i n c i d e  u v e e  1 1 c l a s s e   ̂ g a u c h e  c o ^ r e s -  

p o n  d H n t  e :  aG* *  G ' a  u e l q u e  s o i t  a d o n ^  q  .  o n  d i t  q u e  Gf e s t
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un p o u r - ^ r o p p e  l ^ T f t r j n w t  de  G

C e t t e  d é f i n i t i o n  é q u i v a u t  h 1 s o i x a n t e  : 1? t r s n s  f o r mt  d* 

u~ *RSxxxx?ia?5E é l t r n e n *  d ’ an  p o o s - ^ r o o p e  i " v r . r i f > " t  G* p a r  un < Je • 

r aen t  q u e l c o n q u e  de G a p p a r t i e n t  e - c o r c  h G*.

Si  G9 e s t  un s o u s - r r r  upe  q u e l c  - " u e ,  3 en t r o n s f  T'-néè de  se s  

c l é m e n t s  g 9 p » r  un c i t a i e n t  g  de G : g 9t  = g g 9g ~l' f o n e r t  on a o o s -  

f*r ope  q u e  l ’ on ^ o t ?  Gw== T0  ’ g'i* fin 1 d i f f é r e n t  de G* , e t

que  1 *on d i t  c o n  J uptuc de  G*.

gxenr-O e a de  s o o s - n o u p e a  i " V f i r 3 s r t a

1 ° )  l e s  8 0 D e - ’’r o o p 6 s d ’ n g r o u p e  s b é l i e n  s o n t  t o u s  d e s  

s o u s - s r r o a p e a  i n v a r i a n t s  .

2 ° )  1*3  é l é m e n t s  d ’ un - r n u p e  G p e / a u t e b 3 e s  a v e c  t o u s  l e s  

a u t r e s  O c  ne**ts de G f o r m e n t  un s o a e - ^ r o u p e  i n v a r i a n t  a p p e l é  

c e wt r e  de  G.

C o ^ a i  d C r o ~ g  Dri t f r o u p e  G e t  u« s o u c - ^ r o o p e  l e v a r i  i ^ t  G* de  G 

C o « s l 3 .  r o n s  1 *• n s e m b l e  d f  '  e l e r t p e s  de  G p  x r  p  o r t  ?t G* ; s o l e ^ t  

sG* , b G f # d e u x  d ’ e^t r«?  e l l e s ,  O" T e r r s  f s c l l e r c e n t  q u e  H  e l a p s e  

sbG* " e  d e p e n d  p e c  d e e  d e o x  t ' l£rne»- t8  e , b ,  p r i s  d r - s  c h s c u ^ e  d* 

e l l e a ;  O" d ^ f l ^ i t  clone t i ^ n i  o^ e  l o i  3* c o m p o s l t l  • r  f s i s e ^ t  

e o n  f s p o " d r e  h deu  o l  e s s e s  &Gf . bG*.  1 e l s i - p e  s ’ 0* ; on v e r r s  

f e e l 1 e r a e n t  q u e  1 r s c o ^ d l t j o n s  die d f l n i t i o » -  d f un - r o u p e  s o « t  

s  t l 8 f s ! t € 8 ,  e t  q u e  p nr  s u i t e  1 e - c S&gge a  r e l a t i v e s  3 u~ s o u n -  

^ r o u p e  l w v s r l s r t  f o r m e - t  e l l e g - m £  e ^  a -  t r o u p e  . 0~ v p e l l e  c e  

g r o o p e ,  ^ r o u p p  f ? 3 c t e u r  e t  on 1 r « o t e  G/G* .

Ls cor espor.^4 nee qaj existe e-tre 1 es O  - -ne*”ts o de G e t



l a  c l  £»236 SG* Si l i m o s i  l e  i l 1 a p s s r t i  e s t  un c a s  p a r t i c u l i e r

de 1 *hoaoî3MMPphiswi q c e  n o n o  a l l o n s  é + a d 1 e r  „

5 . — H o m o n o r n h l s n e

S o i e n t  ®* W d€Qv e - a e r o b l e a  & î M ^ t  r i e u r  d«  c h a c u n  d e s q u e l s  

e s t  de  f i - l e  o«* l o i  de  c o n p o n i t ' o n  : o« d i t  q u * u ~ e  o o r r ç s p o «  r c e  

« « t r e  I n a  è l i  e * - t s  v e t  de 3  e s t  on h o n o n o r  h i  'rae 3 i s  

I o ) fi t o u t  é l é m e n t  à* i  c o r r e s p o n d  u« n e u !  é l é m e n t  ß de H 

2°) T o u 4 é î c r a e ~ t  â  de  3 e s t  l * h o n o l o ; r u e  d ' e u  m o i ~ s  un ¿ I c f s e ^ t  

de  E .

3 ®} >  e  : ah  »  a  h

A u t r e m e n t  d i t  on V o n o r a o r n h i s ^ e  e s t  u«e  a p p l i c a t i o n  de i£ 

s u r  K u n i v o q u e  d^n© 1q s e n g  de  S v e r s  3 , dr-^s  1 q u r l l e  t o u s  l e s  

é l  ~ 6 " t s  de 1 s o n t  o b t e n u e  e t  q u i  r e s p e c t e  l e  l o i  de c o m p o s i t i o n  

On d i t  e n c o r e  q u e  ?. e s t  h o n o r a o r p h e  h  S e t  o n  é c r i t  :

S  /V Ü . O n  p p e l l e  a t t « i  p  r f o i a  u n  h o n o n o r p h i  eme u n  i r o n o r p h i s -  

me r a é r i è d r l q u e  .

Th¿ ó r e m e  : 51 u« » « a e n b l e  6 S t  h o n o r a o r p h e  & un  - r o u p e  G. c e t

© « s e m b l e  e s t  un . ' r o u p e  ; so** ¿ K r a e n t  u n i t é  e s t  1 * h o n o l  o - u e  de

1. • c l t n e n t  U’- î t ^  de G ; ft deu  c l é  T e n t e  I n v e r s e s  de  G c o r r e s p o n ­

d e n t  d¡?u3c é l é m e n t s  i n v e r s e s  de G . A o -  s o u s - T o a p e  G* de  G

c o r r e s p o n d  u~ r o u s - ' r o u p e  G* de G .

L a  d m o n * r s t i o "  e s t  1 sané d i s t e  ; on r e r a a m i e r a  en o u t r e  q u e  

G p e u t  ? t r e  • % é l l « n  ■:••. q 0€ pr j #  v s o i t  , de  mene q u * u -  souo- r rou/ ie .  

q u e l c o n q u e  de G p e u t  o t r e  t r e « s f o r n ò  en  un ?^ d U 9 - r r n u p e  I n v a r i a n t
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de G.

7 .  — I s o m o r p h i  âme

S o i t  K un ©nae-n'bîe h o n o n o r p h c  h Ü ; s ’ i l  a r r i v e  o u e  l a  

c o r r e s p o n d a n c e  e n t r e  l * s  t l £ rne*"ts <3* 5 e t  E s o i t  t l u ^ Î T O G a e . on 

d i t  q u e  c ’ e s t  a« I s o m o r p h i s m e  ( ou e n c o r e  i s o m o r p h i s m e  h o l o è d r i -  

q u e )  e t  o« d i t  l e s  d e u  e n s e m b l e s  i s o m o r p h e s  1 ’ u« à  l ’ a u t r e  .

Cm n o t e  c e ' t e  r e l a t i o n  p? r  : ~ 3" K ou

P . -  A u t o n o r p h i  gmes

S o i t  E un © « s e mb l e  à  l ’ i n t é r i e u r  d u a u e l  e s t  d t f l n i  u « e  l o i

de  composition ; s ’ i l  e x i s t e  une  c o r r e ? p o " â ; « c e  b i ^ u n i v o q u e  e n t r e  

l e s  ¿ l é n e n t s  de  3  r e s p  c t a * - t  l e  l o i  de c o m p o s  1 1 I o n , c e t * e  c o r r e s ­

p o n d a n c e  e s t  u« i s o m o r b l s n e  f a i s a n t  c o r r r p p o ’i d r s  5 à  l u i - m ê m e  ; 

o« l ’ p p e l l e  un u t o m o r p h l r m e  .

C o n s i d t r o n p  d e u  «au t o n o r p h i  s n e s  d ’ u« e n s e m b l e  . Le p r ?  1 e r  

• f a i t  p e s s e r  de x h. x ,  l e  s e c o n d  d* x  à  x  ; 1 ’ o p é r a t i o n  q u i  f r i t  

u a n s e r  de  x à  x  e s t  e n c o r e  un a u t o m o r p h i s m e  o u i  ’e d é d u i t  d o n c  

d e o x  d c ux o u t r e s  p a r  une  5 o i  de  c o m p o s i t i o n  # Or v e r r a  f a c i l e ­

m e n t  que  c t t e  l o i  s  t i e f a i t  a u x  c o - a i t ' o « 8  d< d é f i n i t i o n  d ’ un 

- r o u p e  . A u t r e m e n t  d i t ,  l e s  a u t o - o r p h l  °?nes d ’ un e n s e m b l e  f o r m e n t  

un <?roupe .

? a r m i  3 * s  « u t o m o r p h l s m e a  d ’ un g r o u p e  G. i l  f r u '  co*v i d t r e r  

p a r t  i o u l  i è r  « m e n t  c e o x  q u i  font, p »  e r  d ’ u~ é l t  m e n t  x h son t r « n s -  

f o r r aé  p a r  un  t ] «  ^ r t  c h o i s i  ’ a v i « c e  a :  x ^ a x e ' 1 j c e s  a n t o n o r -
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p h i p p j e s  q u i  d é p e n d e n t  e h s c u n  d* 3 • c l é m e n t  » c h o i s i  a o « t  ep  « U s  

3 e a  a a t o n i o i  p h i  ^mee» I n t é r i e u r s  i u  t r o u p e  . Un i>pps33<» 3es< e o t r e s  

d s s  a u t o  o r  p h i  sraes  e x t é r i e u r s  . C« v e r r -  f a c i l e m e n t  q u e  3 s  

© a t o m o r  ï h l a r î e s  i n t <  r i e u r s  f o m * * » t  u« n o u p e j  . s o u ; - g r o u p e  du 

t r o u p e  de t o o B  3 e °  s o t o n o r p h i é n e s  .  0« v e r  t t a u e s l  n u e  I  e s t  

h o a ô P i o r n h f  s u  g r o u p e  G e t  ( « "  c h t r c h f « t  n i « d  ^u~t © u t o n o r — 

h l a r a e a  i n t *  t I g u t s  d f l ~ i s  p a r  d e s  * l é - « » » t s  d i s t i n c t s  s o n t  1 es  

? en© s  ) q a e l e  r r e u p e  des» ¿ ¡ o t o - o r p h l  nrnes l wt .  r i e u r s  e s t  i s o m o r ­

phe a u  - r n ^ p e  f c c t e n r  du c e n t r e  de 0 . 0«  r e a e r o u e r e  e»»f ln 

q n e  3« c e n t r e  f s t  3 * e n s e m b l e  d e *  é‘3< ■ « • ' t  q u i  dt f i  « l e  e ^ t  3* 

a u t o m o r p h i s m e  1"  t t  r  1 e u r  - u n  i t

9 . - 7ht fr-n 1 e~t©3 de 1 ’ h o i o ^ o r  h l m e

S o i t  q P" o pe  ho»nomorphe * H" - r o u p t  G. 3 f enoe-nh3e  ~ 

d e s  ¿3 e « t s  de G q u i  p o u r  horno3o"-ue -\ - > s  G 3 *é 3 i n e n t —n« 1 t é

e ;*t  un sou t i  — t r o u p e  l « v  r î f « t  de G e t  G e s t  i s o n o r p h e  s ?  g r o u p e  

f a c t e u r  G / g .

i)*> v e r  i f l e  d , ( b o r d  q u e  K « a t  u*~ s o u s - n o u p e  i n v a r i a n t  de  G 

On r e m a r q a a  d ’ s u t r e  p a r t  q u ’ nn t l ^ n e n t  © d* C e s t  3 ’ h o m o l o g u e  

n n« a  ̂  »3 e me n t  d e  © t  1 s  3e t o u -  3 e s  ¿3* r t e - t a  de  3 r  c l  ©s e ©S.

L f l » - t < . r e t  de c e  t h é o r è m e  ( e t  d e s  p r é c é d e n t s ,  q u i  n*©^ 

s o n t  eu f  on d , q u e  des? © p p l l c  t l n n »  p a r  1 1 cu3 3 è r  e s  ) e a t  q u ’ i l  

a x p r i n e  f. o * un g r n p p *  G r * e  p © a , à  de?? i a o n o r p h i s r a t e  i p r è s ,  d * e u -  

) r e . i  1 mafr^s h o . n o n o r p f r e s  q a e  s e -  r  o u p t  f  s c t e u r a .
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I I  — G r o u p e s  t v ? c  op< r a t ê a r s

10.  -  !> f i ~ i t  3 o r 3

~ o i t  O un g r o u p e  d c ~ t  - o u  d i e i ^ i r o - s  l e s  «' l é m o i - t s  p a r  

« « •  r o r a f i i n e o ,  a ,  * » . . . .  « t j l  a -  e - . ’ c >1 •  3c

t i e n s  p o r t â t  s u r  l a s  é l é * o ~ t o  d e  G ;  n o n -  d i e l r ^ r o r a  l e s

t r  « s f o r s  l i o n s  p o r  l e t t r o e  r  o ^ u e s 9 , H ................. 6 t  r' o n s

d i r o n s  q u e  c e  s o r t  d e s  opé  r s t e o r a  a i  •

a )  ft t o u t  s y a ' o l e  B  de J \  e t  *  t o u t  c l  W#% « de  G c o r r e s p o n d  

a -  c î é ïn«»*t  d« G q u e  " 0 0 ; - o t e r o n e  9  cl

b )  S i  l ’ on a .  q u e l q u e  s o i e n t 9 , o . b  :

9  ( o b )  = 9  s .  9  b

c ’ e s t  à  î3 i r e  s i  l e s -  t r  ©ne f o r m a t  Sono s u r  l e s  l é r s e n t s  de  G d é -  

f i * * i o s o p f e r  l e s  o p é r a t e u r s  s o d  d i s t r i b u t i v e s ,  p a r  r  p p o r  ■ h. l ’ o ­

p é r a t i o n  do g r o u p e  ; a i  l e  g r o u p e  é t a i t  s b c l i e "  e t  s i  1 ’ o p é r a ­

t i o n  du g r o u p e  , t a i t  t e  i t e  s o u s  f o r r a e  e i d i t i v o .  o« a u r a i t  ;

0  ( o + b  ) »  9 e  + 0 b

>  p e u t  e n c o r e  d i r e  s o u  u - e  î o r  e l  u b r è v e  q u e  9 _  e s l  

U« o p e r a t e u r  s ’ i l  r e p r é s e n t e  un h o r s o n î o r p l i i s n e  de  G s u r  u r  s o u e -

o ^ s o m b l e  de  G ( q u i  p e u t  ê t r e  G l u i - f a S n e ) .

G * * 0 9 p 0 3 l 0  » -  .y. -o: pe  a v e c  opt. r  v t e n r a . L ’ ■ - r e ~ ; b l  e JL  e a t

3 i t  U" sy a t è n a a  ou d o ^ i ^ e  î ’ opér.«: t e u r a .  O- d i t  q u * u «  s y s t è m e  

d * o p é r a t e u r s  e s t  a b s o l u  s i  d e u  o p e r  t e u r s  d i f f é r e n t s  eV s i g n â t
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ei sa  h o momor p h i s m e a  d i f f é r e n t s  .

II,- Soua-groupçs conserves # Groupe r 1 m 1 c .

Or* d i t  q u ’ a« f î o u c - T r  oape G’ de G e s t  p & r  l e s  opt -

r?: l e u r s  <1 33? ■ tô r .e  J"L s i  l e  t r a n s f o r m é  <5*0*» t i t r e n t  q u e l c o n q u e  

d a  e ,  -  ’ r o u p e  G’  p  r  un o p t ' r f i t e u r  q i t l o tB |M  de fi a p ^ f i r  t i e n t  

e n c o r e  ft c e  a o u s - r o a p s  ; t o t r e n e n t  d i t ,  s i  : s £ 0* e - t r e i n e  

9  a £ G* q u e l q u e  s o i t  '  .

Dans l ’ é t n d *  d e s  -’r o u p e s  avec- o p é r o  t o u r s  s e u l s  s o n t  i n t é ­

r e s s a n t s  l e s  e o u - r r o u p e a  o o n o e r r t ? ,  fcus i s o u s - ç n t e n  r o n s  - n o u s  

s o u v e n t  l e  mot  ‘’e o n g e r v ò 1’ .

35 d e ux  s o u s - ’r o u p e e  s o n t  c o n s e r v é s ,  l e u r  i n t e r s e c t i o n  

e s t  un s o a a - f r o u p e  é g a l e m e n t  c o n s e r v é  .

- « t  do«n- d e u x —EOUG- g- o u p s o  A e t  B d * un me îé t r o u p e  G 

d o n t  1 *un e s t  a« s o u s - * r c u p e  i n v e r i  ?3T*t# on a p p e l l e  p r o d o i  t  de  

c e a  deux  s o u s - g r o u p e s  l ’ e n s e m b l e  C d e s  é l é m e n t s  c ~ob  t e l s  que  

s £ A, h e  B # Or v e r r a  a i s é m e n t  qu#  C « s t  on a o u r - r r  oupe  . fin 

v e r r a  a u s a i  que  s i  A e t  B s o n t  deu?  s o u a - g r o u p e a  c o n s e r v é s  

d o n t  l ’ un ¿ju m oi n s  e s t  i n v  r i s n t ,  l e u r  p r o d u i t  6 3 t  un s o u s -  

g r o u p e  c o n s e r v é  .

O  d i t  e u ’ un - r o u p e  s v c c  o p é r a t e u r s  e s t  a i m p l e  s ’ i l  n * a d -  

n e t  pan de ao us - ' r r  oupe  i n T‘ r i a n t  c o n g é  vé  .

Un e x e m p l e  d ’ o p é r  t e  o r s  nou e a t  donn^ p^r 1 e r  e u t o n o r — 

i03 i n t e  r i e u r s  : 9 a . er . t  1 M  phirrae q o i  f a i t  r>t;s:?er de

x & a x a  1 ; a u t r e m e n t  d i t ,  m e s a - 1 , Lea o u s - r r o u p e a  o o n s e r -
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rC a  q o 8 n a  j \ è r t  l e  d o r a t i n e  d e r  s u t o - a o r ^ h i r n e s  i ^ t i r i e w r s  a o n t  

l e a  e o u " -  ro iapes  i n v a r 1 fe^ts .

S i  o" pre"' i  p oo r  o p c r o t e u r s  t o u s  l e  e a t o m o r p h l a m e s  da 

g r o u p e ,  1 * 3  r-oas—r i o  p e a  c o ^ e e r v ^ a  a o n t  o p p e l c s  1 e s  - ' o o s - f r r o u -  

p e s  o s r s c t t r l s t i q u o a  da t r o u p e  .

XT .  — A p p l i c a t i o n  b o a  S n ^ 6 S t ì 3 C . I d £  8 U X .

O* s; Afille anr^gau a ~ rroape ©bèlle" don?» lequel eat de­

fili u” ' seconde opcrstlo~ ss3oclotlve , distributive p<r rsp- 

port & l ’opf ratio»** do troupe . !ioaa rotarono l ’opéretlor* da 

?»Toape soua lo forme edditive et ls seconde opérotion soua le 

forme de le nul ti pi 1 cat 1 o*' . Cn o dono :

P S . *  -  P.<1* « t  r { s + b ) =  r e  + r b

Z o  l u i  t i p i  l c ^ t i o * -  " ’ e s t  p i a  suppose-« corr ; a t s  t l  v e  .

•je^a v** 8<"*«e!:o ch&qac é l é r t « n t  r d f i M t  se u x  op< r c t e u r B  : 

f* q v l  f  1+ p e s s e r  d f  s  à  n  , e t  Ar q v  s e a e r  de  x  *>.

x r  ; s o t r e m e n t  d l t ;

i \  x  = r x  = x r

Les  o o u s - g r o u p e a  c o n s e r v e ?  p « r  l e a  o p t r r . t f l - ' r s  Jx  a o r t  d i t s  

d e a I d c t . o x  h r z  o c h e . I r a  s o u a - g r a u p e a  c o n s e r v i  a p  r  l e s  o p é -  

r  1 ,6ur9. / l7 8 0 " t  d i t a  d e a  Idc. a u x  d r o ì  e .  B n f i n  l ^ s  s o u a - ^ r o u -  

p63  c o ^ s e r v *  s p a r  3 e .̂  o p t r  i t e r a  1\  e t Z l ^ a o n t  d i t a  4 « «  * d< s u y  

de 3 dea :  co  t e a  .

S i  en e « 3 e v a » , t  de 3 V ' e o u  1 *é l £ m e ^ t  O,  13 r - s t e  un 

T r o u p e  p a r  r e p p o r t  à  I n  mal  t i p i  l e s t i O T » ,  o« d l t  q o e  3 ’ a " - e & u
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e s t  un c o r p n  . Ds n g  un c o r p s  13 n » y  e q u e  d e u x  I d é a u x  . C e 3 u i  
s e

q u i / c o m p o s e  d u  s e u 3  é 3 e m e n t  C e t  ce3  u l  q u i  e s t  I d e n t i q u e  à  3* 

snv-e;  u î u i - m S r a e  ; c ' e 3 t  3e c a s  de  3 ’ e n r e s u  d<=s n o m b r e s  r a t i o -  

n e 3 s  ; ce  « ' e s t  p a s  c e 3 n i  de 3 T nr*6 eu  d e s  n o m b r e s  e n t i e r s  .

1 3 .  -  App3 l e s t  I o n  F; wx ho ri u 3 e s .

S o i t  O un n’r o u s e  a b O i e n .  3 ’ o p t r o t l n n  du g r o u p e  é t a n t  

3* a d d i t i o n  ; s o i t  U " 0 8 ' ' " e n a  e t  s u p p o s o n s  d t f i n i e  une  m u 3 t i p 3 i -  

estion ( \ g a u c h e  p a r  exe rap36)  d6S é l é m e n t s  de  G p a r  3 ea  é l é ­

m e n t s  de  0  s a t i s f a i s a n t  a u x  t r o i s  c o n d i t i o n « !  s u i v a n t e s  :

a )  r  ( a - t b )  = r a  + r b  a f b  , b<?G, r t Q

q u i  m o n t r e  q u e  3 e s  r  d e f i n i a  e n t  d e s  o p é r a t e u r s  .

b )  ( r s )  e = r  ( s a )

c )  ( r - f s )  a = r o  + s a

Olî d i t  a3 o r s  q u e  G e s t  u n O m o d u 3 e ( à  g  nu c h  e )  e t  a p p e 3 3 e  

s o u s - m o d u 3 e s . 3 e s  n o u a - * r o u p e s  df  G c o n s e r v é s  p a r  3 es  o p é r a ­

t e u r s  .

1 4 . -  Homomor ph i s me  p a r  r a p p o r t  a u x  o p é r a t e u r s

S o i e n t  G e t  G d e u x  g r o u p e s  p o s s é d a n t  3e n$me s y s t è m e  

d ’ o p é r a t e u r s  ; s u p p o s o n s  (> 3 ’ i m a g e  de G d a n a  une c o r r e s p o n d a n c e  

* ' ous  d i r o n s  q u e  c f 3 3 6 —c l  e s t  un f t omo mo r p h l a me  p a r  r a p p o r t  aux  

o p é r a t e u r s  , s i  :

1 ° )  C ’ e s t  u~ h o m o m o r p h l r m e  au s e n s  p r é c é d e m m e r t  d é f i n i  du  m o t  

G ^  G



o j -x 9 a  = 0 8 q u e l  e u e  3 o ! t  1 • •  r-, r tmWÊ ^  d o  dota I r e  « m t S Ü «

t ù  e t  l ’ C l é n e n t  a  de  G c h o i s i s .

Si  1 /correspo'-dlsr’c e  e n t r e  G e t  G e s t  h i  a - i  v o q u e , on d i t  

se  c ’ e s t  u~ i  soniozphi  i-me per  r s p - p r t  soar opt r t e  r s . Co-n-mf dc^s  

1 » é tu d e  le?» t r o u p e s  c v e c r o t e u r s ,  s p u I s  s o - t  î ^ t t : e s c e ^ t s  

1«« homomorphlsmes e t  i s o m o r p h i s m s  p s r  r a p p o r t  eux o p e r a t e u r s  

r e o s  8 0 U B - e ^ t e ^ d r o n s  s o u v e n t  "pur r p p o r t  aux o p e r a t e u r s " .

Of* p e u t  ¿ t e « d r e  e u x  * r o a p « ç  a v e c  op t  r a t e u r s  e t  h l e u r s  h o -  

momnrp h i  ones l e s  p r o p r i <  te s  v u e s  p o o r  l e s  r r o u p e s  o r d i n a i r e s  ;

«n particulier le th£ orfrne fonj men tri d* l ’horaonor ;hl sree deviert 

dolent G e* ?  deu: -.ouce • s y ^ t  le m e ggrO tè^ne SL g ’ opir : -  

teurs et u- hono: orphlane p&r r& ort aux op£r "eurs qui f? lt 

passer de G S. G

X ° -  1 « § r s  s r sb le  5 d e s  é l é m e n t s  d* G q u i  o ~ t  p o o r  h o n o l o ~ ' o e  d i ^ s  

G 1 ’ c l e m e n t  u n i t é  e s t  u -  s o u r ; -  - r o u p e  l n y - r l s - t  c o n s e r v é  

2 °  — i l  y s i s o n o r  o h l s o e  p s r  r a p p o r t  e ux  o p é r a t e o r s  e n t r e  G e t  

l e  ^ r o u p e  f a c t e u r  de G p a r  r  p p o r t  â  S ;

~G G / ”

î-our 1? d r;m ; t r e t i o n ^  j snf*lo~Uf  ?i r e l i e  que non: r o r s  

i n d i q u é e  pour  l e  - r o u p - s  o r à i n  i r e s ,  c f .  V . d .  T. I .  T.  T3*î .
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III. - Th> pr imes d T1 r-oTr;or: hi m e a

1 5 . -  HeraMT-oe . "’r f - J e ?  Th> or & me .

7 s  ¡a d e u x  t fctor femee  q n e  **oub s i l o e s  d o ^ - e r  corap]St*** 1 ] ?  

tht lor^rae for*d r a e r t a ]  d* 1 »hotaomor h i ^ n e  . 11?» or*! v s ]  bv 3 f  s  

p o o r  l e a  r x o o p e o  s r e c  o p t r a t e a r s ,  h  1«  c n ^ d l t i o ~  de s o a s - e ^ t e * * -  

d r e  I c ?  l o c a t i o n ©  **p^r r a p p o r t  box  o p ^ l r e t o o r s w, qo r<! o»~ p t r l e  

d*hor3omor - h l r n e  oo  d T 3n n n i o r p h l s n e  e t  wc o » - B e r v i n q o o ’-d o~  p r l e  

d« s o a $ - ’ r o o p e  .
_  Vi ov^vO

S o i l  G 1*1 g -t . 1 G - v - c .  ur> j^ -anor h i  ~>ne : s o l t  A 0 " s o n s -
— / //“•'

^ r o o p g  l ^ T ' i r l s ^ t  de G e t  .a I ' e ^ s e m b l e  d e g  ¿ l ^ n e ^ t s  de  G q o i

o*»t p o o r  ho m ol  o ^ o e g G d e g  c l t —r e ^ t r  de A .

T ° -  A e s t  O" s o a r ^ r r o u p e  l ^ v r r l u ^ t  de G

2 ° -  I I  y  e I s o m o r p h i s m s  e«-»tre l e  g r o o p e  f r . c t e o r  de  G p a r  r s p *  

p o r t  S A e t  l e  ¿*3 o o p e  f c c t e o r  de  G p a r  r n p r s o r t  & A :

G/  * q  5 / / T

' . o ^ S t r  :..1 1 <-•<* : '  i : o ' r  : - h i m « *  G'T.GlG/A" r<̂  a o l  t «  q o «  1«  

g r o o p e  f e c t e u r  G/A « a t  l s o m o r p h e  h or* c e r t ? ? ! -  i » K t £ i a r  ^ r o o p e -  

f a c t e o r  f t / l  de G .  l e  b o o k — r r o o p e  I r v s r  I a»-1 € 3 t  c o » - s t l t o £  p s r  

I ’ e ^ G e ^ t l e  d?  s  ¿ I c n e ^ t a  d e  G q o l  o ^ t  p o o r  h o a o l  o ^ o e  d a r *  l e  

gro pe  f j - c t e o r  g / a  l vO” l t 6 ,  c * ~ r t  & d i r *  q o l  o ~ t  p o o r  i j o m o l o r o e  

d ^ s  G 3 « r  £ 3 c r a « r t o  df. A, c ’ e a t  d o ^ c  A .

C a " r t 3 c a l l e r  s 31 G er*t o r  -*t  o o p e  f n c t e o r  de  G, o«  c  ^ I s o ­

m o r p h i s m «  : /
G / r  n_ /
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1 6 — Deux ième  T h é o r è m e

S o i e r t  A e t  B d 6 u x  s o u a - ^ r o a p e s  d 1un ni"me g r o u p e  G , B 

é t a n t  un 3 o o f t « ^ r o » p 6 I ^ v b t I  « r t

j o _  s o u s - g r otfpe I n t e r s e c t i o n  de  A q t  B s A B , e s t  Qw 

g n u s - ’ i  une  l " T a r 1s r t  de  A .

2 ® -  0"  a 1 f i s o n o r p h i  ame :

a b / b  0- a / ( A n  B )

/ / «  : m o— 9 t x  e t  1 o r  î

L ’ h o m o n o r p h i a m e  G ^  G / S  f - . i t  c o r r e s p o n d r e  e u x  c l é m e n t s  a 

de A I s s  c l  s s  a e a aB ; on s  d o n c  1 1homor ao r ph i a r a e  A AB/ B 

e t  13 e x i s t e  un a o u s - p - r  o upe  i n v a r i a n t  V. de  A t e l  q u e  1 1 on a i t  

]»  i s o - i o r  c h i s m e  A/n  AB/B . B e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  é l é m e n t s  de  

A a a a t q a e l s  c o r r e s p o n d e n t  1 ' u n i t é  d e n s  AB/B . Ce o n t  d o n c  c e u x  

q u i  a p p a r t i e n n e n t  e u s  r i  à  B e t  o~ a  : K = A /I B .
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I V . -  S c r l e  âe c o m p o s i t i on

1 7 . -  De f i " l  t l  io*»a

S o i t  G 0 « f-r.  o p e  . On cp~.e3 3 s  ^ ¿ r l e  n o r - n a l fi p n fl s u i t e  f i n i e  

d € s o u s - c r o u p e s  de  G,  t e l l # “ q u e  c h a c u n  d ' e u x  s o i t  s o u s - ^ r o u p e  

i n v  r i  o n t  du pr< et  d e n t  :

( a )  <5= 0 „ - ) 0 ,•)<>,. ............... j a e =s

On a p p e 3  3e  3 3 a  3 on - p e u r  de  3 » s t r i e  . L e s  g r o u p e s  f a c t e u r s

G / G  s o n t  3e?! f a c t e u r s  de l e  s é r i e ,  l a  s é r i e  p e u t  T f f / i i n t t T  /,-i '  k _ .......

d e s  r é p é t i t i o n s  ; {j = q
K r  * '

_ ✓

Un® s é r i e  "o r t a î s 3e

(3') 0= 8o 7G4, ?G* ..... pO», = S

e a t  d i t e  s u b d i v i s i o n  de  3 a  s é r i e  S s i  3 e s  t e r m e s  d e  ( s  * ) con- 

t i e n r > e « t  t o u o  3 f  t e r m e s  de  ( 5 )  e t  é v e n t u r - ]  ] - t  d ’ a u t r e s

Une  s t r i e  n o r m a 3  6 s a n s  r é p é t i t i o n  t e ! 3 *  e u e  t o u t e  s u b d i ­

v i s i o n  a i t  su  m o i n s  ur*e r é p ^ t i t l o r ,  s To p p e 3 3 e  un® s é r l 6  d e ' -corn— 

p o o l t i o n  . ^ u e 3 q u e  R o i t  p  ,  13 n ’ e x i s t e  a l o r s  a u c u n  r o u s —g r o u p e  

G* d i f f t r e n t  de  # ,  e t  G ^ q u i  s o i t  s o u p - ' m u p e  l n f t f l m I  de  

® » , e t  r ui  a d m e t t e  ©, ©o»«Mi s n u s - g r  o p e  tw v m r f  S f* t ; u t r e r o e n t  

d i t ,  t  u s  3 e n  f M c t ^ u r s  d ' u " «  s é r i e  d e  c o m p o s i t i o n  » o n t  g lmp 3 e s

1P. -  Kx6"ip3 es

Le g r o u p e  d«=^ r r c l ^ e c  d o u z i è m e s  d* 3 Tu n i t c  GJ7_ a d m e t  comme

s o u s - g r o u p e  3 * e n s e m b 3 e  d e ?  y m I u m  s l v j è m e s  ; 1 ' « n s e n h l c -  d e s

r  î c i n e  s  q u o t r l è  e s  G^ 3 *e — e n b î e  â * r  r  f c c l n e s  c u ^ l o n e  G ^  , 3 '
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e n s e m b l e  d e s  r a c i n e s  c a r n  e s  G*  e t  © " f i n  l ’ u n i t é  .

Qn v o i t  f a c i l e m e n t  q a e  1«  s t ' r i s

<S,»'7 C\  > 3 (, > S 

est ur»c série •"ormcle. lit facteurs G (i /G^ G w / G b G ̂  /B

é t a n t  r ^ s p c c t l r t a t i f i  i«© m or h e s  & G3 I  e t  G^ , m p i s  q u e  ce 

n ’ e s t  p a s  une  s é r i e  de c o m p o s i t i o n  . On v e r r a  e n f i n  q u e  G a d ­

me t  l e s  t r o i s  s t r i e s  :

G / i > G 6 ? 0 T> y  

G G 6 y  G ^ -7

G , l *7 G H 7 Go.  y  i?

comme s é r i e s  de c o m p o s i t o n  .

I l  y a d e s  g r o u p e s  q u i  n ’ o n t  p a s  d6 3 é r i e s  de c o m p o s i t i  n 

p< r  e T e m r j l e . l e  g  oupe  s b é l i e n  d s  n o m b r e s  e n t i e r s  ( p o s i t i f s  

ou n é g a t i f s )  où l ’ o p é r a t i o n  do g r o u p e  e s t  l ’ a d d i t i o n  ; s o i t  , 

en e f r e t ,  Ĝ > ( l e  d e r n j e r  s o u s - ' r o u p e  f  S d ’ u n e  s i r i e  n o r m a l e  

On v o i t  f a c i l e m e n t  e u e  G ̂  s e  c o mp o e e  d e s  m u l t i p l e »  d * u n  e n t i e r  

m ; i l  a d m e t  im p n u s - r r n u n e  à  s a v o i r  l e  s o u s - - r o u p e  d e s  m u l t i ­

p l e s  de l ’ e n t i e r  2 m ,

S a v o i r  s i  u*~ g r o u p e  «¡dme4 une  s é r i e  de  c o m p o s i t i o n  e t  

c o r rp a r  r  c e l l e s - c i  s ’ i l  en  a d m e t  p l u s i e u r s  e s t  d o n c  1 ï  q u e s ­

tion essentielle .

19, -  I* o . o r p h i a m e  de i e ox  s t r i e s  n o r m a l e s
Skim 1 m ■ ■ ■ —  I 1 ,mm mm ■ ■ -i ■. . —  —  . ....... - ■. ■ ■■ , — ■ . —  .. m, ■ .i ■ . i ■ i ■

■ n i e ^ t  $ G ? G, > Gt  7 .................7 ( ^ 8

e t  ( S»)  Ç? H ) G ’ ) .............. ^G ’̂ =B

deu :  g é r i e s  n o r m a l e »  du g r o u p e  G . l ^ g  d i t  i s o m o r p h e s  s i  :
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î ° )  i l l s f i  o n t  ] s  ff lfai  ]or». -ueur 3 * 3 *

I? ° ) i l  e x i s t a  u c o r  r s opon<3 j;ii«cs b i  u n i  r o ” as  f - n t r e  1 e r  f t i e t e u r s  

de l e  p r e m i è r e  s é r i e  e t  c e u x  dr 1 o e c o n d e  de t s l l e  a o r t e  q u e  

d e u x  f s c  ‘ e u r e  h o m o l o g u e s  » o i e n t  i Eon! or | ) he9  .

P&r e xem l e  l e s  de ux  s é r i e s  n o r m a l e s

®„J> ®6Î- S t 7 B ®,t7 ®,, 7 5 , 7  ^

s o n t  i s o m o r p h e «  .

On t e r x  f a c i l e m e n t  q a e  s i  d e u x  s y r i e n  n o r n a i  « r  ( S% e t  

( S * )  s o n t  i s o m o r p h e s ,  à  t o u t *  s u b d i v i s i o n  s # de 3 ,  c o r r e s p o n d  

un« pob ' i ï i s i o r  de S* i s o  o r p h e  à .

2 0 .  -  Tht or è me  d r «Tord n - K f t l d e r __

31 un t r o u p e  G ed i e t  d e u x  s é r i e s  1* c o m p o s i t i o n  d i f f é r e n ­

t e s  ( '"31 (y y  G, y ....................... 'i = ®

o y o;>........ ..^g\
e l l e s  F o n t  i s omorph e s  ( d o n c  r - s  )

Ce t h é o r è m e  e s t  d ’ i ^ e  t r è s  r-rfin^« i m p o r t  n c e  d^nj? l e  t h é ­

o r i e  de  G s l o i s  ( V o i r  p» r p x e n p l e  P i c e  d . "’r s i t é  ^ ' - ^ f i l y s e  .  

t . I TT c h e p . X T I I  ) .  J o r d s n  a ,  l e  p r e m i e r ,  c o m p a r é  c e s  d e u x  

s é r i e s  e t  t rouv*  q l * t 2 3 # |  sv? i e ~ t  Ira raomi j o n p o e a r  , H t t l ^ d e r ,  

u l t é r i e u r e m e n t ,  - n o « ‘ 1 f i  s  o mo r p k i  arae dr-:' p ^ r o u p e r - f  a c t e u r  s  . 

Tout* l e s  l e  a s  8 ’a p p o s a i e n t  l e  g r o u p e  f i n i  #

* o u u  c i l l o n s  d * a b o r d  d o n n e r  une d : mono t r  o t i ô n  g t n é r s l e  

q u i  r e p o s e  s u r  un th> orèrae de S c h r e i e r  .
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I. - Th- or hne de 5chre1er.

S o l  e n t

(S) 0 7 i . T Ü , ..........7«. ■*

(3') 0 > H, > .......... H7i =ü

■3eux a£r!e3 "orraj:]gs <3T o** ne .TToapg Q . II e^lste fleo s^rles

( 3) Q, 7-.<5,7..........7«*. =3

(3*) 07.. 8,7. »,>..........

qol  s o r t  r - e p e c t i y g  nent -k?- sa~bdl v l s l o n a  <3? s e t dg S 1 e t  e o ^ t  

l a o s i  r p h e s  gn- t r e  f  I H s  .

Le t h c o r & m e  e s 4 fcvid n t  p c a r  s=3 , r  q o e l c o ^ q u e  , e i n e !  q u e  

p o u r  ^ = 3  , q u e ü c o n q u e  .

13 B6 dt'taon + r e  per  r t c u r r e n c e  swr r e t  s  e t  a p p l i c & t l o r  des  

tfc6or&sa*a d *1 eomorphlera« ( Voir  7 a -  der '7aerden,  l  p . 1,39).

Le thc. o r d n e  de  J o r d • - - B ö l d e r  e -  r  « u l t «  I nm d l s t e ' - . e n t  : 

S o l e ^ t  3 e t  s* 3 e s  d ^ u x  s £ r l e s  i x n x o r ^ k s s ^ ^ i i i i i  de  c o m p o s i  t  i ov. 

d u  « o o p e  G,  3 e '  S* 3 c i  d e n n  s C r i e s  I s o m o r p h e s  q u ’ o "  e ^  d d u l t  

p ^ r  3e t h t o r f c r a e  de  S c h r e i e r  , ?  « i  d l f f & r e  d e  S q u e  p e r  d e s  

rC pc t l  t l  o?»e 60  3i-~u<0 l e n  c o i r e s  )onde>" t  d e  a r c p t  t l t l o ^ s  di .ws S* 

e n  1 ? s  s o p p r l r a e n t  d e  p e r t  e t  d ’ e u t r e ,  o«  o 6 " c o r f  dea>:  s t r l e a  

i s o m o r p h e s  ;  o r  ce so->‘ 8 a t  S 9 *

O* t l r e  e o s s l  da  t h t  or&me de S c h r e i e r  c e  t - h t o r  ferne l * n p o r -  

t  fint :

S1 u-  , ? r o a p e  odr ae t  q n e  s i r l e  dg c o n p o n  11 1, r», j ]  p a p p e  s o  

o j n a  u« e t f  1 3 g s t l r l e  ~?r.r u— Bour* — ' - r o e p e 3w? s r i  ‘i " t  q u e l conr-> ae
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d Onné .

V o i x  s u a s i  p o u r  o*'« dernore^ r  a t i  e n  du t hé  o r è m e  de  J o r d & n - H t i l  d e r  

p o u r  d e r  ’ r o u p e ?  •*’ o~  n é c e s s a i r e m e n t  f i n i s  •

i . r o e t h e r  b s t r a k t e r  A a f b a n  d e r  I d e s ]  t h é o r i e  lr» a l g é b r © I e c h e n  

S « h l  , und F u n f c ^ o n e n k t S r p e n . * t h .  An»-. T 9 6 ,  19 6 ,  P . 6 7 ,  p r p .  1 0

L f i  di  n o n »  t r  t>ti on  y  e t  d n n ^ c e  p o o r  d e s  m o d u l e s  , m ê l a  1*  

h y p o t h è s e  de 2s  c o m m u t â t 1v i t é  n » y  i n t e r v i e n t  p a s  .

? 3 . -  C n de r r o u p e a  f j n j g

I l  r t  s u i t e  de  l e  d e  f i n i t i o n  q p ?  t o u t  t r o u p e  f i n i  a d m e t  g n ç  

s é r i e  d «  c o n p o g j t *  - n

Arr5 ^ 1  on , f m e f f e t ,  r o o s - î h  o n p e  i ^ r a r i  o n t  maximum de G,  

un f o a : ' - ’ i o u p e  l ^ v ^ r l f i r t  t e l  q ’ ’ i 3  n ' e x i s t e  p a s  d e  e o u a - ^ r o u p e  

i n t a r i s r t  d e  G q u i  l e  c o n t i e n n e  . On v o l t  q u ’ an g r o u p e  p e u t  

ç v o i r  p ] a ? i e a r r ,  * o u n -  rr o u p e  s  i n v a r i a n t s  m a x i m e  e t  r u e  c h a c u n  

d ’ e u x  p e u t  c o n # n c « T  o nç  s é r i e  de c n n p o a i t i c r ,  q o ' o "  o b t i e n t  

en m e t ‘ s - t  a p r è s  c h a q u e  n o u 9 - - r  n o p e  u« d* s e s  n o u 1 ¿rr r â p e s  i n ­

v a r i a n t e  mrxî raa  { l ’o r d r e  der? c o u s - ^ r o o p e s  s u c c e s s i f s ,  v «  e n  

e f f e t  en dé c  o 1 s  s  on t }

Le t h é o r è m e  d J o r  d î m- HOl  d e r  e n  r é s u l t e  e u  m o y e n  d ’ un r a i ­

s o n n e m e n t  p ? r  r c u r r e n c e  s u r  l e  n o m b r e  de  f a c t e u r s  p r e m i e r s  

f i g u r a n t  d ©n a l ’ o r d r e  du g r o u p e  .

IX f  1 * 1 1 - ~ n  ; o< d i t  q u ’ u n  t  o u p e  ' S t  r é s o l u b l e  q u a n d  l eo i  g r o u ­

p e s  f  c t e ’i r s  s o n t  * o o : ’ d ’ o r d r e  pr e i e r  .  Cn v o i t  t i  a» m e n t  q u e  

t o u t  s o u s - c r o u p e  d ’ u n  f r n u p  r t s - l u b i e  e s t  l u i —mîme r é s o l u b l e
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2 4 . -  T h é o r è m e  d e  S y l o w

C e u e h y  a m o n t r é  q u e  ' • u r n d  O" ’■ n n b r e  p r e m i e r  p  d i v i s e  l ’ o r d r e

d ’ u n  g r o u p e  . i l  y  e d s r s  l e  t r o u p e  u n  é l é m e n t  a  d ’ o r d r e  p
t* a ' .

( c ? « s t  à  d i r e  t e l  q u e  a  =  S e t  q u e  s  p  E p o u r  t o u t  p *  t e l

q u e  0  ^ p 1 £ p  )

Sy l ovv  a é t e n d u  c e  r é s u l t a t  e n  m o n t r a n t  q u e  :

S i  p  e s t  l a  p l u e  g r a n d e  p u i s s a n c e  d e  p  d i v i s a n t  l ’ o r d r e

du  ’ T o u p e  G,  i l  e x i s t e  d ~ s  g  un  s o u s - g r o u p e  d ’ o r d r e  p  . c u e l c u e

s o i t  l e  n o r n b r e  s  ( O /  s  ¿ r  )

ITour  r e r v o y o n s  p o u r  I n  d é r n o n g  t r  a t i  o n  e t  p o u r  c e l l e  d 6 S

t h é o r è m e s  s u i v a n t s  a u  m é m o i r e  d e  S y l  o w ( J ' e t h  .An” . Bd 5 3 . 5 8 4 )

o u  h l ’ o u v r a g e  d e  S p e i s e r  : T h é o r i e  d e r  G r u p p e n  v o n  e n d l i c h e r

O r d n u n g  ( p . 4 2 )  .

2 5 .  G r o u p  e a d e  S y l ov-.
8 0 U 3 -

O» mpj)e1]iFT o u p e  3 d6  S y l o w  1 e n / g r o u p e s  d o n t  " o a r  v e n o n s  d ’ a f  

f i r m e r  l ’ e x i s t e n c e  e t  q u i  o n t  p o u r  o r d r e  p*1"

T hé o ème :

T o u t  a o u 8 - . Tr o u p 6  d e  G d o n t  l ’ o r d r e  e t  u n e  p u i s s a n c e  d e  p
J

p  e s t  c o n t e n u  S a r i  un f r o u p e  ’e S y l o w  .

Th<- o r è ' i e  :

D e u x  g r o u p e s  d e  S y l ow c o r r e s p o n d a i t  ou même n o m b r e  p r e m i e r  

s o n t  c o n j uc u é s  ( v o i r  p r g . 5  l a  d é f i n i t i o n  )

_Jé f  m i t i  on  ; s o i t  0 un  e n g e m b l e  d ’ é l é m e n t s  d ’ u ”' g r o u p e  G,  1 ’ e n ­

s e m b l e  d e s  é l é m e n t s  x  d e  G p e r m u t a b l e s  a v e c  l ’ e n s e m b l e  C , c ’ è s l  

à  i r e  t e l s  q u e  x C x  «  C f o r m e  un  s o u s —g r o u p e  d e  G e u e  l ’ on  a p -
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p e l l e  l e  - o r m e l i  a s t e u r  d e  G

?ht- o r  ferae s

Le - o  ^ b r e  des* d i f f é r e n t s  groupea d e  S y l  nv: d ’ o r d r e  p  e s t  

é f r . i i l  h l'index d.: r»orracl  i a a t e o r  de  l ’un q u e l c o n q u e  d'être eux

Ce norubre e s t  congre à un/rno'ul© &S0 .
V ¿S



V . -  Pr o d - l t a  d i r e c t s  . 

G r o u p e s  c o m p l è t e m e n t  r é d u c t l b 3 e s

2 6 . -  IX. f  i ~ l  t l  o~s

O» 3 1 t  q u e  l e  g r o u p e  G e s t  3e  p r o d u i t  d i r e c t  de  A e t  B 

31 3 e b t r o i s  c o - â i t i o ^ a  ( j ^ )  s o ' - t  v « . r i f i < e s  :

3) A e t  B s o ^ t  d e s  ; o u s - ^ r o u p - ' a  1 p v or 1 o ~ t s  de G.

2 )  AB = G * 3e p r o d u i t  é t a n t  e ^ t e ^ d u  au  2e-"3 o r d i n a i r e  ( c ’ è s t  

A l i r e  q u e  AB r e p r é s e n t e  3 , e ^ o e mb 3 e  d e s  p r o d u i t s  d e s  t O é n i e ^ t s  

de  A p a r  3 e s  é 3 é me t  s  de B )

3} A / \ B  = 3 , c ’ e s t  3. d i r e  q u e  A e t  B n ’ o n t  p a s  d ’ a u t r e  é 3 é  l e ^ t  

commua qup 3 * a**l t é  .

0«  m o ^ t r e J b a  e u e  c e s  t r o i s  c o n d i t i o r a  (^t?)  e t  3 ’ 6 ~ £ 6 i b 3 6  

d e s  t r o i ^  c o n d i t i o n s  (j^> ) t Q i t a n t f f  s o ^ t  é q u i v s 3 « « t € 8  :

3)  T o u t  c3c\ ' .e-<t  g  de G e s t  3e  p r o d u i t  d * un  t i t  e*~t e  de A p a r  

un é l é m e n t  b d€ B g  —

2 )  TJ- t 3é m e - t  à* g " ‘ es*  s u s c e p t i b l e  q u e  d ’ u ^ e  s * u 3 €  r e p r é s e n ­

t a t i o n  de Cf £ ? " r e  :

ab  = a ’ b* e ^ t r a i ^ e  a=a* b = b f

3)  T o u t  é l é i n e - t  de A e s t  p e r m u t a b 3 e  a v e c  t o u t  c l t n e ^ t  de B

a b  = b s

Si  G e s t  3e p r o d u i t  d i r e c t  de  A e t  B o*’ é c r i r a  :

© ~ ¿ X  S ( 3 a  not> t i o n  G = AB *'U G = Â.B ey  '»■>t  3« se», s  r a p p e l é  

p3 u h a u t ) .

S i  (j « a t  abc  31 en  f. t  r i  3 * o p é r « t i o r  du  oupe  e s t  3* d d l  —

I.-A.-24-
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t i o r ,  o r  d i t  O, Bonm I r c c t e  de  A e t  E e t  c *  é c r i t  s 

G « A + B

q a s r f â  e u e  " 6  c o ^ f a e i o r  " ' e s t  p o s s i b l e  .

2 9- ] ir.t.tl or»

Or* g c « t r  ] i a e  3 a  " o t i o ^  â<- p r o d u i t  d i r e c t  eu  c j s  de  p l u ­

s i e u r s  f t c t e u r r ?  en  o p i . r s w t  p e r  i n d u c t i o n  c o m p 3 è t e  :

ï?oo9 rirors que 3 g ^roupe G est le produit direct des sous- 

groupes A , A  .... a , si 3 e '< conditions (,_f c ) suivantes so"t-i ■>- u

r  *mpl i e s  :

3)  ^ o u t  A'^eot  un s o u ? - g r o u p e  i n v f t r i f . n t  de G 
G — ; h 

3 )  ( ____ *  P ° u r  P2“2 ........................................... n

e t  on v e r r e  de  mène q u e  c e s  c o n d i t i o n s  s o n t  < q a î v p 3 e n t ® 9  e u x  

suivantes [ f o  ) z

3)  T n u t  c l  r^ en t g  de  G p e u t  se r e p r é s e n t e r  d * une m a n i è r e  u n i q u e

eanane 3e p r o d u i t  d"- n f a c t e u r s  , a t .  ........... ï : p p r r t € ’' S " t  &

A„ « a v * ------ A ^ r e s p e c t i v e m e n t  : y  = e , a ^ . . . . e M

e t  un c l é n e n t  q u e l c o n q u e  d * u n  s o u n - r - r n u p e  A^ e s t  p e r m u t a b l e

avec un l è v e n t  ooelcn^oofi dfU" tatr« | » |  -^roupe A, « :
Z1

* > V  W  .( p' * p 1
C-n v a i t  n ur n - o x o d u i t  d i r e c t  G =

3* o r d r e  d e s  f o e t e u r s  e s t  i n d i f f è r e n t ,  d o n c  q u e  chns'-ue f a c t e u r

A, n * n aucun ¿3 t.-nert commun avec 3 ̂ = A, . A a ....A .« ... A 
r  i a ¿A -* /  «

sauf B .

V  B h = s



I. — a . -26—

et d’axsròa 3 e thf'orèffl* .1 ’ i somor phi e : 9 /l, 'v B, G/ B ^  àl
h-  r  f'

30,- Pt o p t Ii tt 3 des produits directs

1) 31 le ~roupe G est le prodnlt direct de deu's goos-.^roopes 

A et B r«apec+. 1 V€n«*"t iso orphea à deux soua-groopes A et B 

d * a« ¿rrouDe G* , ce groupe G* ad me t u- soua-gr. ope G isomor­

phe à G et qui e31 1* prolult direct dr* A et B .

A a i  A B  :2r B  6 r i t r a i n e  t X  3  2^ A X  B

2) Si G est le produit direct de A et B et ai G admet U" aoua- 

g r  n a p e  a ’ ad  « t t a n t  3 u : - :ûene  A conine s o u :  - - / T o a p e  :

G = A X B G 7 G* ? A

G* est 3 e produit direct de A et d * u« autre s ou a—troupe { ft. sa­

voir 1 M ’-t^rasction 3e G ’ et de B }

G r — A * B f  ( B*  =  G» / ) B )

3} Si G est 1« produit direct de deux ft»ctcure A et B adraet- 

ts^t dea stries d^ eonnoeition de lon~ueura respectives m et 

n , G adnet une série de composition de lo^trueur m + *** paaas^t 

pas chacun de cet' facteurs .

3 2 Groupe conpl fetene-t r dsctlbles

G’" ^it qu*un groupe es* compì è tenant, réductible s* 11 est 

3 6 produit direct d * u~ "ombre d* p*roupe:> rlmplea :
»

G » A XA .......JK A
-A • u *.....  >

3 es rrouoes G = A >A . Ai  '  a ...........  -v.

G * A X A .... A
X ^  " H  -  /
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G% -  A,'Vi - i 1

0 = 3

f o r m e n t  « l o r e  une so i t **  d e  comr>os i t  i fi« d» l o ^ ’ o e o r  *■» d o ^ t  l e »  

f a c t e u r s  s o ^ t  i s o m o r p h e s  à

1 A ............. A
"H ^  ^
I l  r t  s o i  t e  i m m é d i a t e m e n t  do t h é o r è m e  de 2 o r d  sn-H83 d e r  

q u f  3« nombre  dei? f r é t e u r s  e t  l e ?  f e c t e u r s  e u x —mènes  s o n t  dé — 

t e r m i n e s  p e r  G à une i Pomor p h i  <* p t è s  .

On v o l t  e u s ° J  c*ue t o u t  pproupe i s o ^ o r ^ h e  à  an g r o u p e  cora-  

p 3 è t e r a e « t  r é d o c t l b 3 e  e s t  c o m p 3 è t e m e « t  r i ' à u c t i v 3e .

3 3 .  -  IX- c o 1-, p o s i  t  Ion  j Tun - r o u p e  comp3 ètf.-raf-n t  r é d u c t i b l e  

r o u e  s t o ^ s 3e th<lorèm6 f o n d  ment ;  3 s u i v a n t  :

S 1 G e s t  un t r o u p e  corn 3 b t e r n e n t  r  d u c t l b 3 e

s  = A„ XAt .............. A v

e t  1 H e s t  u>" Boa s - g r o o p e  l ^ T T l ^ t  dp G :

3) H 6 3 1 f a c t e u r  d i r e c t  de G. ’ e s t  & d i r e  a u ’ n p e u t  3 ui  b s -

s o c l e r  un s o u s - T r o u p e  E t«3 que  G s o i t  l e  p r o d u i t  d i r  e c t  .ie 

H e t B  : G = H X B

£ )  l e  s o u g - j r n u p e  B e s t  l u i - m € m e  p r o d u i t  d i r e c t  de  c e r t s l ^ s  d e s

g r o u p e s  L ^

3) E e s t  c o m p l è t e m e n t  n d u c t i b l e ___

TXmonatr  s t i  nn ;

On a  : 0  = A , \ ...........A n

d ’où -(1)G== H A A ....A
—  - --- ^  - > V

C o n R i d t r o n s  ÎPi p r o d u i s  o r d i n i r ' *  H = H a ^

Le ■ o o B - g x o o y «  l - v a r i c -  t  H / ^ a é t c æ t  . ' o u ^ n o o P «  i n v s r i ^ t  de a-t



q u i  e s t  s i m p l e  . p e u t  S t r e  é g o l  n u *  A 3 f u « i t é  U ou à  A

Dn"8 3 e p r  m i e r  c a s  or» s  :

^  *  H *  A,  

ds**g le second :

H, = H

De même , 3* p r o d u i t  H A e s t  - yn 'l  h H x  a ,  ou h E_, , s u i v i t1 1 _ "> ^  *-_ **

q u e  n A t= ® ou = -Aa . co^ti^Ui^t 3 r r ■■ i  r;o no ~ t

d e  p r o c h e  er» p r o c h e  . « o o s  v o y o n s  q u ’ e «  s u p p r i m â t  é Y e n t u e 3 3 e -

r n e r t  a u  s e c o n d  me mb r e  d e  ( 3 )  c e r t n i ^ a  d f 8  f a c t e u r s  A n o u s

p ô u v o ^ s  m e t t r e  G sou;^ 3 s  f o r m e  d * u «  p r o d u i t  d i r e c t  :

G = H / i  A i t  *  A¿x n  ................. * A v v

SI  3 »on p o s e  B = ............à c ^ 9

or> a G = E E 2: G/B Q A - * ..... XAV*>
d ' o

À - ............ j  ¿ t 8 * * t  3 f a c t e u r s  A d e  r r< s e ^ t u t i o «  ( l )

q u i  n e  f i g u r â t  p e s  d e « ?  B .

L e s  m o d u 3 € s  de  h a s e  f i  " l e  < t  3 e r  s y s t è m e s  h y n e r c o m p 3 e T . e s  

s o ^ t .  d e s  - r o ' j p e c  r £ d u c t i h 3 e s  ( p o r  r « p p o r t  h  3 » a d d i t i o n }  ; l e u r  

de c ompos  j t  i  on  e** r- o n  -. e d i r e c t e  j o o e r o  U1" r S 3 e  f  o ^ d m e r  t  î.3 dor»s 

3 e o r  é t u d e  .
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