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gIBLIQTHAPEI?
On pourrn cc’oultfr
der Waerden, Moderne Alsrebra . *?.1 . chap. 2 et 6
1?.floether, Hyperkorapl exe Oiirdsse® und Darstel lungstheor ie
Mrth. Zeit. 30 p.641

Speiser , fheorie der Groppen von endlicher Ordntjng

floua ne faisons aucune hypothese sur la facon dont ont été
définis les e”senl]6a que nous considérerons ni su» la nature
de leurs €éléments ( «onbrea, points, tronsformetione gt ornétr 1-
qgmest fonction? , 6¥6emlbles d* utres ¢(léments, etc ... )
frous désignerons en gtnt'rel un ensemble par u”e majuscule, 6t
3ars i], e~ts p r des alni"cule-. .un un ca>raewi0Spp nxiient a
a« cmiBiblt T "ous le ”oternrs : aCt

Qusnd un e”se nble 5 se co-iposp “»éléments appartenant
tous h un autre ensemble g, «oup dirons Er poug-etap*nble de ft
et nous écrirons Ev=. B

Bous appellerons Interjection de eux ensembles 3. S1

I ensemble de leurs cléments communs et nous noterons cette

intersection : I?/S S*
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|.- Groupes ordinaires

T.- Définition
Aous ?iro,,G tl*a- e>'se ;b]6 E ru* 31 for”6 D" ‘'eroup”™ ai 3es
trois hypo*heéf?s3 ralr”~tes sont r<alitées

a) A tout couple d~ deox éléments a. b, de G correspond

suivant u~" loi d ter -i*>ée appelée loi 3e conposltion 0” troi-
sieme 1le i"t ¢ de r qu* noue deésignerons pnr l'a«*® ou 1l’totre
des deux -ot”~tions : ¢ = (a,b) ou c = sb . Cette loi de compo-

sition est rdpnoste e”sncirtire c*e”~t-'-dlre que | ’on & :
{sb)c * s(bc) ouel?ue soient le”™ trois tle- e-ts a.b.c de G.

b) 1l existe derr G uv™* ;le et e t*"1 que es = s quelque
soit 3fclénent a de ~ ; on f»'nelle e une unité ~ gouche de G.
Cette hypothése (b) peut étre rennl ©to per celle (b*) de
l*existence d'o"6 a-it> > droitr- de G, c’e t-'—3ire d’un élé-
ment e’ tel que sel * a quelque soit |’élément a de G.

c) A tout ¢1* fient s de G on peut faire correspondre un

a“lde H tel g e g'b—e « a est dit |’ I~v*~rgN| gnuche

de G.
31 | "hypotheése (b) a «t< r«rapl@ve par 1’ ypothése ( b’), la
troisieme hypothése (c) doit £tre rempliex e p r celle & 1°
existence poui tout tic ment a d’un inverse " droite s "tel
que as*4= ¢’
g.- He.msrnues

a) on dit souvent de le loi d« conposition qu’elle définit

u*? "ogKrt;tion” > 1l»interieajr mu rroupe G : la notion de loi

e conposition pour les éléxnento d’on ©p« «r-1 e- eff?t wune



géntral isstion d? 3« “~otiow d'opér tin*" ponr 1-p «ombres de 1’
arithmetique

b) Bous avors supposé seulement de 3’opération du groupe
g *e33e (telt associative . Il pfot arriver nu’elle soit con u-
tetlve, c’est-?!-dire que ¢ ne dépende que des deox facteurs o
61 b di»"s G ; 3e troupe est dit e3ors abc3ler» . Si eucu«e CO«-
fusiO" «'est possible avec u~e autre opération pr a3able”'--t
dtfi“ie, on peut emp3oyer pour 3" 30i de compositior!, 3? -ots-
tio” de 3’additior' et écrire : ¢ = a-fb . O "’emploiera d’a i -
leurs cette cotation que ’a«? le cas abOien
Si deux éléments s et b d’un troupe jouissent de cette proprié-
té que ab = ba or» 3es dit per utables.
On dit de abe 1qu’il -st 3e transformé de b p?r a
un volt que si deux éléments so"t pe utables chacun d’eux est
identique a so" transformé p:r 3’autre

c) "Enfint 13 peut arriver qije G soit un sous-engemb3e d’un
ense-shl 6 %06 |’intérieur duquel fgt définie |’ ’opération consi-
dérée . La pre ,iérr hypothese exprime oue ab appartient a G
toutes les fois qué a et b lui appsrtientent déja

13 peut arriver aussi que dans u aient eté définies plusieurs

operations ; il importera alor™ toujours de préciser par rap-
port la-ue le dp ce' operations G doit étre considéré comme
un -roupe

5. Conséequences de la définition

On <> ontre que tout i«vfirse h gauche est aussi un inverse
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a droits t 'eos IMu”ité h g&uche est cnss.1 u”~f o”itc a droite et

que les divisions a droite et & gauche so«t toujours pof~rShbles

et d’une o€uU€ wUr»jsr??, r*est— —ire que. “uelrue soient & e* b
3ea ¢quationn as =t et yu = b ont toujour - unr soloti’™ «t o”c
86UI16

O d TO»*tre que les hypothése”™ ("b) *t (c} ( ou ("b*) et (c’

peuvent étre remplBcéas par l1l#hypothfece de 3 possibilité «t

d' 3»unicité dre divisions . un dtmontre e '« que si 3e groupe
G est fini. c’pst-'"-irc «*a go’u” nombre fJ~i d*élénents, il
suffit d*5 «opposer |1 f>*a4-e44* de 1" division . I> wo”bre des

élements s*BpT>el3e 1*ordr* dj noope
NN le ce 0& @ «p* abolie*™* et o O j»*«"?p1oi# la cota-

tion UddTt-ve, o« d sipme p”r C 1»élément u-ité

d.- Sous-~roupe

O *it qu*un sous-enae >ble G* de G en' «" sons- *roune s Ml
for**)« lui-- € ie o« -roupe p.or r. sport h 3’opération définie de«s
G.

O* voit iImnatdi atener»t que pour nue G’ solit u® sous-—groupe

il faut et 1l suffit que :

s) sb appartienne h G* 1 e et b appartiennent eux-sienee a G*

b) e"~ appartienne ft G* al a appartient h G*

C'" peut cxprir-er encore ceci e- disait : le eo™dit-"on ™¢-

cessalre Tt suffi.«?,"t* pour que G* soit u- soqus-lroupe de G
N

est que H» ab a*il. ooytlt™t N et b



On peut remaroner -»we G* contient récesaBirtment | ’unité;
11 peut arriver que G* soit ahélien al ra qae G "1 1’est pr;s
5 - T)écoripo Ition d"U" groupe 6" clec-ses par rapport 5 u~ aous-
~roape . Sous-~roupe I”vtriIs”™t.- Groppe f moteur

Soit G un -roupe, G* Q aous-groupe de G
Congidérona un élément a de G et feiaons-lui ocrrespondre

] 'er-aemble ’es éléments agf de G, g' ¢tant un élément quelcon-
que de G* ; noua appellerons C6t fi*semble u”e classe (gauche)
de G relative ft G* et "oua la roterons aG* . Bile contient a
et n voit aisément qu'étant données deux clsnses c¢cG'.hG*, de
deux choses l'une : ou elles n»ont aucun élément commun ou
ellfs Sf-nt identiques . Un Oeérne”™t quelconque d6 G appartient
donc a une clos e et un« seule et on peut dire que G décompose
Q 6n d 93863

S’il arrive que le “~oribre de classes soit fini, o« appelle
ce "ornbr' 1Tindex de G* dons G et on le note(G/Gf); en particu-
lier, si G est fini 61 d'ordre n , r1 si n* désigne l'ordre de
Gl on s 1r, relation : (G/G') = n/nft on voit ainsi eue 1'ordre
a'un aoua-"rnupe d*un gynupe fini est un diviseur de 1 »ordre
du 7roup6

On définit fl,U"e maniere analogue les clauses a droite
G’a de G relatives h G . Si le sous-groupe G1 est 'el que

Chaque cls; ne h roite coincide uvee 11 classe ” gauche co”res-

PondHnte : aG* ~ G'a uelque soit a don~ q . on dit que Gf est



un pour-~"roppe I~ATftrjinwt de G

Cette définition équivaut h 1 soixante : 1? trsns formt d*
u~ *RSxxxx?ia?bE éltrnen* d’an poos-"roope i"vr.rif>"t G* par un <Je
raent quelconque de G appartient e-corc h G*.

Si G9 est un sous-rrr upe quelc -"ue, 3en tronsf T-née de ses
cléments g9 p»r un citaient g de G : g9t= gg9~Ifonert on aoos-
f*r ope que | ’on “ot? Gw=T0 "gi* fin 1 différent de G- , et
que 1%*on dit conJuptuc de G¥*.

gxenr-Oea de soos-noupea 1"Vfir3srta

1°) les soDe-"roopses d’ n groupe sbhélien sont tous des
sous-srroapea invariants

2°) 1*3 éléments d’un -rnupe G pe/auteb3es avec tous les
autres Oc ne**ts de G forment un soae-~roupe invariant appele
cewtre de G.

Conai dCro~g Dri tfroupe G et u« souc-~roope levarii®t G de G
Co«sl3. rons 1*ensemble df ' elertpes de G p x r p ort %@ G*; sole”t
sG*, bGf # deux d’e”tr«? elles, O" Terrs fscllercent que H elapse
sbG* "e depend pec dee deox t'lErne»-t8 e,b, pris dr-s chscu”e d*
ellea; O" dAfl™it clone ti®“ni o”e loi 3* composltler fsise”t
eon fspo"dre h deu olesses &Gf. bG*. 1 elsi-pe s’0* ; on verrs
feelleraent que 1rs co”dltjons die d flnitio»- dfun -roupe so«t
s tI8fs!t€8, et que pnr suite le - cS&ggea relatives 3 u~ soun-
Aroupe lwvsrlsrt forme-t elleg-m£ e” a- troupe . 0~ v pelle ce

groope, “roupp f?3cteur et on 1lr «ote G/G*.

Ls cor espor.”™4nee qaj existe e-tre les 0O --nets o de G et



la cl es236 SG* 3 limosile ill apssrti est un cas particulier

de 1*hoaoiaMMPphiswi gce nono allons € +adler

5.— Homonornhlsne

Soient ® W d€Qv e-aeroblea & TM "t rieur d« chacun desquels

est defi-le o«* loi de conponit'on : o« dit qu*u~e ooOrrgspo« rce
««tre Ina eli e*-ts v et de 3 est on hononor hi 'rae 3is
lo) fi tout élément a* i correspond u« neu! élément B de H

2°) Tou4d éicrae~t a4 de 3 est I*honolo;rue d'eu moi~s un ¢lcfse”t
de E.
3® > e : ah » a h

Autrement dit on Vonoraornhis®e est u«e application de I

sur K univoque d*n© 1q seng de S vers 3 , dr-~s 1 qurlle tous les

él ~6"ts de 1 sont obtenue et qui respecte le loi de composition
On dit encore que ? est honoraorphe h S et on écrit

S/VU .0On ppelle att«i p rfoia un hononorphieme un ironorphis-

me raériedrlque

The 6reme : 51 u« »«aenble 6St honoraorphe & un -roupe G. cet

©«semble est un .'roupe ; so** (Kraent unité est 1*honol o-ue de

lecltnent U-1t» de G ; ft deu <clé Tente Inverses de G correspon-
dent dj?u3c éléments inverses de G . Ao- sous-Toape G* de G
correspond u~ rous-'roupe G* de G
La d mon*rstio” est lsanédiste ; on reraamiera en outre que
G peut ?2tre *%éll«n m= g0€ @ j# vsoit , de mene qu*u- souo-rroulie.

quelconque de G peut otre tre«sforndo en un ?2dU9-rrnupe Invariant
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de G.
7. — lsomorphi a&me

Soit K un ©nae-n'bie hononorphc h U ; s’il arrive oue la
correspondance entre I*s tl£ me*'ts B 5 et E soit tlurTTOGae. on
dit que c’est a« Isomorphisme ( ou encore isomorphisme holoédri-
que) et o« dit les deu ensembles isomorphes 1’u« a | "autre

Cm note ce'te relation p?r : ~3"K ou

P.- Autonorphi gmes

Soit E un ©«semble a | intérieur duauel est dtflni u«e loi
de composition ; s’il existe une corre?po"a;«ce bi“univoque entre
les ¢(lénents de 3 resp cta*-t le loi de composlllon, cet*e corres-

pondance est u« isomorblsne faisant corrrppo’idrs 5 a lui-méme ;

o« |’ ppelle un utomorphlrme

Considtronp deu <«wutonorphisnes d’u« ensemble . Le pr? ler
ofait pesser de x h x, le second d* x a x ; l1’opération qui frit
uanser de x a x est encore un automorphisme oui ’e déduit donc

deox dcux outres par une 5o0i de composition # Or verra facile-
ment que ¢ tte loi s tiefait aux co-ait'o«8 d< deéefinition d’un
-roupe . Autrement dit, les auto-orphl °?nes d’un ensemble forment
un <?roupe

?armi 3*s «utomorphlsmea d’un groupe G. il fru' co*v idtrer
partioul ier «ment ceox qui font, p» er d’u~ élt ment x h son tr«ns-

forraé par un t]J« ~rt choisi avi«ce a: x”™axe'lj ces antonor-
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phippjes qui dépendent ehscun d* 3eclément » choisi ao«t ep «Us

3ea aatonioi phi “mee» Intérieurs iu troupe . Un i>pps33<» 3es< eotres
dss auto or phisraes extérieurs . C« verr- facilement que 3 s
©atomor thlaries int< rieurs fom**»t u« noupej . sou;-groupe du
troupe de tooB 3e° sotonorphiénes . 0O« ver t tauesl nue | est

hoadoPiornhf su groupe G et ( «" chtrchf«t n i«d “u~t ©utonor—
hlaraea int* tlguts d fl~is par des *lé-«»»ts distincts sont 1les
2n©s ) gae le rreupe des» ¢joto-orphl nrnes Iwt. rieurs est isomor-
phe au -rn”“pe fcctenr du centre de 0O . O« reaerouere e»»fln
gne 3« centre fst 3*ensemble de* é3< 1«e't qui dt fi «le et 3*

automorphisme 1" ttr leur-unit

9.- 7ht frrn 1l e~t©3 de 1’hoio”or hlme
Soit g P" 0 pe ho»nomorphe * H" -roupt G. 3fenoe-nh3e ~
des ¢3 e«ts de G qui pour horno3o0"-ue A->s G 3*3inent—« 1té

e;*t un souti—troupe l«v rif«t de G et G est isonorphe s? groupe
facteur Glg.

i)> verifle d,(bord que K «at u*~ sous-noupe invariant de G
On remargaa d’sutre part qu’nn tl*nent © d* C est 3’homologue
nn« a”“»3ement de ©t 1s 3e tou- 3es ¢(3* rte-ta de 3r cl © e ©S.

Lfl»-t<.ret de ce théoréeme ( et des précédents, qui n*©"
sont eu fond, que des? ©ppllc tlnn» parllcu3 3eres) eat qu’il
axprine fo*un grnpp* Gr*e p©a,a de?? iaonorphisrate i pres, d*eu-

)re.i 1mafr®s ho.nonorpfres qae se- roupt fscteura.
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Il — Groupes tv?c op<ratéars

10. - I>fi~it 30r3

~0it O un groupe dc~t -ou diei”™iro-s les «lémoi-ts par

e rorafiineo, a, *».... «tjl a- e-.’c >1e+ 3cC

tiens portat sur las élé*o~to de G ; non- dielr~rora les

tr «sfors lions por lettroe r o*ues9 , H ....ooooeen. 6t rons

dirons que ce sort des opérsteora ai

a) ft tout sya'ole B de J\ et * tout cl W#% « de G correspond

a- ciéin«»*t d« G que "oo; -oterone 9 cl
b) Si | ’on a. quelque soient9,0.b
9 (ob) =9 5.9 b

c’est a Wire si les- tr ©neformat Sono sur les lérsents de G dé-

fi**iosopfer les opérateurs sod distributives, par r pport h | ’o-

pération do groupe ; ai le groupe était sbclie™ et si 1l’opéra-

tion du groupe ,tait te ite sous forrae eiditivo. o0« aurait

0O (o+b )» 9e +0b

> peut encore dire sou u-e Tor e lu breve que 9 esl

U« operateur s’il représente un horsoniorpliisne de G sur ur soue-

orsomble de G ( qui peut étre G lui-faSne).

G **09p03I10 »- y.-0:pe avec opt.rvtenra . L’r-re~;blelJL eat

3it U" syaténaa ou do”i”e 1’opér«:.teura. O- dit gqu*u« systeme

d*opérateurs est absolu si deu oper teurs différents e/signat



l.-_A.-11-

dsa homomorphismea différents

Il1,- Soua-groupgs conserves # Groupe rim 1lc .

O* dit qu’a« fiouc-Tr oape G de G est p&r les opt -
r.leurs <4 33?1t6r.e J'L si le transformé <5*0*» titrent quelconque
da e, - 'roupe G’ p r un opt'rfiteur q itlotB |M de FI ap~firtient
encore ft ce aous-roaps ; totrenent dit, si : s £0* e-treine
9 af£ G* quelque soit '

Dans | étnd* des -“roupes avec- opérotours seuls sont inté-
ressants les eou-rroupea oonoerrt?, fcus i sous-¢gnten rons -nous
souvent le mot “eongervol.

35 deux sous-’'roupee sont conservés, leur intersection
est un soaa-froupe également conserveé

-«t do«n- deux—EOUG-g- oupso A et B d*un me ié¢ troupe G
dont 1*un est a« sous-*rcupe inveri 28T on appelle prodoit de
cea deux sous-groupes |’ensemble C des éléments ¢ ~ob tels que
sE£A he B # Or verra aisément qu# Cc «st on aour-rr oupe . fin
verra ausai que si A et B sont deu? soua-groupea CONServes
dont |’ un ¢ju moins est inv risnt, leur produit 63t un sous-
groupe conserve

O dit eu’un -roupe svcc opérateurs est aimple s’il n*ad-
net pan de aous-‘rroupe inT‘riant congé vé

Un exemple d’opér teors nou eat donn™ p~r ler eutonor—

103 inte rieurs : 9a.er.t 1M phirrae qoi fait r>t;s:?er de

X & axa 1 ; autrement dit, m esa-1, Lea ous-rroupea oonser-
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rCa qo8na j\ert le doratine der suto-aor™hirnes i~tiriewrs aont
lea eou"- roiapes invarlfe”ts

Si 0" pre"™'i poor opcroteurs tous le eatomorphlames da
groupe, 1*3 r-oas—io pea co”eerv”™a aont oppelcs les -'oos-frrou-

pes osrscttristiguoa da troupe

XT.— Application boa Sn”6Sti3C. Id£f 8UX.

0* s; Afille anr™~gau a~ rroape ©Obélle” don?» lequel eat de-
filt u’ " seconde opcrstlo~ ss3oclotlve , distributive p<r rsp-
port & 1 ’opfratio>™ do troupe . lioaa rotarono 1 “opéretlor* da
?»Toape soua lo forme edditive et Is seconde opérotion soua le
forme de le nul tipilcatlc™ . Cn o dono :

PS.* - P<1* «t r{s+b)= re + rb

Zo lui tipi lc”Mtio*- "’est pia suppose-« corr;atstl ve.

sjera v 8<"*«el:0 ch&qgac élert«nt r d fiMt seux op<rcteurB

 qgvl f 1+ pesser df s a n , et Ar qv seaer de x *»
Xr ; sotrement dlt;
I\ X = rx = Xr

Les oous-groupea conserve? p«r lea optrr.tfl-'rs Jx aort dits
dea ldct.ox h rzoche. Ira soua-graupea conservia p r les opé-
r 1,6ur9./17so0"t dita dea Idc. aux droi e. Bnfin I*s soua-"“rou-

p63 co”serv* s par 3e”™ optritera 1\ etZl”aont dita 4«« *&Ksuy

de 3 dea: <cotea
Si en e«3eva»,t de 3V 'eou 1*Ilf£me”~t O, 13 r-ste un

Troupe par repport a In maltipi lestiOT», o« dlt qoe 3’a"-e&u
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est un corpn . Ds ng un corps 13 n»y e que deux Idéaux . Ce3ui
quisfcompose du seu3 é3ement C et ce3 ul qui est ldentique a 3*
snv-e; u Tui-mSrae ; c'e3t 3e cas de 3’enresu d<=s nombres ratio-
ne3s ; ce «'est pas ce3ni de 3T nr*6eu des nombres entiers

13. - App3lest lon FEwx honu3es.

Soit O un nrouse abOien. 3’optrotlnn du groupe étant
3*addition ; soit U"08''"ena et supposons dtfinie wune mu3tip3i-
estion ( \ gauche par exerap36) d6S éléments de G par 3ea élé-
ments de 0 satisfaisant aux trois condition«! suivantes
a) r (a-tb) = ra + rb afb , b<?G, rtQ
qui montre que 3es r definia ent des opérateurs
b) (rs) e = r (sa)

c) (r-fs) a = ro + sa

Of dit a3ors que G est unOmodu3e(a gnuche) et appe33e

sous-modu3es. 3es noua-*roupes df G conservés par 3es opéra-

teurs

14.- Homomorphisme par rapport aux opérateurs

Soient G et G deux groupes possédant 3e n$me systeme
d’opérateurs ; supposons ¢ 3’image de G dana une correspondance
*'ous dirons que cf336—l est un ftomomorphlame par rapport aux
opérateurs , si
1°) C’est u~ homomorphlrme au sens précédemmert défini du mot

G"N G



oj x 9a =08 queleue 30!t leer, r tmWE ~ do dota Ire «mtSU «
tu et | ’Clénent a de G choisis.

Si 1 /correspo'-dlsr’ce entre G et G est hia-ivoque, on dit
se c’est u~ isoniozphii-me per rsp-prt soar optr te rs. Conmf dc”s
1»étude le?» troupes cvec roteurs, spuls so-t T~Mtt:esce”ts
l«« homomorphlsmes et isomorphisms psr rapport eux operateurs
reos soUB-e~te~drons souvent "pur r pport aux operateurs™.

Of* peut ,te«dre eux *roap«¢ avec optrateurs et h leurs ho-
momnrphi ones les propri< tes vues poor les rroupes ordinaires
«n particulier le thf orfrne fonj men tri d* |1 ’horaonor ;hlsree deviert

dolent G e* ? deu: -.ouce » syt le m e ggrOtéMne SLg’opir:-
teurs et u- hono: orphlane pé&r r& ort aux oOp£r "eurs qui f? It
passer de G S G
X°- 1«8rssrsble 5 des éléments d* G qui o~t poor honolo~'oe di”s
G 1’clement unité est u- sour;- -roupe Iny-rls-t conserve
2°— il Yy s isonor ohlsoe psr rapport eux opérateors entre G et
le ~roupe facteur de G par r pport & S

~G G/~

T-our 1? d r;m ;tretion”™ j snf*lo~Uf 4 relie que non: rors

indiquée pour le -roup-s orain ires, cf. Vv.d. T I. T.T3*
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I11.- Th> primes dTlrok;o-himea

15.- HeraMT-oe . ™"rf-Je? Th> or&me

7s ja deux tfctorfemee gne **oub siloes do”™-er corap]St***1 ]?
thtlor*rae for*d raerta] d* 1»hotaomor hi”~ne . 11?» or*! vs] bv3fs
poor lea rxoopeo srec optratears, h 1l« cn”dltio~ de soas-ete**-
dre Ic? location© **p”r rapport box op~lretoorsw, qgo r<! o~ ptrle
d*hor3omor -hlrne oo dT3nnniorphlsne et wco»-Bervin qoo’™-d o~ p rle
d« soa$-'roope

. _ Vi ovvO .
Soil G 1*1 g¢g-t. 1 G -v-c. u> j™-anor hi-~>ne : solt A o0" sons-

~roopg INT'irls™t de G et al'ersemble deg ¢I1™ne”ts de /g‘qoi
o*»t poor homol o™oeg G deg clt—rentr de A .

T°- A est O" soar™rroupe I*vrrlu”t de G

2°- 1l y e Isomorphisms e«-»tre le groope fr.cteor de G par rsp*

port S Aet le @3oope fccteor de G par rnprsort & A :

G/ *q 5/IT
LONStr Ll 1< ' i:o'r : -him«* G'T.GIG/A" r<*aol t« go« 1«
groope fecteur G/A «at Isomorphe h o* cert??!- i»Ktfiar “roope-
facteor ft/l de G . le book-rroope Irvsr la»-1 €3t co»-stltof psr

| erGe~tle d?s ¢lcne”ta de G gqol o”t poor hoaol o”oe dar* le
gro pe fj-cteor g/a | vO”It6, c*~rt & dir* gol o~t poor ijomoloroe
d *s G 3«r £3cra«rto df. A, c’eat doc A .

Ca "rt3caller s 31 G er*t or -+*toope fncteor de G, o« ¢ ~lso-

morphism« : /
Glr n /
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16— Deuxiéme Théoréme

Soiert A et B d6ux soua-~roapes dlun ni"me groupe G , B
étant un sooft«“ro»pe I"vDbhtl «rt
jo_ sous-grotfpe Intersection de A qt Bs A B , est Qw
gnus-’i une I"Tarlsrt de A .

2®- 0" a 1fisonorphiame
ab/b 0- a/(An B)

/| « :mo—9txet lor 1

L’homonorphiame G~ G/S f-.it correspondre eux cléments a
de A Iss clssaea aB ; on s donc 1lhomoraorphiarae A AB/B
et 13 existe un aous-p-roupe invariant V. de A tel que 1llon ait
]» iso-ior chisme Al/n AB/B . B est Il'ensemble des éléments de
A aaatgaels correspondent 1'unité dens AB/B . Ce ont donc ceux

qui appartiennent eusri a B et o~ a . K= AllB



I.-A .-17-

IV.- Scrle & composition

17.- Defi"l tl io*»a
Soit G o« f-r. ope . On cp~.e33s ~¢irle nor-nalfi pnfl suite finie
d€ sous-croupes de G, tell#“ que chacun d'eux soit sous-“roupe

inv riont du pr<etdent

(a) & 0,-)0,9<, i, jae =s

On appe3 3e 3 3a 3on-peur de 3» strie . Les groupes facteurs
G/,-i-/Gk sont 3e?! facteurs de le série, la série peut Tff/iinttT
des répétition_s R (= SRy

Un® série "ortafs3e

(37) 0= 8074, ?2G* _.... pO», = S
eat dite subdivision de 3a seérie S si 3es termes de (s*) con-
tienr>e«t touo 3f termes de (5) et éventur-]] -t d’autres

Une strie norma3 6 sans répetition tel!3* eue toute subdi-
vision ait su moins ur*e rép~titlor, s Toppe33e un® sérl6 de'-corn—
pooltion . “ue3que Roit p , 13 n’existe alors aucun rous—groupe
G* difftrent de #, et GAqui soit soup-'mupe Inftflm I de
®» , et rui admette © ©o»«Mi snus-gr ope twvmrfSf*t ; utreroent

dit, t us 3en fMct?rurs d'u"« série de composition »ont glmp3es

1P .- Kx6"ip3 es
Le groupe d«= rrcl”ec douziemes d* 3 Tunitc GJ7 admet comme
sous-groupe 3*ensemb3e de? ymlum slvjémes ; l'«nsenhlc- des

ricines quotrlé es G 3*—enbie a&*r rfcclnes cu”lone Gn o, 3
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ensemble des racines carn es G* et ©"fin |’ unité
Qn voit facilement qgae 1« st'ris
<S»7 €@ > 3(>S
est umc série <"ormcle. lit facteurs G@/GN Gw/Gb G~ /B
étant rA*spcctirtatifi i«kOmor hes & G3 | et G , mpis que ce
n’est pas une série de composition . On verra enfin que G ad-
met les trois stries
G/i>Ge? 0 By
G Gy G~ -7
G,I*7 GH7 Go. vy i?
comme séries de compositon
I 'y a des groupes qui n’ont pas d6 3éries de compositi n
p<r eTemrjle.le g oupe sbélien d s nombres entiers ( positifs
ou négatifs) ou | ’opération do groupe est | ’addition ; soit ,
en efret, G> ( le dernjer sous-'roupe f S d’une sirie normale

On voit facilement eue G~ se compoee des multiple» d*un entier

m ; il admet im pnus-rrnune a savoir le sous--roupe des multi-
ples de | ’entier 2m |,

Savoir si W~ groupe «jdmed4 une série de composition et
corrpar r celles-ci s’il en admet plusieurs est donc 17 ques-

tion essentielle

19,-, ITo_.orphiame de ieox strigs normales,
miert  $ G?2G >Gt 7 e 7("8
et (S») C? H)G’) v V=B

deu: géries normale» du groupe G . I"g dit isomorphes si
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1°) illsfi ont ]s fflfai Jor».-ueur 3 * 3 *

I?°) il exista u ¢ o r rsopon<3djji«cs biuniro”as f-ntre ler ftieteurs

de le premiére serie et ceux dr 1 oeconde de tslle aorte que
deux fsc “eure homologues »oient iEonl!lor|)he9

P&r exem le les deux séries normales
®,,J> ®I- St7 B ®,t7 ®,, 75,7
sont isomorphec

On terx facilement gae si deux syrien nornai «r (S% et
(S*) sont isomorphes, a tout* subdivision S# de 3, correspond

un« pob'itisior de S* iso orphe a

20. - Tht oréeme dr «Tord n-Kftlder _
31 un troupe G ed iet deux séries 1* composition différen-

tes ("2 VY G Y, o=
oy O;>...... . o\

elles Font isomorphes ( donc r-s )

Ce théoreme est d’i”e trés r-rfin™« import nce d™nj? le thé-

orie de Gslois ( Voir p»r pxenple Pice d ."rsité ~'-~filyse
t. 1 TT chep. XTIl ) . Jordsn a, le premier, comparée ces deux
séries et trouv* ql*t23#| sv? ie~t Ilra raom jonpoear , Httl~der,
ultérieurement, - no«° 1fisomorpkiarae dr-:* p~rouper-facteurs

Tout* les leas 8’apposaient le groupe fini #
*ouu cillons d*abord donner une d:monotrotidn gtnérsle

gui repose sur un th> orérae de Schreier
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I.- Th-ornne de 5chreler.

Solent
(©) 07 i1.TU, cuuueo.... T«. m*
€D O> H, > . .o...... H7 =0
m3eux afr!e3 "orraj:]Jgs <3ro*™* ne .TToapg Q . 11 elIste fleo s”rles
(3 Q, 7-.B,7. .. ... 7«<*. =3

(€) O7.. 8,7. »,> o ceeen..
gol sort r-epectiyg nent -k?- sa~bdlvislona <¥ s et dg S1 et eo”t
laosi rphes gn-tre fi1Hs

Le thcor&me es4 fcvid nt pcar s=3 , r qoelco™que , eine! que
pour ~=3 : gqueldconque

13 B6 dt'taon+re per rtcurrence swr r et s et applic&tlor des
tfcéor&sa*a d*1eomorphlera« ( Voir 7a- der '7aerden, | p.1,39).

Le thc.ordne de Jorde--BoOlder e- r «ult« Inm dlste'-.ent
Solert 3 et s* 3es d™ux sfrles ixnxor~kss™”™iiiii de compositiov.
du « oope G, 3 e' S* 3ci denn sCries Isomorphes qu’o" e d dult
p~r 3e thtorfcrae de Schreier , ? «i dIff&re de S que per des
rCpctl tl o?»¢ 603i-~u<Olen coires )onde>"t dea rcpttltlo”~s di.ws S*
en 1?s sopprlraent de pert et d’eutre, o« o0 6"corf dea>:. strlea
isomorphes ; or ce so->* 8 at S9 *

O* tlre eossl da tht or&me de Schreier ce t-htorferne I*npor-

t fint
S1 u- ,?roape odraet gne sirle dg conpon 111, r» j] pappe soO

ojna u«e tf13g stlrle ~?rr u— Bour*—-roepe 3w?sri 9"t quel conr->ae
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d Onné

Voix suasi pour o*« dernorer atien du thé oréeme de Jord&n-Htil der

pour der ’roupe? 0~ nécessairement finis

i.roether bstrakter Aafban der Ildes] théorie Ir» algébr©lechen

S«hl , und Funfc”onenktSrpen. * th. An». T 96, 19 6, P.67, prp. 10
Lfi di non» tr t>tion y e t dnn”~ce poor des modules

, méla 1~*

hypothése de 2s commutéatlvité n»y intervient pas

?3.- C n de rroupea fjnjg

11 rtsuite de 1e definition qp? tout troupe fini admet gng
série d« conpogjt* -n

Arrsr1on , fmeffet, roos-ih onpe i”~rari ont maximum de G,
un foa:'-’ioupe I~vArifirt tel g’ ’i3 n'existe pas de eoua-~roupe
intarisrt de G qui le contienne . On volt qu’an groupe peut
¢voir pla?iearr, *oun- rroupes invariants maxime et rue chacun
d’eux peut con#nc«T on¢ série de cnnpoaiticr, go'o"™ obtient
en met‘s-t aprés chaque nou9--rnope u« d* ses noul ¢igrrapes in-
variante mrxiraa { l'ordre der? cous-~roopes successifs, v« en
effet en déc olssont}

Le théoréme d Jordim-HOIl der en résulte eu moyen d’un rai-

sonnement p?r r currence sur le nombre de facteurs premiers

figurant d©na | ordre du groupe
IXf1l *11-- ; o< dit qu'un t oupe 'St résoluble quand leoi grou-
pes f cte’irs sont *o0o0:’ d’ordre pre ier . Cn voit tia ment que

tout sous-croupe d’'un frnup rts-lubie est lui—mime résoluble
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24.- Théoreme de Sylow

Ceuehy a montré que ‘'surnd O" tnnbre premier p divise | ’ordre
d’un groupe . il y e dsrs le troupe un élément a d’ordre p
( c?«st a dire tel que atk: S et que sa.p' E pour tout p* tel
que 0 “"plfp )

Sylovv a étendu ce résultat en montrant que

Si p est la plue grande puissance de p divisant | ’ordre
du ’'Toupe G, il existe d ~s g un sous-groupe d’ordre p . cuelcue
soit le nornbre s ( O/l s ¢r )

ITour rervoyons pour In dérnongtr ati on et pour celle d6S
théorémes suivants au mémoire de Sylow ( J'eth _.An”_. Bd 5 3.584)
ou h I ’ouvrage de Speiser : Théorie der Gruppen von endlicher

Ordnung ( p.42)

25.Groupea de Sylov-.

O» mpj)el]iFToupe 3 d6 Sylow Ei(t;LrJI/Bg_:J-roupes dont "oar venons d’af
firmer | ’existence et qui ont pour ordre p*I
Théo eme

Tout aou8-.Troup6 de G dont | ’ordre e t une puissance de p

pJ est contenu Sari un froupe ’e Sylow
Th<- oré'ie

Deux groupes de Sylow correspondait ou méme nombre premier
sont conjucués ( voir prg.5 la définition )
Jefmition ; soit 0 un engemble d’éléments d’u™ groupe G, 1’en-
semble des éléments x de G permutables avec | ’ensemble C , c’ésl

a ire tels que xCx « C forme un sous—groupe de G eue | ’on ap-
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pelle le -ormeli asteur de G

?ht- or ferae s

Le -0 "bre des* différents groupea de Sylnv: d’ordre p est
éfr.iil h D1"1ndex d.: r»orracl iaateor de 1 °un quelconque d"étre eux

Ce norubre est congre a un/rno'ul® &S0
V ¢S



Groupes completement
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V.- Prod-Ita directs

réeductlb3es

26.- IXfi~Itl o~s
O» 31t que le groupe G est 3e produit direct de A et B
31 3eb trois co-aitio™~a (J”n) so'-t v«.rifi<es
3) Aet B so™t des ;ous-“roup-'a lpvorlo~ts de G.
2) AB = G * 3e produit étant e~tedu au 2e-"3 ordinaire ( c’ést
A lire que AB représente 3,e”oemb3e des produits des tOeénie”ts
de A par 3es é3éme ts de B )
3} A/\B = 3 , c’est 3 dire que A et Bn’ont pas d’autre é3é lent

commua qup 3*a**[té

O« mo”~treJba eue ces trois conditiora ("?) et 3’6~£6ib36
des troi™ conditions (>>) tQitantff so”t équivs3««t€8
3) Tout c3c\'.e-<t g de G est 3e produit d*un tit e*~t e de A par
un élément b d€ B g —
2) TJ- t3éme-t a* g " ‘es* susceptible que d’u”e s*u3€ représen-
tation de Cf £?"re
ab = a’b* e”traie a=a* b=bf
3) Tout éléine-t de A est permutab3e avec tout cltne™t de B
ab = bs
Si G est 3e produit direct de A et B o* écrira
© ~ ¢X S ( 3a not>tion G = AB *U G = AB ey st 3« se»,s rappelé
p3u haut).
Si ( «at abc3len ft ri 3*opér«tior du oupe est 3* ddl —
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tior, or dit O, Bonm Irccte de A et E et c* écrit s
G« A+ B

gasrfa eue "6 co~faeior "'est possible

29- Jirtdo»

O* gc«tr ]Jiae 3a "otio™ & produit direct eu cjs de plu-
sieurs ftcteurr? en opi.rswt per induction comp3ete

T?009 rirors que 3g “~roupe G est le produit direct des sous-

groupes A_i A - a, - si 3e¥xconditions (fc) suivantes so"t
r *mpl ies

3) ~out A'“eot un sou?-groupe invftrif.nt de G

3) (G__* POUL P22 oo n

et on verre de mene que ces conditions sont <gaifvp3ent®9 eux
suivantes [fo ) 1
3) Tnut cl r*ent g de G peut se représenter d>*une maniere unique
eanane 3e produit d- n facteurs ,at. . Tipprrt€*S"t &
A, «a Vv *-—-——- A”*respectivement : y = e,a....eM
et un clénent quelconque d*un soun-r-rnupe A” est permutable
avec un levent ooelcn™oofi dfU" tatr« |»| -~roupe AZE(:

*>V W (p*pl

Cn vait nur n - oxoduit direct G =

3*ordre des foeteurs est indifferent, donc que chns'-ue facteur

A, n*n aucun ¢3t.-nert commun avec 3= A, .Aa ....A < ... A
r I a A* ]«
sauf B

V Bh = s



et d’axsroa 3e thfforeffl* 1’isomorphie : 9 /I,hij,r G/Bf." al

30,- Ptoptlitt3 des produits directs

1) 31 le ~roupe G est le prodnlt direct de deu"s goos-.”roopes
A et B r«apec+lVE€n«*"t 1so orphea a deux soua-groopes A et B
d*a« ¢rrouDe G* , ce groupe G* admet u- soua-gr. ope G i1somor-
phe a G et qui e31 1* prolult direct d* A et B
Aai A B :2r B 6ritraine t X 3 2~ A X B

2) Si G est le produit direct de A et B et ai G admet U" aoua-
grnape a’ ad «ttant 3u:-:0ene A conine sou:--/Toape

G=AXB G 7G ? A
G* est 3e produit direct de A et d*u«x autre soua—troupe { K sa-
voir 1M Zt”~rasction 3e G’ et de B }

Gr — A*Bf ( B* = G»/)B )
3} Si1 G est 1« produit direct de deux fTt»ctcure A et B adraet-
ts™t dea stries d™ eonnoeition de lon~ueura respectives m et
n , G adnet une série de composition de lo~trueur m + * paaas”™t

pas chacun de oet®™ facteurs

3 2 Groupe conpl fetene-t r dsctlbles

G™ ~it qu*un groupe es* compi etenant, réductible s*11 est

36 produit direct d*u~ "ombre d* p*roupe:> rimplea
G » A—A)-(AU* .......... JKA>
3es rrouoes G = Ai >Aa ........... A-v
G, * A X A __._A



1.-A.-27-

GRp.ir A1

forment «lore wune soit** de comr>ositifix d» lo”’oeor ®» do”t le»
facteurs so”t isomorphes a
1 w A, A
Il rt soite immédiatement do théoréme de 2ordsn-H83 der
quf 3« nombre dei? fréteurs et le? fecteurs eux—ménes sont dé—
termines per G a une iPomorphi < ptes
On volt eus°J c*ue tout pproupe iso”or™“he a an groupe cora-

p3éterae«t rédoctlb3e est comp3eteme«t ri'auctiv3e

33.- IDxcoXpositlon j Tun -roupe comp3eétf.-raFnt réductible
roue sto”*s 3e th<lorem6 fond ment; 3 suivant

S1 G est un troupe corn 3bternent r ductlb3e

et 1 H est " Boas-groope I"TTI~At dp G

3) H 631 facteur direct de G. ’est & dire au’ n peut 3ui bs-
socler un sous-Troupe E t«3 que G soit le produit dir ect .ie
HetB . G=HXB

£) le soug-jrnupe B est lui-m€me produit direct de certsl”s des
groupes LA

3) E est complétement n ductible

TXmonatrsti nn ;

On a : 0 = A |\ An
~d7ou -(1)6==H A A ....A_
ConRidtrons 1Pi produis ordinir'* H = H a~

Le 100B-gxooy« I-varic- t H/*a étcet .'ou”nooP« invsri™t de a,
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qui est simple . peut Stre égol nu*A 3fu«ité U ou a A
Dn"8 3e pr mier cas or» S

AR H YA,
ds**g le second :

H, = H
De méme , 3* produit HlAl est -yn'l h Hexaax ou h Exn , suivit
que n At= ® ou = a. cortiNUiINt 3r rurir;o no~t
de proche er» proche . «00S voyons qu’e« supprimat éYentue3d3e-
rnert au second membre de (3) certni®“a df8 facteurs A nous

pébuvo”s mettre G sou;® 3s forme d*u« produit direct

G = H/i Ait™* Ai¢xn . *Avv
SI 3 »o0n pose B = L ach 9
o> a G =E E 20 G/BQ Ad_' * . XAV’SO
A- J ¢t8**t 3 facteurs A de r r<setutio« (1)

qui ne figurat pes de«? B

Les modu3€s de hase fi"le <t 3er systemes hynercomp3eT.es
so™t. des -ro'jpec rf£ductih3es (por r«pport h 3»addition} ; leur
decomposjtion e* Fon-e directe jooero Ul rS3e fo~dmerti3 dor»s

3eor étude



