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1.-L.-1

A.- Caraotéris™tlon a»on# al afebre par ses Inv~rl . mta
isolant ™~ un corpo 41« noml»r«9 algéhrigvm». «t /" an«
el?&bre simple d« oontr© k , Hepp«l«na qu*il est usuel ©n

théori©® da cor?* 4« olees«« a’intyodoir* * mimbol"'fyw %e Ifo* %
» «0 corr©spondano®© univoqu* avea 3©a conjureées *éOlfe

y e fe *t qui s’appellent leo lIdéaux pr«»
mi~re a 1'Infini da 'k . * chocan d« c©o Id eux, co-respond
an© "valeur absolu«" d© qui «»obtient ©n e» oclant & an
niVbr« d« k 1« noibr* rt-o1l conjuré do /i dans ™~ ™ ;.i»s
jforn©tar* do N r ©lstlITOstont h o«tt© 1«3«wr ebaolu« ( c#««t fi

dir« 3© aorps dO« pu2tes convergent«a solvant c«tt© vol «2?

oboola«) ©st an coros iau .. laoaorph* ou corn» d«s nombras
: ||< ,I
résia , on pos* JL « y o o»
- , 1 J o», t *
Oeel posé* a chaque olo«a« { | dfalgébre* starpia*

d© c mtr« tel correspond pour cheque idéal pre der ~ fini
ou Infini un» olaaa« é*slgébr«« d© cantre £ ™ . «t

ceti« correspondons* est «ne horsoraorphi« appliquent l« grou-

pe ias ol rP8*8 d© c«ntr« «us un «ous™~roup« do “oop« d«s
clasesa de centi*« £ * , 110lt ce lernler groupe

De plus, pour ~/ ™ donné. la cl »sa« \ \ n« P«ut Star*
dans 1« corps gauche centeno dans la clasex \ * donc «n

tous ces, pour an nombr« fini d*idéaux pre 1ler«, ftoue pou-



vona dono ancore dire que noos «tona an« barnomorohie da

gro upe dea clsaais {Tf mir un goua-groap« du prodult di-

ro0l de toug les .

D’aotre neri, il rétalia de 1»esrposé ‘irde«'d«nt qua ai
{tf \ « 1 qgoel que oo0ll ip , on a Jr J » 1 . X,J»omomoy-
phie précédente est dono una ioaraorphis «t la clhioo
est bien d<£t<*r?ninée qunnd on connait tota» le» * Ncx»r
corset'risor Paaf a,,i* i«*®**i»nt9 noPrériques, il »affi*

ro dono de cer ct<riR«r ler* * [ .

Sapposona d’abord N fint . X« AMP gnnnhm A~ con-*
te.no dara* »dmet jjour soaa-oorp« oom”otntS % maxlnm la
aovie—o03?po rii at.lvaraent cyeUque non r”™i-fié ks
da degré recatif n égnl co d«¢jr$ré da $ ~ at por soitf

sa rapr™Banto canna poredait crolaé oooe le iorm?*

ou e eat on« aubatitutdon «igendrpnt 1l« /~oopa de @*IOis
de 'k-u ! 'k i . se isiet eross lo forme £ 7T 7 ott. £fL
eat arne «nilté da ]K N at T/ on nnmbra divisibla exocte-
tte/it par 3: preaiifcr >pulea**nca da e Cio-nd on se donna
e, d4tax uer 1 <a«0 da r”ate* a lequella
appartl)ant m no Aalo n , Sn effet, ~ eet déterminé &
un» norme préa d¥*icin nemore A* . Or un« onité oa un
An N y
nombre de la -forma TI >-  sorr da» normaa de H»*

lauro m set pramlar a n Ar *

B~otra p«rt# on pect cuoiair e d’one miniftre invari crm—



t® , Bn effet, on démontre en tlieoxie ¢ss corps ( Voir (1))
| , «xlIsfeenc© dTune opération A Mon A¢étiralsé* telle que,
poux tout entier A de , on ait s
s Af AT'l" ( moti. )
Oette substitution entendre le groupe de « [/ 4 et est
appel ée Substitution de Frobenlus »
En supposant s égaJde a 1? substJtntion de ~Pxobenius,

ect dono d<'tertiinkE per ~U" et par la valeur de m ao-

<?ulo n ~ |, ca encore par le gquotient — prie mod. 1
C’est ce nombre gfre Hanse appelle invar?a%t de }¢(joa
de |)f*ponr . D'ailleurs, al un© algébre quelconque”
de 1p classe \ rppr~ssnte sous la forme d’un pro- "
toit croisé \ VvV | « 3jl ou 6,at Lh<@ *xton8ion
cyclique non vssifl4i de & de n,~~ r on *

-jal. jr .jn. (loi. 1)

n»£ n”»

ai est Infini t N est isomorphe au corps des

nombres réels . Donc. { eat la classe des al*ébPdE de

matrices a coefficients f ou bien réels, ou Men oontenue

dans le corps des quatornions . Dsna le premier cas, on
[ ]

posera : Pzy { So ( mod* 1) , dans le second

tA 1A (52~ (mod.l}

T~ N\ \' ~ \ * sont deux classes ds centra t on

T

veérifie tout de suite que nour abaque ~ S



l.-L.-4

{rr'{ sC\n+ ~{*'1 (»»«.u

On peut donc dira que Ri3”™* 1311 Ot;pfiictare additif du
groupe dee ol ««»89" dTa3flfchres

pour que |j m1l . 11 f tf st tl suffit qus = U
(i"toG.1) . Il rcaadl tic le la que ]J¢ groupe des clesses dTal-
gelires si.-uples de <#£&*e fof£ est isomorphe au groupe addi-
tif des nombres rationnels { iaoS.l)

Nous &von« donc car ictcrisé chaque classe d'algébres
par un systéme fl’une Infinité dlinvari ants attachés ausr dl-
vers idéaux preniera du centre

Nous allons nous servir de ces Invariants pour r*lsoa-

dr<* le probléme suivant : h quelle condition, une classe

cPalgébres ad;.et-elle peur corps de décomposition un
aur-oorpa donné R d« U ? Pour cela, il faut et il suf-
fit que pour chaque idesj premier ~ de ~ soit
curpis de d conposi”ion u« 1 N étant 1Tidéal pre-
mier de ~ Otivisible par . Bn effet, on vérifie tout d6
suite que \ "k N . Soit N = (4~ : U™) ,,
Cn s-it que { Voir (2) ) pour que U™ soit corps de dé—
cotr.poci Sl on de e *1 fout st il suffit que N~ soit di-
visible par le degré u. du corps gauche contenu dans

ce qui s”exprirae par Iss congruences fi P; = 0O ( raod.l).
Ces congruences repreésentent donc la condition nécessaire et

suffi ahnte cherchée



I.-L.-5

B.- Belation entre les inTerlmts

On peut se flam™nder si 1e?? invarinr>t™ d’une slgebr®©
sont des ndtres st™ltraires on s’ils sont liés par des re-
lations léossnaires . Nous allons» montrer que c’eat la secon-
de Tiypo €frile qui est vraie

intre 1 s 1r?2«?-lonts olr'sse quelconque existe la
relation 1 f « v { . V#V9 6Pnn5sierong la marcha de
I's -Twa'l'onatraagion er «opposant, pour fAm~lifier an peu, que
tous les conic”u€s d« W sont im~rinaireg, c’est a dire que

nfvie pot» d’idinux premiers infinis

Lcme : Une algébre de centre -A admet un corps de
découpooltion fa jouissant des propriétés suivantes i

l°- U ost cyclique par >apport fe % ;

ae°- N eut circulaire par r apport a , c’est 5 dire_cont 6-t
nu dans un corps U ( ) ou N est une racine N leme de
1Tunite

3° Hn’eat divisible par aucun des idé aux premiers de

pour lesquels | J é C ( iaofl.1).
fin effet, conoid-rono le* idéaux premiers pour lesquels
t™ O O, boit pour |’un 3e oea idéaux, n le dlccriiaina-
teur réduit de .3l et un diviseur premier de ™ dans
N ~ 1P~ : kn est egol se degré relatif de
Il sui'llra donc de trouver un entlar N, premisr a cer-

tains idéaux i> , tel que, en désignant par C une racine



1.-L.-6

priiaitS'es R ilM de 3*anité » peap H le carpe -4 (f) . on
owrtflin aontet AMA¢éint "N idits U» Ar *e. décoapoeont dana i
sn idéaux premiere de dersees *«3 tif© di-risibles por oertain
nonbr e donnée a Ifov«M» . vn dénontre de <livereee nsniéres
goe 0Oe tela norabr«« e*i©tent ( Voir {a\ )

Oeoi poeé, désignons par /? on par-corps rei«tivement
efeélien As ~ . ¢soit N~ «n Ué»3 premier As A non r*»ifié
dona . vh démontre ( Voir (3) ) Inexistence a«an élénont
e do fproape ds aeloia ds k f h %sl qae pou* toutentisa? A
de . on oit s

8 A» AH N~ ( «Od. ™ )

s e*appelle eobstitutlon ds ?i«b«niiii de »~ » st ss dési r-ns

4*11 sb _ N .
par ( — ) on {— —) . ai y2. set on f»ot*ar pronier
de dfins 'va , on »

¢t étant on idésl quelconque de £ premi«r so disori«

elient reietif de A7 , on peut a&composer ~ sn 1Aérax pre-
N\

04
mlers i SO O Bl .en ~“ppolle embolo ,e Artin (Tfﬂ-)
374 substitution % :

~Ti H a4

1-1L-) r= 77 1-~~ )1
M .

do frroape de n / 4 .on constats que (--——-- 1 ne «hn”e
pas si on maltipils par la norme r«3ntlTe dvort idéal ds

premier ao diacrirainant ém ~ f 2 i

D* t-urtre pr.rt, on >=kcontre ( Voir (1) ) ra’il e lots pot*



eHagwe 1AITMI rr A & T*"lé dx*m ~ un ldéal

diilifit Tinfrr’-nc9 de -0 tel *«« . ¢iL "Vsi*»a»t «n fréteur

premier ««ne N . pour ou’iin AdMtHpé oc d« "n *®it
ror™? mfr r nport a d’un no ;W6 da ™7jz.* 53 ' *1l« «'t
11 gqil'f-fi2«« g*e N «nit r*ste nomlgo« A« raod. i #

5ira congru »w»d.:f & It norn* d*on nota'br* de ,
if 1« ~ fcnn 1L>IQ_|>#3‘£ du 7™ , «t lo produit dee
A. - r leurs «e tou*> 1«« 1 7Te«iax preniera ratifiés dnns

s* -srlle 1* H?2TLUSATILAZ A .
Osot t>o0sé, sra™n''>*onij oyoilique par r prort & :

«t aoit|)T”™ uns o7 sesse \'al zébres «© o*r»tra h. 9 admettant

nnm~« cOor»» de d-composition . Dnua une nlfrh\>T% de 1®

cl3«89 »« -"ottr™ soua 1? forme ( c< * A~ » ) , o' a
«et one op r tion * r-nt l« fxeop« de n [ 2 et oi an
él nt de . tfup as que “MiIrc ( upd. 1) poar loua

I HIflix pr*mi«T3 de -& rtnlfiém den« ~ . Cela Teot dira
C«# un iddal premier da -& r&mitlé éana ~ 0 et
divisible prr |’ idéal pr*lier ~ de ~ , 0 est norme par
ippTicrt a d*u& nombre de r?. , donc que cV est resta nor«
vwoMia mod. If~ . Coine on peat aans changer j t multiplie:
Noopri I cnme d*un nombre de r{ # en peut supposer e 1
( 2 f iy | p*ci* ~«r lIdéaux iers~flnis 6i dfiéea dsna

r I
srSt .isy' t:n 1dé »1 premier fini de ~ non ramlfld dans A
et M an tnm:>>rs c*ivisibl« por , non par . ¢ Toit
N <Y 1 plua haute puissance da ejui dirisa doit

d*¥autre part t



( '™ A 'b
rn dé ntr$ f»clif-at-nt qcc ( \tNI S—~_I:%~— ou n #rt le
clarrré d'i N% P& rfoport a . Cn r. dorse s
T P =— £ n Ta
"Fy~ a " Y

D*©otr« T>art s

N\
(A%/vc. ) = 8 s_,);/r «y

ij. )

fiUT «rr-on  "“inten rt rlas *ae H so.it r~ ~tenn ftr,ng
un f*ojrp* & ( N ) iti Nownt 2™ TArlne rr5MItTv#  171€7%%e
r« 1*imité , S éet«Bt un «ntt*r nre-isr «tt t&"mr ~ ramifiés
Srmrc  h

Ttono si ™~ *»t un fsotoor premier de N dons , *t</
tm ddvitsr wfiiky @Nd dnns h # N «et norme do
a d*tJn -Aon'br? Ar ¢ nonit 1! a”t rsat* nomic«« de
»jvinir) n’5*«N«nc# o<t . Ceoi étant yrsi peur toas
If* ffctfors wrer i*rr? - K «»t rente normique mod.N
«t on nes»it. 1 iTm#(Mr «onf» r *>i*tTiet,5on <** 1 (mod. 11 ) ,,

I?»/i»7tr« rsrt, si IBC «pt tr'Tilsr a H, or afcontre fnci-

Tement que

/L IT AK
(IK-_ g * &

ffc * riw ( )|
d«o” "-) G « ~
(=)
TtiM 1le » or nfr *»? a de "k ét«»»t imaginai rer , on s
X {d ) 7 o 1 O 177 (oc ) I > H ( ) 3 2 (p10d.Wj,
«t - 1L ) = 1

(ot)



«

On en déduit t 21 SO ( mod. n ) «t

(1) L rt,,a * 1 ss<* 3 >

foot« algébre uimple ayant, nmu -vertu da l«nme enoiie* plue
han't, an oorps de déooracz> «@tion cyoHqtJ« circolair* e”~tis—
inisrmt aor crndi tione Inpoeéea a K I Inyr T1lnntm d«
toot¢ alebré s3}f<pla 4« fortii « 0Gtl ?font h la 7 *3sti on
préet d*nt<*

3«it maintenant iR vn carpe de déoo«po«llion cyol lqu«
rpal eenen« A« r <t «oppoeona <s 1 ( ad,f) ou f «at 1«

condnctaor d« fs i Alora 4« 1» reintlon ~P s y ( ”~od. 1 )

on d<~rtwlt i«vereem«nt qu« !
(. IL_ ) =
(oi )

Hou« 8TOQP donc démontré qa« : ml & «st un gar-corriS
yelat iT«ment cyolloo« d« K . de oondwctaor AT, Aé-
p«nd gq« de |[o ggjggJfIM yBJ 3»quell« epp«rticn» <tt ; c*«g
% rtlr« (—~—) rr- adinn.r« par *x an "™ltipile -W rr un reonbr«

Oet éTLtsncé eat cenno »oao l« nom d» loi de r*'ciproelté
?s  atin . Il «et lo3ivi]J«nt ™ 1« rflatlon (1)
psrt, c*tt# r !tr>tlon b* t pwr moyen« pnr”™~nt srith
r-étlr* n<ifl dn lercoe piéeed<«/it
puri, on i'oiatrite au* le Ini de r*ciproci

pesinct d« concuruis*« dT«nr m«n! purement or lthta; tinne 1»
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thec*Ti€ d«s corpe de # «t pnr aalte de d¢raontror le

the «rémo iOi,0 .niente»1 «sur iee sl/a-Ohre»
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