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LABXTHVBTIcafi 1&H3 UH, alGEBitK SIMPLE (suite)

flot liions . - On désignera pa-r K un corps qui sera ou un
corps de nombres algébriques ou un corps de norabres -a-
diques une algéebre simple de centre k, qui sera nl-
iceébre compléte de iwvtrices sur un corps gauche . On aé*r
signera par l1*asptam aes entiers de k ,,

. - *SAXBIA .

On cherche a dyfinir dIis If~ une notion d'entier. La.
premiéere id«> consiste a appeler entiers, les éléments de

qui satisfont d ns k a une équ-tion a coefficients entiers,

dont le premier coefficient soit 1 . M=>is on trouve qu’en
général ces éléments ne foraient pas un uxzienmu . On est alors
conduit a utiliser la notion d'odre maximum , introduite

pnr tfeil dans le preoédent exposeé

D*une maniere générale, on appelle ordre de ~un
anne?u , contenu d”~ns /[ r . contenant rfVv' , qui est -
module fini, et qui satisfait a la condition k ~ - T

Lu troisieme condition peut se traduire de It* maniere sui-

vante : soit ( u-.,Uo........ uTl une k-base minime de /r
y ) S ]
Les «luments de V étant mis sous la forme A.d: Uj

C 1
('c k ) ,il doit exister un entier d de k tel que, pour



tous les Olemente de ‘ii , les produits S soient en-
tiers. La dexniéeéro condition signifie qgque tout élément d®
ns peut otr© amené dsns @n le ‘ filtipliant par u&
olément eonTenabl© de

O ppelle ordre maxilum (o.M} un ordre qui n'est
contenu dans aucun eutr© ordre

Il est clair que si 1f CBt un ordre nmaxinum, &t &/~
Iiin élément régulier de , cf Cf est encor© un ordr©
nmexinum . Dans le cas ou k est un corps N —adiqu© et ou

, r = a , 1l n'y a come on | fa ru, gu'un o.m. Dns

tous les autres cfs, il y en a une infinité

Oh poeile (Artlzt) idéal a gauche ( ou a droite) par

rapport a un oom. J - un "jf- -emodule a gauche (ou a droite]
fini contenu dr,nB , et contenant des éléments do©
lious démontrerons les propriétés suivantes des i 6auz
3i 'C]: est un -idéal g’mche, lI'ensemble des élé-
ments & do T tels qQu© aS-ify ¢ \C ©st ; l'enseiabl©
des éléments ' utie que -Vick* ¢ est un ordre nmaxinum a

en général ©

et 4T s'appellent ordre a gauche et & droite dS

4U
Lh idéal {JC posséde un inverse, c'est a dire qu¥il
existe un idéal "tell que N ~ XX, IX =
XX mest I'on eable des éle :ients [ Be tels que
= c A-a c

Q) remarquera gue si un ordre est tel que tout -iT



1.-J.-3

idéal & gaucb© ML possede un invers© Mt_ltel (s IS

Mt Afi =S # s[i est maximum . En effet, si ©st A
ordre contenant ~ I ©st -»idéal a ¢(cadi© . <t
AT’ - . jsn multipliant par i1 ™1 il vient s * N

Un idéal ~-A est entier gu”™d son inverse contient 1.
©»est a dire encore gu™d il ©st contenu a™s ses ordres
a ¢roite © a gaueilie . Un odrx A/ étant -aoduie fini,
satisfait au Teilerkettensata pour les idéaux entiers a
genoh© (ou a droite) . Il en résulte que tout idéal entier

Mi jt AT est divisible par un idéal «ntier maximum 7?

( c'est &dii© qui n'est divisible par “~ucun aatr© idéal

f {7/ ) ou irréductible . Si Vt N /v , cet idéal qui
est entier, est encore divisibl© par un idéal irréductible
JIN, etc .... Onh en déduit, en vertu du Teilerkettensatz,
que

Tout -idéal |. gauche entier se décompose en produit

de f acteurs irréductibles

Cette décom osition n'est d'ailleurs pas unique

I1.— Q-8 XS QOMgs 4" ~.<ul-r\h*im

Pour établir les propositions précédentes, nous pren-
drons d'abord le cas ou k est un corps de nombres -adi-
gues

Mbus introduirons un module de représentation nt do
t/ d«tns /pi ; ce sera le module des formes linéaires a n
variables u”, il,; ... u , a coefficients drus

est/610dule droit , et toute base ( Vv», /g,



z z

de v conduit & une représentation, qui associe a l'élé —
Taent g / f'la raatrio® ( ai ) définie par
i ¢+3
Y>> 21 oS _my (i *1,2 e, n)
J*1 a w
Uécipro queuient, étijnt donaés n éléments = ... v\

de Nox Rl y & upl élé i#nt ¥ de et an seul tel gue
viy —~— W (i1 - 1*2........ n) .

fious désignerons par AT Ifordre uiaxiiaua de fit et
loué ooiididiirerona les divers -i™-uodule3 finis de
r-«<ng N cou ut.uce d™s * 2our N 15uun d'eux, nous introdui-
rons 1f nneau 3 élogquents 'f tels que C '¢fejf ®st
un anneau qui contient , et Nui s-tisfait &Z'if - T
D'autre part, AT étant un anneau a idéaux tous prino ipauac,
f3fc poasede par r. pport -Af une o7se minima ( ... Tn)

et 6'éurit ;

TL - AT V]I e&&#yvf] @) (&> VN
en voit alort» que les éléments de sont ceux qqui, d™ns
la représentation définie par le. base ( V™, T vn )

se représentent par des matrices a coefficients entiers

il on robulie que Al est Af -taodule fini, dune aussi —
module 1iui, et est un ordre
Soit Ot on A) -idéal a gauche . On constate tout de
suite que A est un r/joaule dt' qui satisfait au* meutes
conditions que Ai . Donc se met sous la fonr.©
T > AT- 179 ~“TT» (9 . @ >

n



1. -J -5

Soit < I'élément de ,f défini pfr les formules v y? =v*

(1 * 1,2......... n) . Il est clair que ~ N . Je dis

g vi N (i1 =1,2...... n) . "S5 effet,
soit u un =le;:ent qucloonquc de ¥ . L'élément de J*
défini par v. £ ~u , yj f ~ 0 (si jJj ™~1 ) est dsns
; donc -v 1 -yt . Connue d'autre part,

formule cet démontrée

-3 Cn «il déduit T W* A . Donc , pour chacu# i,
At contient un élément tfL tel que v iffu = v]
Joit OL 1*élément de ~ défini par v. (C = v}, v.. = O,
{J 1) . JroUaent XfAtf} est dans AITL" , et on fi ;
vd (L6~ ) = v {i =1,2 ____. n) . Cet olét&ent est

donc égal a Lf

Itou» IK ~» ~ . ¢-als » N N s N A r/ -
donc ™ Y NN . On en déduit Nest
un idéal principal |,

L'ensemble des éléraenta @ tels que 1Uftpc est évi-

dearaent , et ou a mLf — AX = . Xne
posgsede un inverse ; il on rasait*; comme nous_ol*avons

vu, que iX est un om. L'ordre a droite de ' = X < est

évidemment N X cf N cjiit est un o.m¥*, oai la trans-

formation p*r f produit un isomorphisme intérieur de
Tious avons déiaontré dans le e s considéré les propositions

annfoneécs . lious nvone vu de plus que tout idéal est prin-

cipal, et qu'un o.m. est l'ensemble des éléments de /



qui, dans une certaine représentat, on de /™ dans fi BE

représentent p -r des motrices a ooefiioientB entiers

Uherohons maintenant les idéaux bil> téres . Heprcnoat
les notations de plus haut, il est clair que l'ordre a
droite de 'Ai est l'ensemble des «lé”oents de tels
que Ai 9 tyi , Si A/L est bil» tébre, cet enpe 1ble est A
On a alors vNh'o' = T7C . -tf' = 7t « Dans ceol, r=

Nn'‘est -ssujetti gqu'a etre un des dlumerats d'unie base rainima

de va . Or, soit I'ensemble dAes éléments ce de tels
que vl c , -vits est idén.1 pnr rapport a t et
se .aet ptr* suite sous la foru-e . Onavu dms
1*exposé sur les modules, que est un sous-modul«
primitif de ~ , et que par suite, c* v peut étre pris
pour premier élément d'une base minima de r* . Done

UV Ar= 71" & yc. (A peut écrire aussi, 71 '= dzZ*
ce qui montre que "~ ** . Donc

Le:z idéaux bilateies par rapport a A~ sont les ~ -jf'

ol 4n est l'idéal premier de Ji

111.- C»0 HD ONKS BM¥ JiONii-F-o ,-LGDH3iU BES

Dans ce cas, la méthode introduite par H”ese , qui
s'est montrée excessivement féconde, consiste & considérer
suceeseivenent ce qui se p sse d™ns tous les copps -J? —adi —
ques relatifs Jux divers idéaux premiers de k ,

i*our chaque -h" , hous introauirons Jc» qui est u©



algebre simple u de centre k . Lt-s éléments de

peuvent Ctre considéres aoxv«e limites de suites ¢ ’élemente

de t d™s le sens suivant : soit (= e u™)

une k-baee de * . Une suite ¢l S'éléments d« J
«ouTorgorii pour ~ si1. p.ur oT7T.™ 1. les form at
une suite convergente, dont lu limite est o0™c . I»s limite

de la suite sera »-lors par définition I'élément U.c"¢

de £. . ( 0il verifix tout de suite goe cette notion de 11-
Ir
Taite est indépendante de la base choisie) . S ét>*nt un en-
JuoBix semble d'eiements def , on désignera par S | fen-
\Y

se Jjlc des limites des suites d'éléments de E

Théoréme fondamental de paasage.

Soit HiZ un Pft -module fini tel que Ik /MWa® Xrm . _ «st
la partie ocomaune AN L et g tows les 7?WTt/_ »SSi (7 est
un autre module du mef®e type que 'Af , onm a pour presque

touprt les At " Enfin, gk gn 88 €BRAAE PBUF
ohagne 4™ un W \{fiowdule fini, tell. QueJE ; K

de maariliére a ce que , pEour presque tous les d/ » op ait

N Y= hi{fi ! | lintersection aveo _JIT de tous les ™ eest

ulx module tfC tel que, pour- tous les , on ait \ ~

1) PourPburptenpeeeniprertpertidé, sufFfeu fdatmecet neontqes que
si M est un élément de //fcomtemu dars tous les BRI t &
est d?na N . Sait (w, Ybeuccox ) une k-base mimii-

F-A
nma de §Jj D , &t V s NEEui ( oV < k) - S1 nous



mettons les éléments do - sous la forme 21 //[$Lw fi
décrit un idéal de e L'hypothése C~™.entraine
cl C ivt, ) quel que soit . @ a dono r

» \' w y S S
et par suite il y a un élé'oent f d# dans lequel 1«
dernier ooefficient est oL < % anl» Lf ~ I‘AH):inl
et ‘ Clftt% quel que soit : . M en colnclut cCoNmMe
plus haut qu'il y a un élément %Tf—l de Iffa de la forme
N1 11+ /712 U2 -~ =, f1*-* "h-2 + ~ B-1 nK-I -
Q) forne - tfN,2. * ~2~fa-° * on oontiJI=E de
maniere . Fin Leuiegit, ge raet sous la forme d*une sénme
(f (f e + (f~ d'éléments de , ce qui démontre

la proposition
2) Prenons des bases ( v, Tg,e==.~- Vvhi ) de N et

{ W\ WH.ee. Vg ) de . Il existe deux éléments <X

de ft tels que

1) o a Tg ... d \jj &oieat dans ;fé

2) BWH /I "2 .12 /E i 86IeRt €ans

Supposons ~ premier &O0tit . Alors NN NONAN
Mails & ml # B> Sont d ns . On & doue N oA

3) Prenons un élément 2- u® de 1 . . Pour ohacmae
mon & des détmimpositions @4 m &L#M Thx 1 —% C k#

c £~ . ( 'F7 représente tum élément de divisible par
No) . Il existe un entier mPO tel que si m ¥ MO » les_
‘IImUJj soient dans oL .  a alors = liair c® m

y
NoY ta =Tel"u est un élé ment de 1$ « qui est drjas

$



ai b X2 m .11 existe d'autre part pour chague mun
. A . ]
entier < de 4" tel que $.a ¢l _soit d:ns
Tretteno bous la fo rti©o "AX- % ( A J =1 . Alors

si Ag est un idé*il premier f ~ , 1l y aun entier 3»

divisible par <<t et prenicr a , < est dans
— < m m
et d-ns . sl N J * donc auS8i d: ns presque
tous les ; amenons an entier premier a tel que
tf soit «Bifc! - Alors 71 « Y » £* -C«ClLeet
o1& a
dans , et ~f est premier a . .0Doc < est dsns
a / \AY;
Qoiiuim ¢ = lim.p N sst au¥*al dans >>
? m el

uonsfcqis nces

Admettons l'existence drns in d'un om. 4T . Alors

pour chaque , -C eat o.:«x. do ™ . Kn effet; si pour
tua N était contenu d:ns un nutre ordre, , | T
intersection de v ™ avec tous les F>Jp ) et avec
serait un ordre ® contenant yC et £ if* f ce qui est
ir1r:1possible
Soit un idéal a gauche par rapport & 2
Les ensembles des éléaente oS t & , tels que N N

yiK o' C'Vt sont respecti venent; les ititt;ri7%ectin& de 'if » »

avec tous les et vec tous les ordres a droite

ces Idéaux M . Lle prt.aier ensemble est AT ; le second
a . N Ir :

est un -modula fini de nméne r ng que : e'eut un

ordre/™Mui est nmaxinum puisque chaque * est nmexinum e méne,

I'ensc able des éléments /b de ~"T"tels que C ° est



|l "ibtereeotion de -"~avcc toue les . G*est évi-
demfuent un  -idldal a droite AK -1 ; des formules
Pvﬂ’yfhKv-'tL =4 - . » &° , en déduit Afclcr 5 v
¥ - w &-Mf . Llees thgorémes fonddvhaomtux sur les idé-
aux sont donc établie
ur ‘nt donnés un idéal ™ dont l'ordre a gaauihe E&st

AT et un idéal premier »~ de B , on désigne encore par

l'idéal Meman do é N for & de 1°ini;ersemxct ion de df avee
tous les N NN ) et avec [N . CTest un idéal qui €
mérae ortire a geuche que M , et qui n'est différent do

AT que pour un nombre fini de ~ 1 E> E*'ppel i®® corapo-

8ante de AK suivant . Om &2 , si

Supposons maintenant AKX brllatére , et fomaons le pro-
duit 3€ sTHMY , le produit étant éten&®u a tous les idé-
aux f-t rangéé* dans un ordre quelconque . Alors , on & #
pour chaque * d“aall Ki m At : un idizal

bilsteére est le produit de toutep ses composantes
D*eutre part, A/t étant toujours bilatére, on a vu que

est de la- forme AS",’\"‘A)’{. » ou M @t l'idéal pro-

L 0
mier du corps gauche < sur lequel (Z{ est algebre de

maticce8 . Ce cans gaoche @@t contenu d ma * C“ par
suite , on peut écrire , oua -J est
I'idéal bil#tére maximum (ou premier) de ~ . On &edigne
encore par ~ l'intersection de  avec l'idéal de

XT et avee tous leB#r( & *j ) . C'ebt I'idéal bilatére
[ 1 1 J



premier de h & K~-at % . IX résulte de la que ;
tout idéal bil itéere se décompose en produit d*idéaux bi-
Xatercs premiers ; le produit de deux ideauac biXateres re-
latifs f un NBoge j.m« eat cjnrautatif et par suite >Xa déoom-
position en idéaux premiere est unique a Xlordre pres des
frotearg . Tout idéal bilatere roXatif a X'o.a, de
TV est de la form© -atir , ou Arp cet un i.déal deAL -
Pour chaque idé”~l premier » de k t 11 y a un idéaX pre-

mier biXatere ~ do j , et on a ou a

est >& degré du corps gauche seabX&bXe a d<i



