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Séminaire IELONG | 701
(Analyse)
4e année, 1962, n® 7 10 avril 1962

NORMALISATION D'UN SOUS-ENSE:BIE ANALYTIQUE COMPIEXE

par Walter THIMM

1, = Introduction. Le but de cet exposé est de donner une démonstration d'un

théordme (cf. §7), dit théoréme de normalisation, énongant que le normalisé A

d'un ensemble analytique A porte une structure d'holomorphie qui en feit un .
espece analytique complexe. On revient donc sur un exposé de K. OKA, Remarquons

ue our obtenir une notion d'espace analyticue, on est idé par deux principes.
b 1 3 A

Premiérement, on désire la cohérence du faisceau de structure d'holomorphie,
pour pouvoir appliquer le théorie des faisceaux cohérents analytiques avec toutes
ses conséquences. Deuximement, on demande la normalité du faisceau de structure
d'holomorphie pour avoir & sa disposition les deux théorémes de Riemann sur le
prolongement des fonctions holomorphes. Ce n'est que par ces théorémes qu'on atteint
34 une théorie suffisante des applications analytiques. La premiere condition est
remplie par les espaces complexes de Serre.; mais ces espaces, en général, ne
sont pas normaux. Les premiers exemples d'espaces complexes normaux sans caractére
de variété ont été les espaces étalés de Behnke-Stein [2], pour lesquels la cohé-
rence du faisceau de structure a été démontrée postérieurement. Ia démonstration
de Gravert-Remmert [4] utilise le théoréme de normalisation dont je vais parler

dans cet exposé.

2e = Soit G" 1l'espace de n variables complexes. Par © nous désignons le
faisceau d'holomorphie de c® . Soit A un ensemble analytique dans un domaine
ouvert de % . Nous appelons @ le faisceau des fonctions holomorphes dans la
structure O , s'anmulant sur A . La structure O induit sur A wune holomorphie
avec le faisceau de structure §h . Toutes ces fonctions sont holomorphes au sens
de la structure O, , c'est-d-dire traces de fonctions holomorphes dans les ouverts
de C" . Sur A » le faisceau O, est isomorphe au faisceau quotient 9/a « Comme
les faisceaux O et « sont cohérents, d'aprés un théoréme connu de la théorie
des faisceaux cohérents [5], le faisceau 0, est aussi cohérent. L'ensemble ana~-
lytique A , muni de la structure d'holomorphie OA est un espace complexe au
sens de SERRE.,



T=Q2
3 - Dans un espace complexe s2u sens de SERRE les deux théorémes de Riemann sur
le prolongement des fonctions holomorphes ne sont pas valables, en général.
Rappelons ces deux énoncés :

1 Soit M un enscumble cznalytique de codimension L dans une partie ouverte
U de A .S5ils fonction £ est holomorphe dans U=~M, fe0,(U~HM) , et

localement bornée dans U , il existe une fonction f' , holomorphe dans U ,

ft e QA(U) s qui coincide avec f sur U - N,

2° Soit M un ensemble analyticue de codimension 2 dans une partie ouverte

U de A . Sila fonction f est holomorphe dans U - M , il existe dens U une

fonction holomorphe f' , qui coincide avec £ sur U =1,

4, - Maintenant nous construisons un faisceau analytique M sur A qui contient
Q et qui est composé d'anneaux de fonctions, pour lesquelles les deux théorémes
de prolongement sont valables. Soit U une partie ouverte de A . Nous disons
qu'une fonction f est presque holomorphe dens U , s'il y a un ensemble analy-
tique M de codimension 1 dans U, tel que f €9, (U~M) , f£ étant loca~
lement bornée dens U . la fonetion f remplit ainsi les hypothéses du théoréme
1 de prolongement. iizis comme ce théoréme, en général, n'est pas juste pour un
espace complexe de Serre, f ne sera pas holomorphe dans la structure q& s Alors
le faisceau M sera défini comme lc faisceau des fonctions presque holomorphes.
De cette construction résulte sans peine que, pour les fonctions presque holomor-
phes, les théorémes de prolongerent de Ricmann sont valables. D'ailleurs les
fonctions presque holomorphes ne sont pas, en général, univalentes. Elles peuvent

avoir plusieurs valeurs cr des points oi A a plusieurs germes premiers.

5¢ = On peut sussi caractériser le faisceau N par une autrc méthode. Soit x
un point de 4 et ?&x 1'annesu des germes de fonctions holomorphes de lo struce
ture Oy en x . Nous formons l'amneau de fractions Qx de QAX : QX est 1l'en-
semble des fractions _pX/QX , Ou Py et q, @appartiennent a ?AX
non-diviseur de zéro. Partent de Q. , nous construisons la fermeture entiére

, et q_K est

est l'ensemble des ¢ de QX qui satis-

algébrique de @ﬁx dans Q_ Ny

font & une équation algébrique

-1
(PE + a; @: *ees+a =0, a,e GAX s A =1, «eo ,m.



7-03

En général T aurz plus d'éléments que O _ o+ Si N_=0_ , l'ensemble analy-
x 1 x T X
tique A est appelé normal en x . Si A est normal en tous ses points nous

dirons : A est normalement plongé.

Lvec ces anneaux ﬁx on peut foruer un faisceau analytique sur A + Ce faisceau
n'est autre que le faisceau M des fonctions presque holomorphes sur 4 . Donc
on peut aussi obtenir le faiseeau N & partir des anneaux T qui sont les fer-

metures entiéres algébriques des O . dans leurs anneaux de fractionse
A

4e = I1 y & encore une troisilme caractérisation du faisceau M, due & H.CLRTAN,
On peut construire un revétement A* ge A y tel que toutes les fonctions presque
holomorphes sur 4 deviennent sur 4% des fonctions univalentes. A* est 1a
normalisation de A « Lec points de A* sont les couples (x , ﬂ&) s O X est
un point de 4 et T est un gerne premier du germe analyticue de & en X .
Ia projection @ de L¥ sur A est définie par a[(x , nx)] =x o On peut
minir A¥* d'une topologie telle que o soit une application continue. On peut
définir alors sur A* wune structure d'holomorphie, par exemple au moyen d'un
préfaisceau n* . Soit U wune partie ouverte de L&Y ¢ 1a fonction £* sur UF
sera nommée "holomorphe" , f € M*U*) |, si elle est contimue dans U* et holo-
morphe dans la variété complexe des points ordinaires de U . La relation de ce
faisceau M avec le faisccau T , que nous venons d'introduire, est la suivante :
N est le faisceau image d'ordre zéro de n* y c'est-d-dire s Soit U une partie
ouverte de L et S 1'enscmble des points singuliers de A dans U + Une fonc-
tion f définie dans U - 8 est presque holomorphe, si et seulement s'il y a
sur U = ?%(U) une fonction £+ e N*(U™) , telle que l'on ait f = F o

sur U~ 8,

-1
a

7. = On peut alors établir le théoreme principal par deux formulations équiva~

lentes @

THEOREME principale.

N . R * .
Premidre formulation. = La normalisetion LA™ de A , munie de la structure

d'holomorphie n* , st un espace complexe de Serre.

Deuxiéme formulation. - Le faisceau analytique Tt de presque holomorphie sur

L est un QA-faisceau cohérents

La premiére formulotion explique le nom Rthéoreéme de plongement normal', car

- 'y . * « 2 2
elle signifie : Chaque point ¥ e A¥ posséde un voisinage U . &vec 1la propriete
X
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suivante : I1 y a un systéme d'éléments de ﬂ*(U**) : @f y soe W: , tel que

x
1'application @* , donnée par les équations :
*
= >\.=l eee r
I @x ’ s 9 ’

représente u* topologiquement sur un ensemble analytique K', normalement plongé
dans un domaine ouvert de C' . En outre @* transporte la structure d'liolomorphie
induite de K' sur UF y c'est-=a=dire : Une fonction £* sur UF est hologprphe

dans la structure 7* si ot seulement si ; =% ¢~1* est la trace sur A d'we

fonction holomorphe dans une pertie ouverte de c? .

La deuxiéme formulation découle de la premiére 2 cause du théoréme de Grauerte
Remmert [5] sur la cohérence du faisceau image d'ordre zéro qui est valable pour
1'application holomorphe non dégénérée a « Dans l'autre sens, on opére sur un
voisinage de ¥ e a* » en choisissant comme systéme ¢f g see w: s une base

. . *
de cohérence de M au voisinage de x = a(x)

8¢ = Nous démontrons le théoréme de normalisation en démontrant la deuxiéne
formuletion.

by

Toute propriété de cohérence est locale, et se rapporte & un voisinage, conve-
nablement choisi de chaque point de A . Nous prenons un point x de 4 , quelw-
conque, et prouvons la cohérence de N pour un voisinage convenable de x » Main-

tenant voici quelques gimplifications de le situation du thépréme.

9- = Prenier pas. Sans restreindre la genéralité du théoréme, nous pouvons sup-

poser que L& est irréductible en x .

Soient T A=1, .., r les germes premiers de L dans x s et soit
Ui un voisinage de x , de sorte qu'il y a un représentant analytigue ey de
chaque ?kx dans Uk o Désignons par ﬂx le faisceau presque holomorphé¢ sur
7y o Alors dans U, N est lo somme directe des Ny o Lyant prouvé le théoreme
pour le cas d'irréductibilité nous avons la cohérence de chaque Ty« I1 s'ensuit
la cohérence de N par un théoréme sur les faisceaux cohérents ([5], p. 400).
Dorénavent, nous supposerons que / est irréductible dans x ; soit S 1la dimen~

sion du germe premier de L dans x .
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10s = Deuxitme pase Il est permis de supposer .que L est normal en x , c'est-

a=-dire N =0 .
X AX

En effet, quand 5 ne posside pss cette propriété nous utilisons une néthode
qui sert en géométrie clgébrique pour obtenir la normalisation d'une variété
([7], pe 149)e Lo différence est la suivante : En géométrie algébrique, on obtient
par cotte méthode un plongement normal de toute la vericté, elors qu'ici nous ne
normalisons qu'en un point. liais d‘'aprés la démonstration de coheérence, il sera

évident qu'un voisinage de ce point aussi sera normalement plongé.
Cette méthode opére ainsi :

Parce que SRX est la fermeture entiére algébrique de O x dans son corps

A
de fractions, ﬂx: est un O _ -module fini ([6], ps 133), c'est-a-dire : il y a
L
My, € ey A=1l, eee,r, tel que tout élément ¢ de T posséde une repré-
sentation
(P=alnl+.‘.-+arnr' aXGﬂAX’ ?\.:l,.-.,r .

Nous écrivons ce fait

(L) mx = (n1 y **c nr) QAX .

Alors nous définissons l'application suivante :

. n
Soient x; , ees , X les coordonnées de G « Posons :

yA:XA" )\zl,...‘,n y
(2)

p,:l,...,r .

Cette application transforme un voisinage U, de x , Ux C A, en un ensemble
analytique A' dans une pertie ouvertec de ™Y, Parce que A est irréductible
dans x , les fonctions 'y sont univalentes dens x , et ainsi le point x va
en un point unicue x' « Les n premiéres équations de (2) déterminent une pro-
jection 5 de A' sur Ux qui est une application holomorphe, propre et non
dégénérée. les normalisations de A' et de U sont identiques. Nous avons

le diagrarme commutatif suivant s
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A¥n gt (Ux)

/\
U < "
X <

a’
Al

Nous désignons le faisceau d'holomorphie induit sur A' par ©f, , et le faisceau

de presque holomorphie sur A' par R!' . Alors :
n=a (n% no=al(n®) n =m,(n)
Y ’ =%0 ? =70 ’

o Ay, af , Ty expriment le passage au faisceau image d'ordre zéro. T est

cohérent si et seulement si M' est cohérent, car la cohérence de ces deux fals-
. . s * .

ceaux est équivalente au théoréme de normalisation pour LY (cf. § 7). Par consé~

quent, il suffit de démontrer la cohérence de M' dans un voisinage convenable

de x' .
. Y * hY
Remarquons : 1!, = ﬂx , car ces anneaux sont isomorphes a N L2 o
x x
* -1 -1
X =a4 7 x=a' " x'.

D'autre part, & cause de (1) nous avons :

SR;C, =an: (nl g oo o ﬂr) GX C (nl g oo ,nr) GA'X! .

4
Cependant les germes de fonctions np appartiennent a o Lt » car ils sont les
At

traces de yh+p sur L&', [cfe (2)]e idnsi, on a @

gg(l c Gl'&'x, .

L'inclusion dans l'autre sens est évidente;ona : Mgy, =0 4y c'est-é-dire :
At

At est normal au point x' .

Pour le reste dc la démonstration, nous supposons que L est normal au point

X o
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11 = Troisiéme pases Soit § 1'ensemble des points singuliers de L 3 & est

un ensemble analytique. Si L est normal au point x , la dimension du germe

d'ensemble %x est £S5 ~2 . Il s'agit ici d'un résultat purement algébrique,

ct 1'on peut appliquer la démonstration usuelle en géométrie algébrique ([71,
pPe 143), Unc autre démonstration a été donnée par LBHYANKAR daas un travail

récent [L1]

12+ - Quatriéme pas. Le point x possede un voisinage UX c &, pour lequel

est défini un dénominateur universel & € OA(UX) .

Lo signification d'un dénominateur universel est la suivante ¢ S1 y € Ux et
?y € ﬂy , 11 y a une représentation :

=0 /8 & 9 .
2 by =2/ y S,y

Cette proposition est le lemme de Osgood. Nous avons besoin de ce lemme seulement
au cas d'irréductibilité de A dans x j on trouve déja une démonstration de ce
cas spécial dans le livre de OSGOOD ([8], Pe 114), Remarquons en outre que le

numérateur éy est déterminé uniquement par @y .

Nous introduisons zlors le OA-faisceau de toutes les fonctions qui se présen-
tent dans les quotients (3) comme numérateurs : Pour tout point y € Ux y Soit

l'ensemble de toutes les ® €0 de sorte que ® /6 € M ¢ les anneaux
Ty y ooy que &y/0 € s
déterminent un Qm—faisceau J e

y

13, = Cinquiéme pas. Les GA-faischE§ 91/U et q sont isomorphes.

C'est une conséquence irmédiate de la relation univoque parmi ﬂl/ﬁ et q . De
cette isomorphie s'ensuit : Le faisceau ﬂ/b est cohérent si et seulement si q
est cohérent. C'est pourquoi il suffit dc démontrer la cohérence de ¢ .

Comme fonction de OA(UX) le dénominateur universel O est la trace d'une
fonction holomorphe dans un voisinage convenable de x dans l'espace ambiant
c? s 11 est permis de supposer que V est un tel voisinage de sorte que O est
la traee de la fonction D , holomorphe dans V , sur A, et que VN A = Ux .
Maintenant nous introduisons le faisceau m = (a , D) , engendré par a (cf. § 2)
et par D o (En un point y € V 1'anneau m_ est l'ensemble des combinazisons :
a_ + Dby ol a € % et by € Qy o) Ce faisceau m est cohdrent parce que «

¥
est cohérent.
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Partant de m nous construisons un faisceau My _o ( S = dimension de £
dans x ) par un préfaisceau de la maniere suivante : Soit U wune partie ouverte
de V.A g -Z(U) doivent appartenir toutes les fonctions f , holomorphes dans
U , avec la propriété suivente : Il y a un ensemble analytique Mf dans U de
dimension £ S =2 , tel que lc germe fy de f au voisinage des points

yEU = Mf appartient & 1l'anneau my s en outre l'ensemble Mf peut dépendre

de f «Si W est une partie ouverte de U, fapplication r&‘; de mg _Z(U)

dens Mg -Z(W) est définie comme restriction. le préfaisceau [ms _2(U) , rg] dé-
termine un faisceau analytique (dans la structure O ) mS-2 sur V .

14, - Sixiéme pas. Soit q' le prolongement trivial (l) de « (d'abord seule~

ment défini sur U, ) sur V . Llors on a ¢

(4) q' = ms_z/cc- .

Démonstration.

as S1 y €V = A nous avons q; = (0) ; d'autre part, ("3-2/(1)y = (O)y car
a = O ']
v Y

be Supposons : y €A nV .

Montrons d'abord :
(43-) q;, = qy c (ms_z/a)y .

En effet, soit p_€ q_~ Parce que ¢_ €O il existe un germe de fonction
¥ y y Ay

Py € Gy dont la trace sur A est Py o A cause de la définition de C[y (cf.

§ 12), la trace de v, = py/b sur A , et par conséquent aussi la trace de
P sur & , est une fonction presque holomorphe sur un voisinzge Uy de y
sur & . Llors prenons un point ordinaire z € Uy + Un point ordinaire étant

awssi un point normal, nous avens ﬁ'lz =0, y o'ost-dedire : ¢y est la trace
A

(1) Clest=a-dire q&:(o) si yeV -4 et qz'r:qy si yeAnvV,
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d'une fonction hZ € CE sur 4L dans un voisinage de 2z . Il en découle :

Py/D-hZEO sur A ,
ou
P =Dh €a ,
v Z z
et enfin
P em .
v b4

Cette formule est valable en tous les points ordinaires de U_ + Parce que la
dimension de l'ensemble analyticue des points singuliers $ de A est &S -2
(cfe § 11) 3 cause de la définition de Mg 5 5 NOUS obtenons : Py € (mS-Z)y .
Linsi p_ représente une classe d'équivalence de (mS-Q)y mod dy , clest=d~dire
Py € Oﬁyz/h)y « dlaprés (4a).

Pour prouver 1'inverse, soit
4 m a) cqr =
(4v) (Mg /), € 4L = q, :

nous prenons un élément 9y € (mSAZ/n)y pour y €V NA . Soit @y € (m,S_z)y

un représentant de la classe d'équivalence 9y - Llors le trace de ¢y sur A
est ¢y o A cause de la définition de Mg o » il ¥ & un voisinage Uy de y et
un ensemble analytique . dans Uy de dimension £ S = 2 , tel que, pour tous les
points =z € Uy -M,ona: @y_e m_ « Glest pourquoi ¢y possédo unc représen—

tation
Q:ai—Dh, a_ €% o, h €0 o
y % z Z z Z z
Si z el , il en résulte que l= trace de & sur A est la trace de h =~ sur
4 et ainsi appertient 3 © - @y/b est holomorphe sur (Uy - M) nA dans la
A

structure O, ¢ L'ensemble analytique N étant de dimension < S = 2 s PAr le
deuxiéme théoréme de prolongement de Riemann (cf. § 3) nous concluons : Ia trace

du quotient @y/b sur A est une fonction presque holomorphe, ce qui entratne
=& € o Linsi 1la forrmule (4b) est démontrée, et, d'aprés (4a), (4) ll'est
Py A qy s €0y ’

aussie
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15, = A cause de (4) 1o cohérence de ¢ sera prouvée, si nous réussissons a
démontrer la cohérence du faiscesu m, _2/ a .« Pour cela, il suffit de démontrer
la cohérence de Mg o 5 car « est cohérent. Pour cette démonstration, nous

. ;s . 2
utilisons le théorére suivent (%).

THEOREME, = Soit donné un sous-faisceau snelytique m du faiscesu d'holomorphic

Lo s n : .
© ., défini sur un ensemble cuvert V de G 4 Soit K un entier avec

L R — P

0L K&n «1, Pour toute valeur de K nous construisons un faisceau analytique

M par le préfaisccam suivant (cfs § 13)

Soit U wune partie ouverte de V (U) est formé de toutes les fometions f
x

holomorphes dans V , pour lesquelles il existe dons U un ensemble analytique

Mf de dimension <K , de sorte que le germe fz de f en un point gquelcongue

2 €U - Mf appartient & 1'idéal m Si W est une partie ouverte de U, 1'ap~

plication rg de mK(U) dans mK(W) sere. définie corme restriction.

Alors si le faisceau m est cohérent, tous les faisceaux mK s

K=0,1, eee y n =1, sont cohérents.

Ia démonstrztion de ce théoréme ssya publide dons un travail qui paraitras bien~-

10t dans les "Mathematische fnnalen".

Supposons ce tadoréme établi, il s'ensuit la cohérence de My 5 €t par suite
la cohérence de ¢ , qui entraine la cohérence du faisceau N des fonctions

presqgue holomorphes ce gqui était notre but.

Nous finirons par quelques généralisetions. Jus qu'd présent nous avons conaidéré
deux structures d'holomorphie sur 4 & savoir holomorphie induite ®A ot presgue
holomorphie M . Il est aisé de concevoir d'autres structures d'holomorphie qui
sont déterminées par un faiscezu analytique I d'anneaux de fonctions presque

holomorphes de sorte que 3 contient Op ¢
(5) O, c3ch .
i

A une telle structure, on peut associer un rev8tement AS de A, tel que la
normelisation A* de A o5t un revétement de Ag 3 AS est déterminé par la

condition gque les fonctions de S sont univalentes sur AS « Llors la question

(2) Publié pour le: premiére fois dans [9], pe 7o
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fondamentale est la suivente : Quelles froprletes distinguent le rev€tement Ag
en cas de cohérence de la structure ﬁg o He CARTLN a obtenu le résultat suivant

(3] :
Ie faisceau & est cohérent si et seulement si on peut séparcr les points de
Ag per les fonctions dc &

Une autre condition nécessaire cst la suivonte ¢

’

Soit X un point de L et A un germe premier quelcongue de L dans X .
Soient Al ’ A2 des germes premiers de A* aux noints XT ’ X; de A* tel que
a(Ai) = a(AQﬁ =40 et afX] = ax *) =X o Il existe un germe prenier A** de

A* x A% point X x X2 , tel que le disgrsmme des applications sulventes soit

commutatif

%k

Toutes les applications sont holomorphes, propres, non-dégénérées.

* * Kk
Si ¥ x Y estun point quelconque de A& dans 1l'spplication de A* sur
* *
Aa , les deux points X et Y  sont & identifier. Un tel arrangement des iden=-
tifications sera normé™n arrangement holomorphe 2u point X ". Alors on peut

démontrer

Si lo structure d'holomorphie 3 est cohérente, le revétement associé Ay

» . . * . . s . . ,
résulte de la normalisation 47 par un arrangement des identifications qui est

holomorphe en tovs les points de A o

L'inverse en gen érel n'est pas valable. On peut associer & tout rev@tement Ly
de A, tel que A* soit un rev@tement de Ly, une structure d'holomorphie maxi~- -

rmaele qui contient toutes les fonctions presque holomorphes qui sont univalentes

sur Ay .
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Alors on obtient le résuitat suivant :

Si le revétement 4y résulte de la normelisation /L par un arrengement des

identifications qui est holomorphe en tous les points de 4 , la structure naxi-

male de Lg est cohérentc.

Une applicotion de cette proposition est le théoréme suivant

Ia structure d‘holomorphie de toutes les fonctions presque holomorphes qui sont

univalentes sur l'cnsemble enclyticque 4 , est cohérentce

Ce résultat peut 8trc obtenu aussi & portir du théoréme cité plus haut de
He CALARTAN.
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