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Séminaire ILELONG 2-01
(4nalyse)
4e année, 1962, n° 2 16 jenvier 1962

FONGTIONS PLURISOUSHARMONIGUES ET CONVEXITE COMPILEXE
DANS IES ESPACES DE BANACH

par Charles-Frangois DUCATEAU

Cet exposé reprend un article de BREMERMANN [2] sur la convexité complexe dans
les espaces de Banach. Nous aurons besoin de généraliser un certain nombre de
notions classiques dans le cas de l'espace c? , telles que fonctions holomorphes,
fonctions plurisousharmoniques, domaine d'holomorphie, domaine pseudo-convexes.
Nous serons amenéds & utiliser des espaces de Banach sur le corps des nombres

réels ou complexes, nous noterons BR ou BC de tels espaces.

L. Définition des fonctions holomorphes sur un espace de Banache

DEFINITION L. - Une fonction & valeur complexe définie sur un domeine D d'un

espace de Banach complexe BC est dite holomorphe j si, pour toqE Zq € D et
tout a € B, (a #£0) , la fonction de A f(zo + Aa) est une fonction holo-

morphe de la variable complexa A , au point A =0 .

by

Cette définition revient & dire que 1o restriction de la fonction f£(z) a
toute droite complexe est une fonction holomorphe. Cette propriété est une pro-
Py s ans . n
priété caractéristique des fonctions holomorphes dans le cas de l'espace ¢,

de n variables complexes.

Nous pouvons alors nous demander si une fonction holomorphe, définie comme ci-
dessus, est conbinue en chague point du dom:ine D , ou tout au moins bornée

localement en tout point du domaine D .
Nous allons naintenant donner un exemple de fonction holomorphe sur un espace

de Banach, dont la dimension n'est pas finie, qui n'est bornée au voisinage

d'aucun point du domaine D sur lequel la fonction est définie.

Soit la série entiére d'une variable

. 400 n
£f(x) = 2 X ’
n=L
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dont le rayon de convergence dans le yplan complexe est 1 « Soit maintenant un

espace de Banach B, sur les nombres complexes, dont la dimensione st infinie.
- (32 4 i o) e ) frend 1 I

Donnons=nous une base algébrique de BC ) (el)leI avec “eJ} et un sous

ensemble dénombrable J de I « Pour chague n € J , soit

£ (z) =2 £(z) .
n
Un point z € B s'éerit

ZZZ Z., €,
iEIll

ol zs sont des nombres complexas égaux & O seuf un nombre fini. Si Z; dJ,

posons
fi(z) =0 b4
et si ied,

fi(z) = fi(zi) = if(zi) .

L'expression

olz) = 2 £,(z)

iel 1

a un sens comme une sorme finie en chaque 2z . D'autre part, soit A wune droite
complexe de B, . Il existe alors un ensemble fini A tel que si d A, tout
point de A a sa composante sur ej qui est nulle ; ainsi en tout point de

A llzl] <1 =4, , la fonction ¢(z) est une somme finie de fonctions holomorphes

sur A , en conséquence ¢(z) est holomorphe sur A .

I1 est fecile de vérifier cue ¢(z) n'est bornée au voisinage d'aucun point
de norme inférieure &3 1 3 voyons-le au voisinage de 1l'origines. Soit n un
nombre positif compris entre O et 1 o Soit 2z 1le point dont les composantes

2, . B H
3 Sur el sont
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si ign, |z|=2""n ,
et
si i>n, 2z, =0 .
i
Nous avons alors
n n o,
¢{z) = 2 fi(z) = f(n) 2 = nf(n) 3
i=1L i=l 2
d'autre part, d'apres 1'inégalité triangulaire
hd i )
“Z“S 2 27" n=2n H
i=1

ainsi dans chaque voisinage de O , on pourra, quitte & prendre n assez grand,
trouver des points ol l@(z)l est aussi grand que 1l'on voudrae
Remarque. ~ lious aurions pu ajouter dans la dc¢finition 1 1'hypothese d'&tre
R
continmu ou celle d'8tre localement borné, et nous aurions défini une classe de
fonctions continues ;5 mais dans ce qui suit nous n'surons pas besoin de 1'hypo-

thése de continuité.

Nous allons, comme dans le cas de n variables, definir le prolongement ana=-

lytique d'une fonction holomorphes.

DEFINITION 2. - Le couple (D, ¢p) formé d'un espace topologique D et d'une

application continue de D dans un espace de Banach BC est dit un domaine

éta1lé dans B, sitout zeD posséde un voisinage U tel que ¢y Ainduise un

homéomorphisme de U sur QD(U) ouvert de Bj .

DEFINITION 3. - (D ,(pD) est un prolongement du domaine étalé (DO , wDO)

dans By , si (D, ¢p) ost un domaine ételé dens B, , et s'il existe un sous-

ensemble D, de D et un homéomorphicme h de Dy sur ﬁb tel que

¢p =¢p °h .
Dy D
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DEFINTITION 4. - Une fonction f , définie sur un domaine (D , wD) étalé

dans BC , est dite holomorphe, si tout z €D possede un Voisinage ouwvert U

sur lequel ¢ 1ndu1t un homéomorphisme sur 1'ouvert wD(U) de c" et tel que
la fonction f o QD (U) [définie sur wD(U) ] soit une fonction holomorphe.

l L 03 » . o
Remarquons que 0y (U) a un sens, et désigne 1'homéomorphisme inverse de )

restreint & U .

DEFINITION 5. - Une fonction f£' , holomorphe sur un domeine (D' , wD,) étalé
dans BC , est dite un prolongement analytique de la fonction f , holomorphe sur
le domaine (D, @) étalé dans B, , si (D' , ¢p,) est un pro longement de
(o, @D) setsi f=f"oh ot h estl'injectionde D dans D' .

Cette définition est valable pour les fonctions dcfinies sur des domaines de

By

défini ce que nous appelons un prolongement analytique d'une fonction holomorphe

« En considérart ces domaines étaiés dans B, par l'injection, on a ainsi

définie sur un domaine d'un espace de Banach.

PROPOSITION 1 (Unicité du prolongement analytique)s = Si £ et g sont deux
fonctions holomorphes sur un domaine D étalé dans BC s et si f .EE g

. . R *
cofncident sur un sous-domaine non vide D° de D , alors f et g sont

identiques sur D .

Démonstrations - Soit S 1l'ensemble des points de D ou f et g colinci-

dente Ona D¥ c S 481 8 #£D, il existe un point z, sur la frontidre de

S par rapport & D . Soit U(zo) un voisinage de 1z, sur lequel ¢p induit
un homéomorphisme sur un ouvert de B, o Prenons z; € U(zy) tel que £(z) = gz) -
sur un voisinage assez petit de z; ; puis 3z, € U(zo) avec f(zz) # g(zz) .
Considérons la droite joignant mD(zl) et mD(zz) s et les restrictions & cette
droite des fonctions f 0(95 et g °q>5 s elles coincident sur un voisinage
de wD(z ) et différent en gD(zp) s on aura une contradiction avec une pro—
priété classique des fonctions holomorphes définies sur un domaine de C s 81
nous avons choisi L(ZO) tel oue l'intersection de la droite [@DQzl) ’(pD(ZQ)]
avec (pD(U) soit convexe (ceci sera vérifié si nous prenons pour tpD(U) une
boule) .

De cette proposition nous déduisons immédiatement la propriété de 1l'unicité
du prolongement analytique. Si f est une fonction holomorphe sur un domaine

(o, wD) étalé dans B, , et si (f1 s Dy s ¢D ) et ( D, , @DZ) sont deux

prolongements analytiques, tels qu'il y ait un ho éomorphisme h Dl sur D2
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avec @Dz °oh = @Dl s alors

oh et f2 =f o h .

DEFINITION 6. - Un domaine (D , ¢p) $talé sur B, est dit un domaine d'holo-

morphie s'il exiclc vne fonction £ holomorphe sur D qui ne posséde pis de

prolongement analytique propre.

On entend par prolongement analiytique propre d'une fonction f wun prolonge-
ment (f' , D' , @D,) tel que 1l'homéomorphisme h de D sur une partie de D'
ne soit pas vne &pplication svr D .

En particulier on a la notion de domiine d'holomorphie, lorsque D est un

domeine contenu dans BC .

2+ Fonctions distances sssociées & un domaine d'un espace de Banech B .

Les notions introduites dans ce paragraphe s'appliquent indifféremment avee G
ou R comme corps de basec; aussi nous ccrirons un cspece de Banach réel ou com—
plexe pour B sans indice, et nous désignerons par K le corps des scalaires

R ou C.

DEFINITION 74 = Soit D un domaine d'un espace de Banach B sur le corps K .

a. Soit x e D ; on désigne per [DJ(x) 1a fonction qui associe & x la borne

7/

supéricure des nombres r tels que la boule de contre x et de rayon r soit

contenue dans D .

be Soit a e B avee |pll=1 3 on désigne par [D]a (x) 1la fonction qui, a

tout x € D , associe la borne supéricurc des nombres r tels cue l'ensemble

des points x + Aa (o A e X et |A| £r) soit contenu dans D .
On remarque que si D #B =alors 12 fonction [D](x) est toujours finie quel
que soit x 3 par contre, il est possible d'evoir des x € D tels que

[&]
[D]a (x) =+ o mlme si D £B.

PROPOSITION 2. =~ La fonction [DJ(x) cst continue en x o La fonction [D]a(x)

est seni~continue inféricurcment en x .

Nous ne démontrerons gue la deuxidme assertion, la démonstration de la premiere

étant analogue. Nous pourrions supposer D £B , car si D =B , alors



2-06

[D]a (X) =+ ® 3

donc continue.

Supposons d'abord

D], x) =c £+ ,

soit &€ , avec 0<e<c
H={z| z=x+2, |A gc=-c¢}

est compact, et il cxiste un & tel que toute boule centrée sur K et de

rayon < & , soit contenue dens D 5 prenons y' avec llyt - xl| < 5, ona

Iy + da = (x + M)l < 8

wve

on en déduit, si |A £c~-€, qulona : y+ A €D, c'est-ti~dire
(0], () > [p], (%) - e 3

ainsi [D]a (x) est semi-continue inféricurencnt en X o

Si
D X) =+
[p], )
on a le méme raisonnement on remplagant ¢ - € par M ou M>O0.

5e Fonctions plurisousharroniques sur un domaine d'un espace de Banach sur le

. n
corps des complexes ; comparaison avec le cas de C7 .

DEFINITION 8, = Une fonction V définie sur un domairc D d'un espace de

Banach B, & valeurs réelles ou = .. eet plurisousharmonique si ¢

C

ae V est semi-continue supérieurement ; V # = o

be la restriction de V & une droitec complexe de BC st une fonction sous-

harimonique ou la constante - o sur chacunc des composantes commexes de l'inter-

section de cette droite avec D .
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Si V est plurisousharmonique, a et b nombres réels avec a > O, alors

aV + b est plurisousharmonique.

PROPOSITION 3¢ = Unc suite décroissantc de fonctions plurisousharmoniques a

une limite qui est plurisousharmonique ou la constante = =

Cecl résulte immédiatement du fait que la limite d'une suite décroissante de
fonction semi-continue supérienrement est semi-continue supérieurement, et que
si les fonctions sont sousharmoniques sur une droite complexe, leur limite dé-

croissanie est aussi sousharmonique ou = o«

PRCPOSITION 4+ ~ Pour qu'une fonction définie sur un domeine D soit plurisous-

harmonique, 1l faut et il suffit qu'en tout point de D i1l existe un voisinage

ou la restriction de lo fonction soit plurisousharmoniquec.

Cette propriété locale des fonctions plurisousharnonigues se déduit immédia-
tement de la définitione.

Nous allons maintenant reppeler les propriétés des fonetions plurisousharmo-

. e X P n 4 . .
niques définies sur € (pourles démonstrations, voir [3]).

Nous désignerons per L(V , M, r) la moyenne de le fonction V sur 1l'aréte

, (O by Y () 8 3 2 3 3 o o ——
d'un polycercle de centre M , défini par lujJ,S r, avec r = (r1 g vee rn) .

. . . . oo ; n
S5i V est une fonction plurisousharmonique définie sur un domaine D c C ,

alors L(V , ¥, r) est fini, Ona V()L LV, ¥, r) pour r asez petit.

PROPOSITION 5. -~ Pour qu'une fonction V définie sur un domaine D c C% soit

plurisousharmonimue, il faut et il suffit qu'elle soit semi-continue supérieure-

ment, et que, pour tout point M,settout sxgtéme [01 g vee en] de n vec=-

teurs independents, il existe p tel que la moyennc sur le polycercle de centre

M dlsxas e , ees , 0 , et dersyon r, <p, LV, M, r) soit inférieure

ou égale & V(M) .

PROPOSITION bas =~ Pour qu'une fonction définie sur un domaine D de O ot

2 . . R R .
de classe ¢ solt plurisousharmonique, il faut et il suffit que la forme her-

P24
Z a .V. = - -_t an .d»f. o -_t-
S = A solt semi définie positive.
pya “%p %q % Aq

miticmne
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PROPOSITION 6b (ef. [6é])e = Pour qu'une fonction V soit plurisousharmonique
(=0 LV <+ ), il faut et il suffit :

ae qu'elle soit localerment sommable,

be que la distribution

- s a2 r —
85V , A) = S5 =A_A
byq ZP q Poa

-
soit une mesure positive pour tout vectevur h complexe,

ce qu'en tout point, V ait la valeur de son meximum en mesure.

PROPOSITION 7. = Toute fonction plurisousharmonicque est la suite d'une suite

décroissante de fonctions plurisousharmoniques de classe C%

PROPOSITICH 8, = On a

lim (V. , M, r) = V(M)
I‘-—)O

N

N . o N n - -
pour toute fonction plurisousharmonigue sur un domaine de G~ , ol L(V s M, r)

———

est de plus fonction croissante des Tso.

PROPOSITICN 9. = Pour qu'une fonction V , définie sur un domaine D de OO ’

2 valeur réelle ou =~ o, s0it plurisousharmonique, il faut et il suffit que

: . 2n
ae V soit sousharmonique danc R™ ,

. 2n . P s
be V reste sousharmonique dans R par des transformations linéaires &

coefficients complexes de G% . .

PROPOSITION 104 -~ Soit une famille (Vi)ieI localement bornée de foncitions

plurisousharmoniques définies sur un domeinc D de CU s la plus petite majorante

semi continue supérieurement (ou régularisée supérieure) est plurisousharmoniques

Les proposittons 5, 6, 8 et 9 qui font intervenir des notions n'existant que

dans le cas de dimension finie, n'ont pas de sens en dimension infinie.

Les propositions 7 et 10 ont un énoncé qui a un sens en dimension infinie,

mais les méthodes de démonstration ne semblent pas s'étendre au cas infini.
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Nous pouvons donner 1'énoncé suivant moins fort que la proposition 10.

PROPOSITION i1, - Soit unec famille (V.).
i‘iel

définies sur un domaine D Jd'un espace de Banach complexe, si

de fonetions plurisousharmoniques

W(z) = sup'V (2)
iel

est une fonction semi-continue supérieurcment, alors W(z) est plurisousharmoniques

En effet, pour zy et a fixés,

W(z + Aa) = sup V, (a + Aa) ’
eI

donc W est fonction soushermonique de A comme enveloppe supcérieure,qui est

fonction semi-continue de A

4, Convexité dans les espaces de Banach réels.

DEFINITION 9« ~ Une foncticn U définie sur un domaine D d'un espace de

Banach réel BR est convexe si sa restriction & toute composante connexe de

1'intersection de D avec une droite cuelconque de B est une fonction convexe

dtune varisble.

DEFINITION 10s - Un domaine D d'un espace de Besnach BR réel est convexe

lorsque pour tout couple ) de points do D le segment joignant X, et

x2 est contenu dans D o

THEOREME 1. - Soient un espace de Banach réel B D un domaine de cet

R ?
espace. les cing propriétés sulventes sont équivelentes

ae D est convexee.

b. L'intersection de D avec tout sors-espace affine de dimension finie est

convexe.

cs Pour toute norme sur BR tel que D soit un domaine, si a € BR avec

llal] =1 , alors la fonction = log[D]a (x) est convexe.

de Pour toute norme sur BR tel que D soit un domaine, la fonction

- log[D](x) est convexe.
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es Soit sur BR la topologie définie par une norme faisant de D wun domaine j

3
si St est une suite continue de segments cuverts 0L tg 1, ( Tt désignant

les extrémités de S, ), telle que S €D pour 0<tg i et T cD pour

6L tg L 5 »lors Sth.

(a) => (¢) . - Soient D wun domaine convexe et doeux points x; et x, €D .
On peut écrire

xl=xo+t.[b xz=x0+t2b avec Hb“:l "
Soient

Xl’e=x0+tlb+6[Dja(x0+t1b)a -l<o<l

~

xo,e=x0+t2b+e[D]a (xo+t2b)a .

On a Xl,e et xz’ee D .

Soit £(t) wune fonction affine de la variable t définie sur le segment
X X et soit

n= inf [D:Ia (xo + tb) exp(L(t)) .
tl ott2

On désigne par

x(t,e):xo+tb+emoxp(-£(t))a <t by

les points x(t1 »8) et x(t, ,6) qui sont dens D , ainsi que les segments
joignant deux tels points ; en particulier, si A, et Ay, >0 et A  + A, #0,
le point

7\1 x(t, , 8) + A, x(t, , 6)

)‘1 +}\2
SRR M exp(= 2(t,)) + Ay exp(= £(t,))
=Xg + 7\1+)\2 b +6n AL+’\2 a
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est contenu dans D . Or la foncticon exp(~ £(t)) est convexe c'est-d-dire

A exp(= £(%;)) + M, exp(- 2(t,)) . Myl

0 <exp(- £(t))< ol = o
(= (e TR T

Ainsi le point x(t , ©) est sur le segment d'extrémités =x(t , 0) et

N x(t; ,8) + 2, x(t, ,0)

« Nous avons x(t , 0) ot x(t , -8) €D et 1'iné-
Ay tAg

galité
[D]a (xo + tb) > m exp(- £(t)) .
D'ol :

2(t) 3 - log[D]a (XO + tb) + log m ,
si on prend £(t) tel que, pour t =1, et t,,

.
2(t) > - logLD]a (xo + tb) ,
ona logm>0, eten conséquence

£(t) > - log[D]aL (XO +tb) , pour t LKt gty .

Comme cette inégalité est vraie quelsque soient % et % 1la fonction

- 1og[D]a (x, + tb) est convexe.

(C) => (d)o - On a
- log[D](x) = sup =~ log[D]a (%) ’
|ldl =t

donc = log[D](x) enveloppe supéricure de fonctions convexes est convexe.

Les deux démonstrations précédentes restent valables si on choisit une autre

norme définissant la mdme topologie sur B, , et méme plus généralement pour
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toute norme compatible avec la structure vectorielle de BC faisent de D un

domaine.
(8) = (e¢)o = Soient une frmille 8, dc segments ouverts dcpendant contin(i-

ment du paramétre t avec 0L tgLL, T, les extrémités.

Faisons 1'hypothése

TtCD si 0LtP&L, et StCD si 0<tLl 3

- 1log[D](x) est convexe, donc

sup - log[D](x) = sup = log[D](x) avec 0 <t L1

JESt{JTt XETt
ainsi
inf  [D] (x) = inf [D] (x) avee O <t gl .

Comme la famille est continue et que [D](x) est une fonction continue, on a

inf  [D](x) = inf [D](x) s
XGSOUI'O x€T
done
[Di(x)> O sur Sy et S,¢D .

(e) => (a). - Considdrons le produit topologigue D x D , et représentons ur.
segment joignant deux points a2 , b de D par le couple (a , b) e DxD , et
appelons A 1l'ensemble des (2 , b)€ D x D tel que le segment [a , b] soit

contenu dans D . L'assertion e indique que & est fermé (une suite [an ’ bn]
de A converge vers [a , b] , alors (a2, b) € & ). D'avtre part, A est

1

ouvert, en effet soit un segment ab contenu dons D , come [a , b est
compact, il existe un & tel que toutes les boules centrées sur [a , b] de

rayon < & solent contenues dans D . Ainsgi si a' et b' sonttels que



2=13

Ha' - a“-$ ) ’ Hb' - bH_g & le segment [a' , b'] est contenu dans D . Ainsi

A=DxD et D est convexe.

On remarque que la propriété de convexité, dans un espace de Benach, ne dépend
pas de la norme, ni de la topoiogie, mais seulement de la structure d'espace
vectoriels On remarque qgue dans les démonstrations {(c) => (a) => (e) => (a)

il suffit de prendre les propriétés pour une norme particulidére pour avoir la

propriété (a).

>+ Pseudo~convexité dans les espaces de Banach complexes.

DEFINITION 11, = Un domaine D d'un espace de Banach complexe BC sera dit

et ———--

pseudo-convexe si, povr tout a € B, , lla]] =1 1a fonction - log[D]a (z)

est plurisousharmonigque sur D .

THEOREIE 2. - Si un donaine D est pseudo-convexe, l'intersection de D avec

toute variété affine V de B, est une réunion de domaines pseudo~-convexes

C
pour la structure d'espace de Banach induite sur V .

Inversement si les composantes commexes de 1'intersection d'un domaine D

avec les souswmriétés offincs ddimension?2 sont pscudo~mnvexess D est pseudo-cawexa

Soit V wune variété affine de By 3 la norme de B, y induit une norme. Si
a est parallele & V , alors on neut définir la distance [D n V]a (z) pour
2D n V , et cette fonction est la restriction & V de la fonction [D]a (z)
Or - log[D]a (z) est plurisousharmonique, D &tant pseudo-convexe, ainsi si
DNV est connexe, =~ log[Dn V]a (z) est plurisousharmoniques On remerquera
que D NV n'est pas nécessairement comnexe, mais chacune de ses composantes

connexes est pseudo-convexe par le raisonnement précédent.

Inversement, soient une droite Zg *+ Ab de BC et ae BC avec HaH =1l
La restriction de - log[D]a (z) au sous-espace V = Zy + Ab + pa  est
- log[D n V]a (z) s et est plurisousharmonique sur chacune des composantes
commexes de DNV , donc = 1og[D]a (z) est plurisousharmonique et D est

pseudo=convexe.

PROPOSITION 12. — Soit une nouvelle norme équivalente sur 1l'espace de Banach

\

BC et soit [D]é (z) 1a fonction distance correspondante & cette norme. Si

- log[D]a (z) est plurisousharmonique, alors la fonction = 1og[D]; (z) est

plurisousharmonique.
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Cette propriété résvlte immédintement de la propriédté du cas ol B, est
n . ps . . N
l'espace C , cn prenant des restrictions des fonctions ci-dessus & des sous-

espaces de dimension finie.

THEOREME 3¢ -~ Pour gu'un domaine D d'un espace de Banach BC soilt pseudom~

convexe, il faut et Il suffit que le fonction =~ log[D](z) soit plurisous-

harmonique.

Si D est pseudomconvexe = log[D]a (z) est plurisousharmonicque pour tout

ae€ BC avec |lal| =1 s O

- 10g[D](z) = sup =~ log[D]  (z)
Ha =1
et est continue ; d'aprés le proposition 1, = log[D].z) est plurisousharmonique.
Soit V wune variété affine de dimension finie, nous pouvons écrire
m

o
o+ iii Ai bi} ’

V=fz|z_-3

et soit la fonction W(z) définie sur DN V par
W(z) = sup[~ log[D](z) , log|A]|] s

W(z) est le sup d'un nombre fini de fonction plurisousharmonique, et est done
plurisousharmonique. ious avons donc, sur D NV , une fonction plurisousharmoniqe
W(z) avec W(z) » + si 2z tend vers un point-frontidre de D , ceci étant
valable sur chaque composzntec commexe de DNV , denc D nV est réunion de ses
composantes connexes pseudo-convexes, [ propriété de le pseudo-convexité 2 dimen-
sion finie] ; comme on peut choisir V comme une quelconque variété affine de

dimensicn 2 , D est pseudo-convexe, d'apres le théorime 2.

PROPOSITION 13 ~ Si un domaine D est pseudo-convexe dans un espace de Banach

BC s 11 existe une fonction plurisousharmonique telle que 1'adhérence de 1l'en~
semble des z tel que V(z) <M (quel que soit M> O ) soit contenue dans D .

En effet la fonction =~ log[D](z) est plurisousharmonique et tend vers + e

si =z tend vers un point-frontiére.
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PROPOSITION 14, = Si un domaine D est pseudo-convexe, il posséde la propriété

"des suites continues de disques"

Soit une suite continue de disques St R

0g
StCD pour 0<tgl,et T, cD pour RS

Nous allons considérer la fonction - log[D](z) ; comme elle est sousharmonique

1, de frontiére T, , si
1

, alors SO cDe.

sur tonte droite complexe., on a alors le principe du maximum qui nous donne

sup - log[D](z) = sup - log[D](z) pour 0 <t 'l

StPTt Tt

grice & la condition de continuité sur 3., et la continuité de -~ log[D](z') ,

nous avons

sup - log[D](z) = sup ~ log[D](z) ,

5o To
on a ainsi sur SO

[D](z) > inf [D](z) =m>0 R
T
0
et
[D](z) #0, Sp D .

6. Pseudo-convexité et domaine d'holomorphic.

Nous aurons besoin du lemme ci-dessous de prolongement d'une fonction holo-

morphe.

IEMME 1. = Soient D wun domaine dans un espace de Banach complexe BC y S un

domaine simplement connexe borné d'une droite complexe Zy * Ab de BC y T i;—

frontidre de S , avec S et T c D ; on suppose de plus qu'til existe une

fonction x(A) holomorphe de la variable A pour A€ S continue et diffé-

rente de O sur Su T, et tel que
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lX()\)\[D}a (ZO + Ab) >mn >0 pour Ae T

avec Ha“ =1 , Alors toute fonction holomorphe dans D peut se pro-

et ae By
longer en une fonction holomorphe en tous les points de A .

A={z| 7y + Ao + pa} avec AeSUuT et lp\.g\X()»)l-l n} .

Soit £(z) une fonction holomorphe dans D , nous devons la prolonger sur 4 ,
puis montrer que ce prolongement, c'est-a-dire que sa restriction a toute droite
complexe, est holomorphes Pour cela, soient V 1'espace affine défini par Zg s

les vecteurs b, a et d avec Hd“ =JF et de BC « On peut écrire

V:{z]z:z0+?\b+pa+vd} .

f(z) holomorphe sur DnV, AeT, ona

[D], (sy+ %) 2 IXM)| ™ m

“e

comme T est compact, l'ensemble des =z défini par

z=z,+%+pa avec AeT et Ipl\<lXx|'l (mn - €)

0
est compact ;3 et il existe O > C tel que les points

Z=5y+ A+ pa+vd, AET, [p\élX(}\)]-l‘ (m=-g) et |v] <8

soient contenus dans D . Soit A' 1'ensenble de ces points, A' est compact
dans le sous-espace V de BC .

La restriction de f & C' est bornée. Soit M cette borne. Considérons le
développement en série de B et Vv de la fonction f(zO + Ab + pa +yd) , il

s'éerit

+00
(1) £(zg + A + pa +vd) = 2
P,q20

P4
u v
byq K
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pour Ae T et, |p < ]X(?\)l'l m-¢), [v|<6,ona [f] <MN.Onen
déduit, grfce 3 la majoration de Cauchy,

oy, | €87 (- xMIF,  AeT
s

ou encore

Iup,q PN IRIIRS P (m-e)?, AET

Le c¢bté gauche est une fonction holomorphe de A , nous pouvons alors appliquer
le principe du meximum & S et T et nous avons le majoration précédente,
valable méme si Ae Su T , la série (1) est donc uniformément convergente sur
tout compact contenu dans l'ensemble des z tel que AeSuT,

l—l

lpl < (m - €) [X(N) et |v| <8 .

Soit A* cet cnsemble, f(z) se prolonge donc par la somme de la série sur

1'ensemble A¥ .

Maintenant faisons varier d avec Hd“ =1 3 on obtiendra une fonction définie

sur un ouvert contemant A ou

A={z| z2=2,+Ab+pa+vd avec A€ SuUT, |“l <m|X(}\)|-l} .

0

I1 reste & voir gue ce prolongement est univalent. En effet 1'hypothése de simple
connexité de S entraine gue les coeificients up des séries (1), lorsque

2
(N varie, sont les coefficients de Taylor d'une fonction univalente sur S «

IEME 2+ - Soit un domaine d'holomorphie D ; soient S , T et X(A) des

données vérifiant les conditions du lemme 1 s alors nous avons

int |X(A)|[p], (z) = inf [X(W)|[D], (2) .
T SuT

Si le premier membre est différent de O , posons-le égal & m (m >0) , l'en-

semble C du lemme ! est contenu dans D c'est-a-dire
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[0], (2, + Ab) 2 m (X017 pouwr A€ SUT
et

| X() | [D], (2 + Ab) >m pour A€ SUT .,

S5i le premier membre = 0 , le second aussi.
On aurait des énoacés analogues en remplagant [D]a (ZO + \b) par [D] (zo-+kb).

THEORFIE 4. - Tout domaine d'holomorphie d'un espace de Banach Bc est un do-

maine pscudo-convexe.

Soit a e B, , avec lall =1 , on va montrer que - log[D], (z) est plurisous-
harmonique. On va supposer que - 1og[D]a (z) n'est pas plurisousharmonique,
c'est-a-dire qu'il existe une droite complexe Zg + Ab et une composante connexe
de 1'intersection de D avec sa droite ou - 1og[D]a (z) n'est p=s sousharmoni-

que 5 clest-a-dire qu'il existe un disque S de centre 2z de frontiére T , et

une fonction h(A) harmonique, telle que
h(x) > - log[D]a (2 + Ab) sur A eT

et un point A, € S avec

0
h()\o) < - 1og[D]21 (zo + Ab) .
Soit h'(X) 1le fonction conjuguée de h(A) , on a les inégalités :
lexp(h(h) + ih'(x))l[D]a (z +Ab) >1 pour A e T
et
|eXp(h(}\O) + ihl(xo))l[mja (z + 2, b) <1.

On a unc contradiction avec le lemme 2 qui établit 1'énoncé.

o n Ve “
Nous rappelons que si nous sommes dans le css de C~ le théoréme 4 admet une

réciproque : tout domaine pseudo-convexe est un domaine d'holomorphie,Mais dans
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le cas on BG a une infinité de dimensions, le dimension ne se transpose pas

directement, et la question est ouverte de sevoir si cette réciproque est exacte.
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