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Séminaire IELONG 1-01

(Analyse)
4e année, 1962, n° 1 9 janvier 1962

ELEMENTS POSITIFS D'UNE ALGEBRE EXTERIEURE COMPLEXE AVEC INVOLUTION

par Pierre LEIONG

L, Introduction. - L'étude des fonctions analytiques de n > 1 variables complexes,
plus généralement celle des structures complexes, fait intervenir des formes homo-

génes du type (L,1) :

(1) t:iztp’qdzpl\d_éq, Pya=1L1l, eea yn
Psq

avec la condition 2 t h h 20 , pour tout vecteur ff = (hk) complexes Rap-
Pyqa P q

pelons qu'a une fonction V (3 valeurs réelles) plurisousharmonique est attachée
une mesure
2
-> b bty
() 5V , h) = 2 oV h h

: q
Z 2
b,a p “q

positive pour tout 7. 0n préférera interpréter la condition sur la forme exté-

rieure 1t correspondante, obtenue en remplacant hp -ﬁq par idzp A d;q « Elle

stéerit t =id d4_V , et est dans ce cas une forme généralisée (ou courant, au
z Z

by

sens de Ge dc RHAM). On est conduit ainsi & la notion de forme positive de degré

1 relativement & 1l'algébre extérieure Ezn(dz , dz) « la notion s'étend au degré
Py O0<Lp<n . les formes positives de degré p sont de type (p , p) et
forment un cbne convexe EE o D'autre part, les coefficients peuvent 8tre pris
dans un espace vectoriel (cas des courants) ou dans un anneau (par exemple celui
des fonctions contimues). Dans ce dernier ces, un mondme, produit (extérieur) de
q formes positives de degré 1, est encore une forme positive ; on obtiendra un

cBne positif dont les éléments sont miltipliables.

2. Eléments positifs. - Plagons~nous d'abord dans le cas d'une algdbre extérieure

complexe E2n sur le corps K des constantes complexes, avec l'involution a -+a
qui se raméne & la conjugaison sur ¥ . On considérera une base autoconjuguée

(wl ’ L ) (] wn

) ) ! { o1 o
’ h)l y oo wn) H les bases (wl 9 oee % ’ wl 3 oo ’wn}
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déduites de la premidre par une transformation (T)

't =5 od . = S =g J
(3) wk"‘;’ckwj’ wk..chwj e, €K ’
qui permute avec la conjugaison, seront dites permises ; les transformations (T)
forment un groupe G « Par définition les éléments positifs de E2p s de degré
zéro, sont les constantes réclles positives a € R* o On considdrera de plus une

forme fondamentale

(3 —_ . - +
(4) T, = c(iw ~ wl) A eee A (:LwnA wn) avec ¢ € R .

Le passage & toute autre base permise (w' , W') remplace ¢ par c' dans (4),
et 1'on a encore c' € R¥ . On appelle lindaire pur tout élément a € E2n qui

stéerit a:):akwk, g, € K.

Définitione =~ Un élément ¢ e E,, sera dit positif, de degré p, 0<p<n,

.

si
gs il est homogéne de type (p ’ ) ’

be pour tout systéme L*P = 0y 5 seey an__p) d'éléments linéaires purs, on a

avec £(¢, Py e gt ,

Conséquences :

1° L'ensemble Ef des éléments positifsde degré p est un cbne convexe saile
lant, car h, >0, b, >0 entraine, si ¢, € Ef s et 9, € Ef :

h1 Lp]_+h2(p2eE£> .
On a
n +
E+={arh}, aekR .
On pose
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R° Pour que ¢ appartienne & Ei il faut et il suffit qu'il existe une base
permise (w , W) dans laquelle ¢ s'exprime par

(8) ¢ =

s
J

- N1 o

— +
3° Pour la suite, remarquons que si dans (5) ¢ est fixé, et si l'on fait

varier le systéme TP7P( ces 4 0O ees 4, &_ ) , on obtient une fonc-
% ’ 1’ » Fnep’ 2

tion d'un 2(n - p)-vecteur L"P , gugocongugue, notee 2lo , I™P) ;5 cette
application est injective. On le voit en éerivant (5) pour un ensemble

A ={L P e, Lﬁ"p} de systémes IP’p , N= (Cp)2 étant le nombre de coef-
flclents w(l) (J) de ¢ dans l'ecrlture par rapport la base (w, W) , si

¢ est de type (p, p) « Si 1l'on explicite les éléments ak,s d'un L P,

— )Y j — - o — Py
O(k,s = Lak’s wj I3 k=1 g ven n pPs 8= 1 y sese N
On détermine les coefficients ¢y.y sy = 9. . s . de ¢ par le systéme
(1), (3) 1peeeddyeeedy

dos quations (5) a condition que le gystéme soit régulier. Considérons d'abord
le déterminant

héj')=”ak3'8“, je(3), k=1, eee yn=p

(j') désignent la combinaison complémentaire de (j) . Le systéme qui détermine
les 1), (3) est régulier si A £0 oh A est le déterminant d'ordre N :
’

(19)x(3")

S—l,ooo,N

(1') -TJ')( )I+J

(7)

(i') et (j') parcourant les combinsisons Cg—p s I est la parité de la per-
mutation [(i) , (i)'] par repport & [L, .o , n] « Si 1'on explicite les par—
ties réelles et imaginaires des akJ :

y8

— 13 s ond

on obtient pour A le produit par une constante non nulle d'un polynOme
P[aiis’aﬂisj & coefficients réels, non identiquement nul. Si 1l'on pose
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N, =N(n - p)n y

2N . .
dans 1l'espace R 1 des (al'ch , al:j:' S) les points représentatifs des ensembles

A non réguliers forment une variété algzﬂprique de dimension 2N, -1, soit W .

1

I1 en résulte que dans tout ouvert de R *, il y a des points représentatifs de

systémes A non dégénérés ; ce résultat est utilisé dans [4]s Si 1'on considére
les 2(yp , Lrsx-p) relatifs & ¢ et aux Lrsl"'p d'un systéme régulier

ety N
A:{Llp,occ,LNp} f ]

les N nombres complexes (¢ , Lrsl—p) déterminent ¢ ;3 si ¢ € E; , ces N

nombres sont positifse Il en résulte

PROPOSITION Lo = Tout élément positif est autoconjugué.

En effet dans (5) si 1'on pense aux conjugués, on aura
2y , Lg"p) =@ , Lz-p) pour tout LI:'P € A .

D'oll ¢ = :p? , N\ étant choisi régulier.
' n
PROPOSITION 2. - 81 ¢, EP et si .i_q;k =0 ona ¢ =0 pour tout k.
En effet 2 %(ka s Lz-p ) =0 entraine J?,((pk , Lr;-p) = 0 pour tout L:-p €N .

Multiplicatione — Ia parité du degré total entratne ¢ Ay =y A ¢ entre &lé=-
ments positifs. De plus :

PROPOSITION 2. - 51 ¢ €EP , e Br ,ona ¢ ayeEP

I1 suffit d'aprés (2°) de 1l'établir pour Y = iw A W , w forme lindaire pure }
comme ¢ est positive, éerivons (5) en choisissant oy =W, Gy 5 eee %pp
quelconques, lindaires purs. On a

-l Sud
f'(‘P’\\P,an-)zz(‘P’an)?O ’
hY —l
ou PP~ ={o, , .us ,an_p}.

Eléments positifs décomposables. = Un élément positif o € Ef sera dit décom=

posable s'il est de la forme



L-05
(8) p = (ial A a'.l) A aee A (iap A ;p) ’ (xk linéaires purs .

Si ¢ est décomposnble, il en est de méme de cp , ¢ constante positive. Les
é1éments décomposables de degré p engendrent un cne positif saillant PP e E_I: s
PP est aussi le cBne engendré & partir des monbmes produits de p ¢léments de

E_]"_ e Le cBne P =2 PP admet une structure d'algébre commtative j; si 6, € PP
J
et si ezqu, on a

81A9=62A616Pp+q, (P'*QSn) .

Signalons ici deux problémes

Ae PCE_ est-il un vrai sous-ensemble de l'ensemble E = des éléments positifs
de B, ? hutrement dit, existe-t-il des éléments ¢ (positifs de degré p 22 ),
qui ne sont pas des combinaisons linéaires finies, & coefficients positifs de
monfmes de la forme (8)« On a vu qu'on a Pl = Ei .

Bs Le produit ¢ Ay, ot ¢ €EY, yeE}, 2<p, a<n, peut-il Stre un
é1ément non positif ? La question n'est & chercher que si P # E,_ , puisque pour
deux éléments respectivement de PP et de P , le produit appartient a pPa

Remarquons qu'a un élément ¢ € Ei on peut faire correspondre un espace vecto-
riel E(p) autoconjugué, d'une maniére unique ; il suffit d'exprimer
q
(p:ilZskgkAEk, Sk>0 ’

les g &tant indépendants. E(p) est sous-tendu par les g_ et les 'g‘k;
E{p) eot de Clucuclon 24, q Stant déterminé par les conditions e =0 ,
(Pq #0 3 (pq détermine E(¢) « On dira que 1'élément ¢ appartient & 1'espace
vectoriel E(p) .

Divisions = Soit ¢ un élément de EE , écrit dans une base (wk ’ ;k) 3 si

1'on a
¢ =a A(iwl/\al)+b/\wl+b'/\z;l+c

oh a,b,c necontiement ni w , ni w; , a et c sont des éléments posi-

tifse On a b-.:—l;'.Sideplus ona ¢=0, alorsonaaussi b=b'=0,1I1

en résulte que si ¢ € EE vérifie ¢ A~ iw Aw; =0, ¢ est divisible par
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iui A E& et le quotient peut 8tre choisi dans Eful o Les éléments positifs ont

ainsi des propriétés de divisibilité particuliéres.

PROPOSITION 46 = 5i ¢ 4 ee. , 2 sont des éléments positifs de degré L , pour

gue l'on ait

(9) (PleooALPp’-:O [y

il faut et il suffit qu'il existe q, 1 £q<p, de maniére que q &léments

Py appartiennent au méme espace vectoriel autoconjugué de dimension 2(q = 1) .
La condition suffisante étant évidente, indiquons briévement comment on établit

la condition nécessaire : on procéde par récurrence sur p , et tout revient a

montrer que si Py A eeenpy ;é 0 pour tout groupe de p - 1 &léments,
1

(9) entratne que tous les E(@k) appartiennent & un méme espace vectoriel
E(Ei s see §p_l ’ El s sse thi) « On part des représentations :

1, .
-1 5 gJ . J -
(Pk—lgskgk,j/\gk,j’ Sk>0, J—l,"-,nkSH

des ¢ , les g 3 étant linéaires pures ; (9) entratne alors la mullité de tous
’
les prcduits

G,y = . A eee A .
(3) gl’le gP’JP
pour toutes les combinaisons (j) = (jl s vee jp) , ce qui permet de proche en
proche d'exprimer les & 3 en fonction de p - 1 d'entre elles supposées indé~-
b

pendantes.

Interprétation géométriquecs = Il est commode d'utiliser les calculs de 1'ad=
Jointe et la dualité, et de se référer & l'interprétation géométrique. On note

h% = dzp et on fait jouer un r8le particulier aux transformations unitaires

Gu ¢ G qui conservent la forme fondamentale

iyn -— —
= dz dz coe dz dz .
’[‘Tl (2-) 1 A 1 A A p A p

(On reppelle que le calcul de 1l'adjointe s'opére selon les formules classiques en
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dz
géométrie différentielle rdéelle, par rapport aux "paramétres" g, = \_/____n ,
dz 2
Ay = 72_—_ 3 on éerit
as® =2 ac_ ac l1<p<2n, L<g<2n
- gp,q p aQ ’ <SPS ’ AN ’
oh Bpq = O sauf si p ~-q est congru 3 n modulo 2n , auquel cas on a Epq = L)
On pose

. . n
i i T =
ﬁ—z%dzk/\dk"zdzd‘z')l'zkzk

1
B est une forme positive ; il en est de méme de ﬁp jona T o=y Bn .

L\ unsous-espace vectoriel P , & p dimensions complexes, défini par

o)

t

— 5 a4
(10 &) zg =< ag

as u, ’

J

N

on associe des paramétres pliickériens complexes

D(Zal ’ oee ’ ZS) . j:l,.,.’p
B(g) = D(@ 5 = |2
I se(s)

les h s seront dits unitaires si (10 a) se prolonge en une transformation uni-
taire de C%(u) dans C%(z) o & IP en associe la forme t(IP) ddfinie par

Py _ (iyp e , "
_C(L ) - ('z‘) dul A dul eee dhp A dup
= (él-)r (— l)p(p.-l)ﬂ Z h(s) -]-fl-(t) dZS A eee A dZC‘ A d;t A ese A d-Z—t
(s), (%) L p 1 D
avec h(s) =-l;(s) . L'application IP - 7(IP) est bion déterminde : un changement
uniteire =z, - 2! commte avec elle et 1'on obtient <T(IP) en substituant les

k k
zl'C aux 2z, dans 1l'expression obtenuee. D'autre part si I"P st le sous—espace

arthogonal, on a
WL™P) = *o(1P)

en désignant par *cp 1'adjoint de ¢ « On rappelle que l'adjonctim est un.cpérateur
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linédaire, d¢fini par rapport & lo métrique (donc permutable avec les trans-
formations unitaires) et vérifiant

*l:tn, OL:A*[3=[3A*0L .
Pour un mondme
(.P: dZ. A eee A dz. A d_Z‘. A see A AZ 9
i i, 3 :iq

on &

*(P = 2p+q-n in(— 1 ) I+J+np dz. A eee Adz., A dz. A see A d;.
j i i
g+l n p+l n

dans la métrique euclidienme. On a noté I la parité de [i; , eee, 1 , 3oeLeeens il
On n'utilise ici que des propriétés algébriques de 1l'opérateur ¢ - "¢ , sans
faire intervenir la différentiation, de sorte qu'on peut toujours se ramener a une

métrique du type

2 & _
ds =Zl dz, dz, .

PROPOSITION 5. ~Si ¢ e EY , ona *pe E)7P,
En effet ¢ est bien du type (n=-p, n=p) ; de plus soit

O'::ial/\a-l A XX A jﬂ-p/\&.—p »

les o G&tant lindaires purs et indépendants ; soit B™ P le sous-espace défini
par o, ='6Tk =0, 1£kgp, et soit AP 1o sous-egpece orthogonal § on a

o= 18] <P ,  *o=18]% <3P

ot O est le déterminant des a par rapport & des coordomnées unitaires dans
AP , T1 en résulte, si IP est le systeme (OLl s see Otp) :

2(*o , 1IP) -cn_-_*q)/\cz er*p=0 r* =0 a t(BTP) !6}2
qui établit

t(*¢, IP) 20 pour tout LP .
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Remarques - A une forme p € EE on fera correspondre (comme dans le cas p= 1)

un espace vectoriel

E(Qp) ={al 5 ooe o as » (11 9 eve CX,S} s

les O étant des formes lindaires pures telles que ¢ s'exprime en fonction

~des @, o , et que 8 soit minimume Si

dim E(p) =28 <2n ,

et

on pourre trouver une base (aJ'_ p oee onx‘1 2 O] 5 eee alfl) déduite par une trans-

formation unitaire de (w, w) , et telle que
{ai y see aé 9 O] 5 ees yo‘é} =E(p) .
Alors on a
X s - . por’
(L0 b) P = (1aé+l A aé+l) Avee A (1@;1 A ocn) Ay

ou ¢y ne contient que les a' et al d'indices s au plus, et réciproquement.
E(p) est donc encore 1'orthogonal du plus grend espace autoconjugué (alf_ , &-1'()
tel que la divisibilité (L0 b) ait lieu.

Divisions = Pour 1'étude de la division, on utilisera 1l'algorithme donnd par

1'adjonction ¢

PROPOSITION 6u 81 ¢ € EP ot ye Bl , avee 1 #0, ¢¥' =0, ot si1'on
& ¢AayYy=0, alors Y, ainsi que toute puissance \pm sy L<mn<q, divise ¢,

et 1l'on a 1'identitd

(11) P =9 A \pq .

Ona ¢, =¢=0 si g >p . Le quotient ¢, est bien déterminé par (11) sous
la condition que les espaces vectoriels E((pl) » E(Y) n'aient pas d'élément
(non mul) en commn, ou ce qui revient au méme, que l'on ait o, A9 =0, ou
encore o 1 ~h =0 powr toute forme lindaire pure vérifiant h A Y% =0 ; 1e
quotient ¢, ainsi déterminé appartient 3 EF74

Indiquons seulement ici le principe de la démonstration : soit
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d
b=ils g rg ., 5 >0 ’
les &y appartenant & une base unit zire de Cn(dz) » Alors ¢ A Y =0 entraine

©Ag Ag =0 pour tout k, 1L&kgq .

by

On remarque alers que si ¢ est éerit dans une base & laquelle appartiennent

81 9 00y 8y s sous la forme
(12) p =1t A (igl A Ei) + ?2 Ag ot @5 A Eﬁ + tB

t; ne contenant plus ni g, , ni g , alors ona ty =0 3 mais le fait que ¢
est positive entrafne dans (12) que 1'on ait t, € Ef'l y B o= té H t3 =0
entraine d'autre part t, =t =0, [ substituer a g, l'expression hg; et
remarquer que l'expression obtenue en h , h donne un résultet positif dans
toute £(p , L™P) ], Finalement ¢ A Yy =0 entratne
. - p=-l
p=1% Aig Ag , t e By .

On opére alors de proche en proche de maniére & obtenir la divisibilité de ¢
par les produits (igk A Ek) .

Soit

S:Slx...xSq>O

on a

\pq = S‘C(Aq)

od A% est le sous-espace vectoriel de C" associé 2 ¢, et 1'on obtient (L1)

ou ¢, est déterminé par

- ok
Yo, =8yl a %y .

3+ Formes positives 3 coefficients continus ; courants positifs. = On obtient

encore une algébre si 1l'on considére les formes dont les coefficients sont pris
dans 1'anneau des fonctions continues sur une veriété WP & structure analytique
conplexe ;3 mais avec quelques précautions évidentes, les réailtats s'étendent aux



la1l

formes généralisées (courants).

Définition. = Une forme différentielle sur W' sera dite positive, de degré

P, sl
19 glle est homogzéne de type (p , p) ,
2° ges coefficients sont des fonctions continues sur w2 3

3° en tout point zO e W , elle est une forme positive de 1'algébre extirieure
Ezn(dzk , dﬁk) , clest=d~dire vérifie la condition (5) pour tout systéme P

de formes lindaires pures a; , ees , % pep *
Remerques.

10 81 1'on a sur W" une métrique domde par une forme hermitienne définie

positive

- - 2
2 dz_ 4 = ds
gpq p Zq

des coordonnées locales dzy , d%, , et sl 1l'on pose

Q=22 dz_ A dz,
pq “%p " %%q

D

on peut dans la condition (5) remplacer T, bpar n11181ément de volume"® %b-(fl.

20 La classe des formes positives, de degré p , soit @f est inddpendante des
coordonnées locales choisies sur W .

3° On remarque qu'on a deux possibilités d'exprimer qu'une forme ¢ , & coeffi-
cients continus, de type (p , p) appartient a ¢f : 1'une est d'éerire
Lo 0 5 aeuy an_p) 20, les o Gétent linéaires pures & coefficlents cons-
tants (ou plus généralement continus) j; il suffit alors d'éerire les conditions

¢ A (B*P) = 2(p , B"P) T, avee 2o Bg"p) >0

en chaque point pour tous les plans complexes B;'p .

On peut aussi exprimer qu'en chaque point la forme ¢ induit sur chaque sous=
espace AP tangent & W , soit dzy, =Za13{ duj , 1 &j&p, une forme

o =c(p , &P) (L) ,
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avec c(9p , AP) > 0 . Pour 1'expression de ces conditions, il sera indifférent
d'utiliser, dans l'espace tangent, la métrique induite pour celle de W™ , ou

celle de l'espace euclidien Cn(dz) .

Définitions - Un courant ‘b(go) sera dit positif, de degré p s de dimension -
(complexe) n - p sar W* si

ae il est homogéne de degré (p , p) 3

be. pour tout systéme i (al ) vee an—p) de formes pures & coefficients

constants, on a

t A (ial Aa-l) A sse A (ian_

- _ nep
: Aan_p) =T(t , LF)

ot T(L"P) st une distribution positive (donc une mesure positive)s Il revient

au méme d'exprimer que pour toute f € OW) avec £330, ona

/t A (fial A al) A ses Aian-p Aan_p >/

Remarqies.

1% Pour qu'un courant soit positif, il faut et il suffit qu'il le =it locale—

mente

20 Soient AP un sous-espace de C-n(dzk) et B™P 1e sous-espace complémen—
taips :

(t , LP) » ¢t A c(tP) = 7(¢+ , B*"P)

est une application qui associe &3 t et & tout B"P  une mesure positive j; tout

3
systéme non dégénéré A de B P ,soit B(ln-p ) y cee Blsrn-p) , en nombre N ,

donne la possibilité de ealculer les coefficients de
t = 2- t,. . Z. A aee A . A e N see A .
(1)(3) %4, dzlp dzal dzap

sous la forme

(1) (3) =z°7i) gy TG, B ’
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les c?i)(j) étant. des constantes complexes ; les T(t , Bz-p) sont des mesures,

done

PROPOSITION 7+ = Un courant positif +t est continu d'ordre zéro : les distri-
butions

T G) =) G) "

assocides & ses coefficients sont des mesures de Radon complexes § et l'on a

— (= T
e = oe o
I1 en résulte qu'on pourra multiplier un courant par une forme & coefficients

continus a support compact.

D'autre part les définitions entrainent :

PROPOSITION 8, = Les classes @f ’ TE (formes positives et courants positifs)
sont invariantes par un homéomorphisme analytiqie complexes

Dans la suite on se bornera & 1l'étude de formes et de courants positifs dans des
domaines de  C" o On peut envisager pour un courant t € TE différentes normes

dans un domaine D ¢

Lo Nl(t) = sup,, [t(p)| , pour les ¢ & support compact dans D , indéfiniment

dérivables, vérifiant
N (p) = Suphp(i)(j)(Z)i <1 .

20 Né(t) = suplb(i)(j)ﬂ , les T(i)(j) étant les normes des mesures complexes

assocides aux coefficients t(i)(j) du courant t .
3° N(t , A) =sup, T(t , B;F) , pour les BJP d'un systime B]"F, ees, By "
régulier donné.

Ces trois normes sont équivalentes. De plus on a

PROPOSITION 94 - Si t est un courant positif de degré 1 ,

t=i2+t_ dz Adz
i pq 4%p dzq
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les mesures complexes Tp q agsociées aux coefficients tpq vérifient
s

En effet, soit f wune fonction positive, indéfiniment dériveble & support

compact dans D¢ 2 T (f) h . est positif pour tout vecteur h , d'oy, les
D,yq Psq P q

Tkk étant des mesures positives :

T ||l<T P <L2T .
”pq“\ pp+ qq\k Kk

Régularisation. - Plagons-nous dans c® 5 soit am(z) une suite de noyaix conti-
nus, positifs, & support la boule lzl~$ mfl o Alors, si te Tf s le courant

t =twa
m m

obtemu en régularisant par composition chacun des coefficients de +t , appartient

sy mt
aussi a Tp s et 1'on a

Ln t (o) = lin(t » a_J(e) = t(o)

by

sur toute forme continue a support compact ¢ .

Par régularisation & partir des énoncés précédents, on établit alors :
THEOREME 1 &
1
ae Le produit d'une forme ¢ € ¢ par un courant t € Tf est un courant t A ¢
s mptl
appartenant a T+

be Le produit d'une forme ¢ € ¢§ par un courant t € Ti est un courant de
Tp+1
+

Plus généralement, un mon8me
e:xl/\le\.../\xh

est un courant positif si les Y sont des courants positifs et si les deux condi-

tions suivantes sont vérifiées

ae tous les x , sauf l'un d'eux au plus, sont des formes positives,



L=l5

B. tous les X , sauf 1l'un d'eux (au plus), sont de degré 1 .

Le théoréme de diwmision s'étend

THEOREME 2. - Soient un courant positif de degré p, L<Lp<<n, sur une
variété analytique complexe wh , et Y une forme positive de rang q , de degré
g+l ‘ sps
L, avec Y40, qf“ =0, vépifiant t A Y =0 . Alors V¥, sinsi
que toute puissance xpm y l&mn<q, divise t , et 1'on a 1'identité

De plus t; est unique sous la condition d'8tre positif et de vérifier la condi-

tion

*
t}./\\p=o .

Si g<p, ona tleTf-q;ona t:ti:o si q >p; enfin ¥ est donné
par

(15) *, =5(2) ¥ A % .

I1 suffit d'établir le théoréme localement, c'est-2-dire dans un domaine D de
c" ; on définit t, par (15) qui a bien un sens, car S(z) > O dans D ; de plus

b € Tf"q si g £p , 1'adjoint d'un courant t e T; appartenant & TF

s si
n-p

p<qgq, o0na *tl =0 .
On établit (14) & partir de (15), si t est une forme, en appliquant la propo-

sition 6 en chaque point. Pour passer aux covrants on procéde par régularisation 3
on a évidemment en appelant Ra t =awt le régularisé de t =au moyen du ncyau

a
"‘(ROL t) = Ra(*t) .

Soit a une suite de noyaux régularisants, continus, tendant vers la mesure de

Dirace Soit t =a =t et
m m

2
(16) *tl,m =8 (z) W2 A *tm .

On a alors, d'aprés (14) et (15), puisqu'il n'intervient que des formes & coeffi~

cients comtinus



t =%

q
m l,mA\p ¢

D'autre part 2 étant & coefficients continus,

— . —— (] q_ — L] q
t=lint = 11m[tl,m A YY) = [Linm tl,m] AY .
u=C
Dtaprds (16) 1im t =1, existe et vérifie
i,m 1

o = lin by = 52(2) o A Lim % =57(2) 4 A %
et 1'on a
‘b:(limtl,m)/\\pqztlhlpq .
Pour l'unicité, si 1'on a
*tl AY=0 y

et si b, est positif, *t, 1'cst aussi et il existe alors t, , tel que 1'on

ait

*tl :\pq Atz
(17) - -2 -l

*t, =5 (2) \pq/\*(*tl)zs (2) ¥8 At =57 (2) % .
D'ol

-~
'l',2 =3 (z) *'b ’
et d'aprés (17)
o=y A S'z(z) *t ;

on retrouve ainsi l'expression (15).

Image d'un covrant positif. - Soit z' = f(z) une application localement biuni~

voque et analytique complexe d'une variété wh analytique complexe dans une va-
riété W' analytique complexe. Soit +t wun courant positif sur W? . Son image
t' = ft est définie par
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t'(p) = t[f, ¢]

ol £ 0 résulte de ¢ par remplacement de z' et dz' en fonctionde 2z et

dz 3 t' est un courant positif.

On notera que si 1l'on considére dcux ouverts U et U' en correspondance
biunivoque par f , et deux compacts Kcu, XK' cu', avec XK' = f(g) , il
existe devx constantes a , b (ddpendant de K ) telles que

allblle < o' g < pllslly .

Applications. Cas des courants positifs fermés.

19 Si V est une fonction plurisusharmonique, t = idZ d_V est un courant
positif fermé. Réciproquement si V est une fonction localefient sormable
(=2 V<+® en tout point), si V est faiblement semi-continue et si

1
dz d VeT
7

+ » VU est plurisousharmonique. lLa semi-continuité faible (ou mé-

trique) signifie que, en tout point z , V :'Vm y OU Vm est la borne inférieure
des & tels qu'il existe un ouvert contenant 2z dans leqel l'ensemble V(z') > &
est de mesure nulle.

Si 1'on se donne un courant o positif fermé de degré 1 , 1'équation
t=4id 4_V
z Z

admet localement une solution V plurisousharmoniques

2° Si lion considére en particulier la fonction V = log|f(z)| , o £ est

v - -l » ’
holomorphe, le courant associé t = in dZ a_ ioglf] est 1'opérateur d'intégra—~
2
tion sur le diviseur £ =0 et la mesure positive

(18) G = tnA-Bn”f

=TT
est 1'aire de 1l'ensemble analytique f = O . On pose
_i - i - 1
ﬁ*zf{:dzk’\dzk" d d~z-[z 7 2l €8,

i
a-.z.d

- - 1 n
o qz log Z.Zk z, €% dans € -0 .
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Le résultat (18) remonte & Poincaré (pour une formulation moderne, voir KODAIRA
[51).

3° Plus généralement (cf. [4]), 1'intégration sur un ensemble analytique complexe
WP e dimension p en tout point est un courant t positif fermé, t € Tf « De

plus on a établi dans [4]

t = lim t(1 - o) ’
r-0 r
ou le noyau ar(z) vaut 1 sur l'ensemble S des points non ordinaires de WP ,
0L a, L1, et le support de a, tend vers S quand r 20 .

4° On est ainsi conduit & donner des propriétés des courants pesitifs fermés.
On associe & un tel courant t € TP , les mesures

D
o‘:'tAgT, v:n"pt/\cxp

D'aprés le théoréme L, o et v sont des mesures positives. Si t est de plus
fermé, on a une propriété particuliére de la norme o « Supposons d'abord que t
soit une forme positive fermée. Alors en comparant les mesures totales o(R) , V(R)
dans une boule |z| <R, on obtient (cfe [4]), pour R, <R,

v(R) = v(®;) =t T0(R,) RP - o(R,) RTP]

qui montre que of(R) R-zp est une quantité croissante. Il en est encore ainsi (on
procéde par régularisation) si t est un courant positif femé quelconque ; ofR)
désignant la mesure ¢ dsns la boule ouverte |z] <R, o(R) R=P  ost Fonction

croissante. Il en résulte que

v(0) = 1im pt 7P o(r) P
B0

) - -1 , :

existe (la constante p! 7P = TZp represente l'inverse de la mesure de la brmule
sp 2 QR ‘et .

unité S°P ) et 1'on a, en désignant par v(R) la mesure positive dans la boule

pointée O < jz| <R :

v(0) + v(R) = 7,

pour un courant positif fermé. Si, en particulier, t est le courant d'intégra-
tion sur un ensemble analytique W , Vv est l'aire de 1l'image de W dans l'espace
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projectif des droites complexes issues de O , o est l'aire au sens usuel de W

dans C" (qui est définie ainsi & partir de l'existence de t )e

5° Scoit W un ensemble analytique dans un domaine D de ¢" . la classe de
cohomologie de D représentée par t(W) courant associé &3 W est la classe
duale & la classc d'honologie de D représentée par W et réduite en coefficients

réels (cfe [1]) ; supposons que W, et W, soient des ensembles irréductibles

2

dans D ; dans certains cas on pourra établir une relation entre t(Wl) , t(wz) et

t(W L nwz) , en procédant par régularisation et passage & la limite. Supposons que
W = Wl n W2

soit irréductible dans D et posséde un point x ordinaire sur W, et W, et

en lequel W, et W, se coupent trensversalement avec
cod, W= codX W, + codX W2 .

Les courants t(wl) et t(wz) sont de degrés égaux respectivement 3 cod x W,y

codx Wz « Les points de W qui ne sont pas & la fois points ordinaires sur wl

et sur W2 s Oou en lesquels wl et W2 ne se coupent pas transversalement, sont
contimus dans un enserble analytique W' avec dim W' < dim W « Enopérant comme
plus haut, on considére un noyau a, , 0% a £ 1, contim, valent 1 sur W',

nul en tout point 3 distance supérieure & r de W' . Ona, pour t =t n Wz) ,

t = lim $(1 - a.) .
r-0

La quantité +t(l - ar) se calcule par régularisation, et l'on a ¢
t(L ..ar) =t ,\tz(l..cxr) .
Quand r - 0 , le premier membre tend vers t ; il en résulte que 1l'on a
t A W,) = t() n t(W,)

sous les hypothéses faites, le second membre étant défini par régularisation et
passage a la limite r - 0

6° Soit t = in-l dZ d_ log|F| 1le courant d'intégration sur un diviseur F =0 .
]



On a

t A idF AdF = 0 .
I1 résulte alors du théoreme de division qu'on a
t = 0 idF A dF

dans tout ouvert (! ne contenant que des points ordinaires de F =0 3 0O est

un courant positif de degré nul. Par régularisation on définit t A t = t(z) =0

sur Q et en passant 3 la limite au moyen d'un noyau a, comms plus haut, on
définit t(z) =0 .

7° Soit V wune fonction plurisousharmonique sur D , D étant un domaine
contenant 1l'origine et de frontidére FD réguliére. On suppose de plus

n —
(a) V(zk) = log % Z, Byt h(zk)
oi h est deux fols continfiment dérivable, dans D .

(b) h(tzk) = h(z) + g(t)

ol g est harmonique pour t # 0 .
La propriété (b) entraine
(19) (@, d_V)" =0 pour z #0 .
z

En effet soit (z? y see s zg) # 0 , avec, par exemple, zi) #0 . On a au voisi-

nage de 2z ¢

V4
V(Zl g ®ee o Zn) ZV(]- » g e o -2—;-}') +* g(zl) + loglzl ‘1‘

Nl 3
[ RN

La forme d, d_ V calculée pour le premier terme du second membre est évidem-
z

ment de rang n - L , tendis qu'elle est nulle pour le second terme,ce qui éta-
blit 1'assertion.

Posons U = e ’

-1
w= (id_ d_z_ V)Rt A a, v .
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On a, en fonction de U , fonction plurisousharmonique positive :

1
[}

1 i
dz d;-logU='Udz d_z_U—--fz-dzUAd_Z_U

U
(20) @ a V™! = (@ 4 log M)
Z — 2 —
b4 Z
1 Neel n -1 Nl _
= (4, 4_U)" - (@ 4a_1 AdU a U .
et % i 2 g z 3

Ia forme W est fermée dans D - 0 d'aprés (19) 3 il en est de mlme de la

5
forme fw, si f est une fonction holomorphe sur D « Il en résulte que 1l'on a
@ a nlag v
5 = %
]
™
ou kn est une constante numérique qui ne dépend que du nombre de dimensions, le

second membre de (21) pouvant 8&tre calculé sur la frontidre du domaine U = e,

e >0 , arbitrairement petit. On remarquera que dans (21) 1'intégrale est prise
-1
).

(21) £(0) =k /FD £(z) w = k! /FD £(z)

sur 1'intersection de FD avec le support de (d, 4 U
%
8° Enfin envisageons les hypothéses suivantes :

- (2) Le domaine D contient le point X et est une composante conmexe de
l'ouvert V<0, V é&tant plurisousharmonique deux fois continfiment dérivable

——

sur D -x
- (b) On a (dzd__v)n:O sur D =X .

Z
- (c) On a, au voisinage de x ,

V(Zk) = log|z - x12 + hx(z)

ou hx est deux fois continfiment dérivalle dans D o

Alors la formule (1) ou U = ' demoure valable, et 1l'on a, en remarquant que

sur D , dU:dZU+d__U=O
Z

(22) £(x) = K" / %I%l (21- d, d_z_ 7)™t A 21- (¢, U~ d_z_ U)

kg constante mumérique. Donc la fonction pluriharmonique R(x) partie réelle de
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f(x) s'exprime sous la forme

R(z)

(23) Rx) = k" [ -

(a,a tala, v-a 1
2 Z

et 1'intégrale ne fait imcervenir que les valeurs de R(z) sur le support du

courant positif (id_ d_U)"" .

B
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