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Séminaire LELONG 4..01
(Analyse) '
5e année, 1962/63, n° 4 10 décembre 1962

SUPPORTS DES FONCTIONNELLES ANALYTIQUES

par André MARTINEAU

Introduction. ~ Pour situer les définitions et théorimes qui vont suivre nous

allons rappeler quelques—uns des faits bien connus de la représentation de Polya
([1], chepitre V), d'une fonction entidre de type exponentiels

Soit F(u) wune fonction entidre de type exponentiel d'une variable complexe
|F(u)| <& x exp Blu| - Si D est une demi~droite issue de 1'origine, on consi-
dére 1'intégrale de Laplace

(1) /D F(u) exp(~ zou)odu = (pD(z) c

Cette intégrale est absolument uniformément convergente dés que Arg(z.u) < /2
et |z| >B, c'est-d-dire dans un demi plan By 5 et définit une fonction ch(z)
holomorphe et tendant vers zéro & 1'infini. Si 1'on change de droite, on constate

aisément que
¢p(z) = ¢py(2)  pour tout z e PynEy

donc ¢, réalise le prolongement analytique de ¢, dans PD‘ . Prenant toutes
les droites issues de 1'origine, on obtient ainsi une fonction ¢(z) holomorphe
en z pour |z| >B, tendant vers zéro 3 1' infini, appelée transformée de

Leplace de F (pour la généralisation 3 n variables, cf. [7], page 1847, §4).

D'un autre c6té, soit ¢(z) wune fonction holomorphe dans le complémentaire
(que nous supposons connexe) d'un compact du plan complexe et tendant vers zéro
-4 1'infini.

Si C est un contour simple autour de 1'infini dans le domaine d'existence de
¥ » on définit, pour toute fonction entidre f , le nombre

T,(9) = 5=/ £(2)4(2) dz

qui ne'dépend menifestement pas de C 5 ceci définit une forme lindaire continue,
f +T (f) , sur 1'espace des fonctions entidres sur C , noté H(C) , mmi de la
topologie d'espace vectoriel localement convexe métrisable et complet de la con=
vergence uniforme sur tout compact.

Il est bien connu, et il est aisé de vérifier, que toute forme lindaire continue
sur H(Q) peut ainsi 8tre représentée par une telle fonction ¢ , et que la cor-
respondance T «— {y est lindaire biunivoque ; Y s'appelle habituellement
1'indicatrice de T 2 et on dit que Ttp est une fonctionnelle analytique.
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Soit K un compact du plan complexe. Nous désignons par HK(Q) 1'espace vecw
toriel topologique localement convexe, limite inductive des espaces H(w) y W
parcourant la famille des voisinages ouverts de K « On vérifie alors aisément
que dire que Y sSe prolonge analytiquement au complémentaire de X revient 2

dire que TW se prolonge par continuité & 1'espace HK(Q) .

S1 Y se prolonge analytiquement au complémentaire d'un convexe compact [et i1
existe un tel plus petit compact, soit I ], on peut prendre C aussi voisin
qu'on veut de la frontidre de ce convexes La représentation de Folyd pour F est

1'expression suivante
() F(u) = f%; G/ Y(z) eexp(zeu) dz
ou, si 1'on veut
Flu) =T exp(zeu)) .
(w) q;,z< p(zeu)

On dit que F est la transformée de Fourier-Borel de T « Grice 3 cette trans—
formation, les propriétés de continuité de T 6 se traduisent en propriétés de
croissance de F , car, en effet, si h(u) = sup Re(z-u) , on voit qu'on a, pour

tout € > 0, une masjoration zek

(3) |F(u)| < K(e) exp(n(u) + e|ul)
lorsque T¢ se prolonge & HK(Q) .

La fonction positivement homogéne h(u) ne dépend en fait que de 1'enveloppe
convexe de K ; donc les inégalités du type (3) ne traduisent pas toutes les pro=-
priétés de continuité de T¢ s Ou, ce qui revient ici au mlme, de prolongement
analytique pour Yoo

Dans la suite de cet exposé, il ne sera plus question de fonctions entidres de
type exponentiel, nous travaillerons avec les formes lindaires T .

Y

Les deux uspects de la question, & savoir croissance des fonctions entidres de
type exponentiel et propriétdés de continuité des fonctionnclles analytiques sont
développés en détail dans un mémoire & paraitre [8]e Aussi nous nous contenterons
ici d'esquisser les démonstrations qui sont développées dans les paragraphes 1 et
2 du chapitre I du mémoire citée L'espect "indicatrices et transformation de

Laplace" sera publié ultérieurement, ofe déja [6] et [7].

1, Définitionse.

S1 V est une variété analytique comploxe déncmbrable & 'infini, Q un ouvert
de V, H(Q) désigne 1l'espace des fonctions holomorphes dens © muni de la
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topologie de la convergence uniforme sur tout compacte. C'est un espace (%) de
Schwartz (pour les références d'espaces vectoriels topologiques nous renveyons &

by

[2], et pour la théorie des espaces de Schwartz & [4]).

L'ensemble des formes lindaires comtinues sur H(V) forme un espace H'(V) du
type dual de Fréchet—Schwartz (nous disons (®S) ) pour la topologie forte-de dual
Tout élément de H'(V) sere dit fonctionnelle analytique définie sur V »

Si K est une partie de V , on désigne par H, (V) 1'espace lim H(w) dans
’ &1 o
la catégorie des espaces localement convexes. Lorsque K est ouvert, on a

HK,I(V) = H(K) ; lorsque K est compact, HK,I(V) , que nous noterons HK(V) ,
est un espace (®S) , [4] 5 dans ce dernier cas, on peut appeler fonctionnelle
enalytique définie sur K +tout élément du dusl Hk(V) de HK(V) s et cet espacs,
muni de sa topologie de dual fort, est du type (5) o

’
DEFINITION le. - Soient T wune fonctionnelle analytique définie sur V., X

une partie ouverte (resp. compacte) de V o Nous dirons que T est portable par

K , ou encore, nous dirons que K est un porteur de T, si T se prolonge par

continuité 2 HK(V) o

Cette notion a les propriétés de transitivité soubhaitées. Pour les propriétés

d'intersection, qui seraient suggérées par le cas des mesures, cfo § 3

by

5
DEFINITION Zs -- Soit W une mesure & support compact définie sur V . On dit

que p représente T, ou que T est représentable par p , si, quel que soit
feHV), ona
(f) = [y £ du .

Si Q est ouvert, l'espace €(Q) des fonctions continues dans Q muni de la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact contenant H(Q) comme sous-
espace vectoriel topologique, une application du théoréme de Hahn~Banach conduit

a la proposition suivante @

FROPOSITION le = T est portable par Q si et seulement si clle est représen-

by

table par une mesure 4 support compact dans Q o

On en déduit que, si K est un porteur compact de T , quel que soit w voi=
sinage ouvert de K , il existe He a support compact dans w qui représente T.
Nous introduisons alors la définition suivante ¢
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,
DEFINITION 1! (l). ~ T est faiblement portable par K, ou K- est un porteur
faible de T, si, quel que soit w wvoisinage de X , T est portablo par w .

Cette notion a les propriétés de transitivité souhaitdese
Soit ¥ une famille de compacts de V satisfaisant & la condition suivante 3

Si Kd est une famille filtrante décroissante pour 1°inclusion d'éléments de

r'd
DEFINITION 3+ = Un compact de V est dit Vesupport (faible) de T s'il est
minimal parmi les compacts de ¥ et porteurs (Zaibles) de T »

Nous supposerons dans la suite que V est une variété de Stein (cf. (9],

exposé 9, définition 2) ; nous rappelons que, si K est un compact de V, on
désigne par enveloppe de K dans V 1l'ensemble K des y de V tels que,
pour toute £, fe H(V), on ait s
| £(y)| < sup |£(x)| K est un compact de V .
x=K

Lorsque 2 est un ouvert de V , on peut aussi montrer que

§'= U X est un ouvert de V o
KcQ

On a les propriétés suivantes :

H(V) a une image dense dans H_(V)
K

H(V) & une image dense dans H(Q)
(conséquences du théoréme 4 de IX, [9]).
L' application de restriction définie de H(V) dans Hi(V) (resp. de H(3)
K

dans H(Q) ) est injective ; elle identifie H(Q) & un sous-espace fermé de H(Q),
1'adhérence de 1'image de H(V) dans H(Q) «

Malheureusement dans le cas compact nous ne savons montrer que ceci s H~(V)
K

identifié 2 un sous~espace de HK<V) est égal & 1l'ensemble des limites de suites de
Cauchy d'éléments de 1'image de H(V) dans HK(V) « Nous savons conclure que

H (V) est un sous-espace=~fermé de HK(V) seulement sous 1'hypothése supplémen~
taire que voici, dont nous ne savons pas si elle est réalisée en général.

1 . - . .
(") Nous différons ici de 1'exposé oral oy nous avions affirmé 1'équivalence de
la définition 1 et de la définition 1%,
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Hzgothése ® o = Il existe une famille équicontinue ¢ d'applications du sege

ment [0, 1] dans K telle que, pour tout y € K , il existe ¢ € ® avec

o(0) =y, o(l) e K (pour les démonstrations, cf. [8]).

Cette hypothese ¢ est manifestement vraie lorsque K contient la frontiére
de K (ce qui régle le cas de la dimension 1 ), de mBme par exemple, si K est
la frontiére distingude de X lorsque K est un pelyédre analytique défini par
un systeme fini d'équations Ifil <l o £, € H(V) , et 2ussi dans tous les
cas que nous avons su examiner ( XK = réunion finie de polydisques, de convexes, ees),

et enfin, bien entendu, lorsque K = K .

DEFINITION 4+ = On dit que K est un bon compact de V quand H (V) est fermé
s 5L terme
dans HK(V) .

De cette définition et des propriétés rappelées plus haut, utilisant le fait que
nos espaces sont, soit du type %, soit du type (®8) , le théorime de Hahn=

Banach permet de tirer le théoréme ci-dessous.

'd Y
THECREME le - T est portable par Q ouvert de V (respectivement par K bon

compact de V ) (respectivement faiblement portable par XK compact de V) si

et seulement si elle est portable par { (respectivement par ji¢ )e

Dans le cas oy K est un bon compact, on déduit du théoréme 1 que les défini-

tions 1 et 1! sont équivalentess

2. Existence des supportse

Par le lemme de Zorn, on déduit immédiatement de nos définitions la proposition

suivante ¢

FROPOSITION 2¢ - Si T est faiblement portable par un élément de ¥ , elle
admet un VY-support faible.

Nous disons d'un compact K égal & son enveloppe qu'il est H(V)=convexes Or
la famille des compacts H(V)-~convexes de V est une famille ¥ 3 enoutre T,
d'aprés la proposition 1, admettant au moins un porteur compact, admet au moins

un porteur H(V)-convexe. Donc, toute fonctionnelle analytique admet au moins un

support H(V)-convexes

L N
THECREME 2+ - Si K compact non vide de V est H(V)-convexe, 1'ensemble des
fonctionnelles analytiques qui admettent K comme seul support H(V)-convexe est

non meigre dans Hk(V) .
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Démonstrations = On utilise les deux lemmes ci=dessous 3

LEME 1o - Soit o6 1la fonctionnelle analytigue (£ - f(xo)) » Tout porteur

0

H(V)=convexe de & contient x; e
ettt XO sttt

Démonstration du lemme. =~ On vérifie, si K= K et si X ¢ K, que

Vit
Kuxy=Kuxy. Alors, si K est un porteur de 6X

, on peut trouver un voi-

7/

sinage de K, w, et un voisinage de x5, W' , telsoque :
wnw =
et tels que H(V) soit dense dans H(w u ') (lemme du théoréme 3 de 1'exposé
9, de [9])«
Si p est une mesure qui représente 6XO dans W, et si on considére la
fonetion e , qui vaut O dans W, et 1 dans ' , et une suite £ d'élé-

ments de H(V) convergent vers cette fonction, il vient

6. (e)=1=1im/ £ du=/ Oedp=0 ,
Xq n

N0
ce qui est absurde.

Co Qe Feo De

LEMME 2, ~ Pour tout compact K, H(V)nconvexe, la famille L , de compacts

H(V)—~convexes qui ne contiennent pas K , admet une base dénombrable.

Démonstration. =~ Soit {Xn} une suite de points dense damns V , et Voo
3

systéme fondamental de voisinages compacts de X, On peut prendre comme base de

notre famille de compacts (soit L ) les ensembles de la forme :

r~_"
U v

Irdg,ene,d 1ym(1)

qui ne contiennent pas K .
Ce Q¢ Fe Do
Démonstration du théoréme. - Si LF K, Hk(v) n Hi(v) est un sous-espace
maigre de Hk(V) o En effet, il admet une topologie du type (5) plus fine que

la topologie de Hi(V) et, par le lemme 1, étant distinct de HE(V) , il est
maigre d'aprés un théoréme connu de Banach.
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Ensuite, d'aprés le lemme 2, faisant parcourir & L la famille des Ln y On
voit que les fonctionnelles analytiques de H%(V) portables par un autre compact
H(V)-convexe que X , et ne le contenant pas, sont incluses dans une réunion dénam-

brable de sous-espaces maigres, donc forment un ensemble maigre.

Ce Q¢ Fo Do

REMARQUE 1, - Dans le cas de la dimension ! , vu la correspondance rappelée
dans 1'introduction entre T et ¢ o1 ¢ est holomorphe dans (K (cas du
plan complexe), nous voyons que cette propriété n'est qu'une traduction du fait
que les fonctions non prolongeables hors d'un ouvert Q forment un ensemble non
maigre dans H(Q) . Cette traduction est emcore possible dans Qn lorsque CK
est une réunion d'hyperplans complexes daprés le théoréme 1, page 2889, de (7],
mais dans ce cas le théoréme ici démontré contient ndanmoins davantage car un com-
pact peut &tre minimal parmi les porteurs de T dont le complémentaire est réu-

nion d'hyperplans complexes sans &tre minimal parmi ses porteurs H(gn)-convexes.

4 “
THEOREME 3. — Soient Q wun ouvert (respectivement un compact) de V , et T

une fonctionnelle analytique {faiblement) portable par Q . 5i les ()i sont des

ouverts (respectivement des compacts) de V tels que :

~ 7 ~
UQ.»oQ
. 1

1

(ieI un ensemble fini dans le cas compact, dénombrable au plus dans le cas

ouvert), alors il existe des fonctionnelles analytiques Ti 9 Ti portable par

Qi ’ Ti = 0 pour presque tout 1 , telles que :

T=2T,
;1
(si les Q, sont compacts on suppose que U Q, est un bon compact) e

iel

Démonstration. = Soient Q' = U Q, 5 et p, 1'homomorphisme de restriction a
% 1 '
Qi de %a,(V) s Py 1' homomorphisme transposé.
Nous considérons 1l'application o définie de

HQ,(V) dans E = g Hbi(V) par f a»g p; (£)

et sa transposée t_ définie de 3' = % Héi(V) dans HY, (V) par

5t
(oo- I3 ei ’ eoo) -)é.- pi(ei) ) ei € Hbi(v) .
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Sous nos hypothéses, E est soit du type (8) (cas ouvert), soit du type
(®38) » Aussi, pour montrer que to est surjective il suffit de montrer que o

est injective et d'image fermée ce qui est immédiate

Soit donc T (faiblement) portable par Q , alors, d'aprés le théoreme 1, T

est portable par G s donc a fortiori par U ;0 donc par U Qi « Donc il existe
i i

< t R . o .
! = Qo o
G& € qni(V) telle que T= 2 pi(GE) Si Ti est la restriction de CE a
Hv) , T, est portable par K, et ona

T:ZT

; 1

Ce Qo Fa De

Notons que les hypothéses sont susceptibles de variantes, par exemple si

Q=U Qi on n'a pas besoin, lorsqu'on fait 1'hypothese que T est portable par
i
Q , de supposer que £ soit un kon compact.

REMARQUE 2. ~ Dans le cas de C la correspondance entre T et ¢ transforme

ce théoréme en un %théoréme de décomposition des singularités"s Si ¢ est holo-

morphe dans un ouvert connexe de la sphére de Riemann contenant « , si K est

complémentaire de cet ouvert, si K; ;, «co, Ky sont N compacts tels que la

N
composente connexe de « dans G uw de (( U Kj) soit incluse dans (K,
=1
alors il existe des ¢j 9 ¢j holomorphes dans CKj » telles que ¢ = 2:43 dans
CK J

by

Cette traduction peut aussi 8tre faite & plusieurs variables, sous 1'hypothése
indiquée dans la remarque 1 sur K et les Kj e

3. Intersection des supportss

Il est aisé de voir que, malgré le théoréme 2, mBme en supposant dans QP que
§ est la famille des convexes, ou la famille des produits I'; x ees x Tn de
convexes de C , il n'y a pas G'unicité du Vesupport. Le probléme qui se pose
naturellement est donc celui de 1'intersection de deux porteurs ¢ S1 T est
portable par Kl et pa:v‘Ké est-elle portable par K1 n Ké ? L'analyse de notre
démonstration de [10] nous a conduit au probldme suivant & la solution duquel est

Frobléme. ~ Soient T wune fonctionnelle analytique, Kys ooe s Kp (p+ 1)
porteurs de T (ouverts ou compacts simultanément) ;3 si T est portable par

chaque 13 = KO N soe N Kj—l n Kj+l N seo N Kp est~elle portable par

LOﬂLlﬂo-c NLD?
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Dans la suite nous supposerons toujours pour simplifier que les Kj s
j=0, 1, «es , p, sont tous H(V)-convexes, et que V est connexe de dimen=

sion n « Blors, la réponse ne dépend que de K = K. et de sa situation dans
j:O
V comme nous allons le montrer (ceci reste vrai pour p= 1 sans hypothése sur

les K. )o
J

N n K. . our K. N eee n K, s ona L, =K A .
otons JooooJr p JO Jr ? J Ooo..]ooop
Nous introduisons 1l'espace

EF = M H (V)

. . K. .
(Joy““,Jr) Jo**edp

1
et 1'application &% du cobord,. définie de E' dans EF par

[.r %%1 ( h
a (o-. . . ooo)] . . = bl 1) . 4 . e
? Pigeeedy’ 0Tl B0 Pigeeedpeeeiny

9. A . , désignant la restriction de ¢, I A , €lément de
10...111...11‘4-1 lo lh . lr+1

Hy (V) & K. . . (restriction de germe!) en sorte que

“ leeel oceol

io.a.ih...ir-i-l O h I‘+1

cette somme ait un sens.
(Pour les notions cohomologiques, nous renvoyons & [3] ~u & [5].)

Un systéme de fonctions (¢). . est un re-cocycle si ar(... ,(% . 5 eee)=0,
JOQ.‘JI' Oooo']r

Tl

r-l gr-l

c'est un r-cobord s'il appartient & 0

L'ensemble des r—cocycles est un sous-espace fermé ¥ de EF s l'ensemble

des recobords est un sous=-espace B" de F.

Nous désignerons par cocycle entier de E° un systéme (eee 4 ¢ ) ees)

i ..’i

0 r

ou wio...i provient d'un élément de H(V) pour tout systéme d'indices
T

(g eon ir) et par cobord entier d¢ E° un cobord provenant de 1'image de

M B .4 (V)
(ioo . .ir—l) O ru-].
l<ll<o o <11"~1
F ] . r
Hio"‘ir-l(V) désignant 1'imsge de H(V) dans H_ (V) ; F o, B:

io. . Oir-‘l
désignant l'espace des r-cocycles entiers, des r=cobords entierse

’
DEFINITION 5. - On dit que K satisfait & le condition de Runge d'ordre r si
les r—cocycles entiers sont denses dans les r-cocycles.
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Justification de la définition. =~ Nous allons nous contenter d'esquisser les

raisonnements lorsque K = UKj est réunion d'ouverts.

D'abord, si r = 0, les O-cocycles sont les éléments de H(K) et la condition
de Runge d'ordre zéro signifie que H(V) est dense dans H(K) . Faisons 1'hypo-
thése supplémentaire que la cohomologie du nerf de recouvrement de K par les

: Z
Kﬁ 4 valeurs dans C soit triviale (7) (ce qui est vrai pour nos -.applications j
c'est-a~dire lorsque T # O et que la réponse au probléme est positive).

by

I1 en est aloia de mEme pour tout systéme de coefficients constants 3 valeurs
dans un espace vectoriel complexes En particulier pour r > 1 tout r-cocycle en=
tier est un r-coburd entier. Alors il revient au méme de dire que les re—cobords
entiers sont denses dans les r-cocycles, ou de dire que les r-cocycles entiers
sont denses dans les r-cocyclese Mais chaque K, étant H(V)~convexe

i i (V) est dense dans Hy (V) , donc il revient au m8me de dire
O..o 1"-1 iooooir-l

que la condition de Runge d'ordre r est satisfaite, ou de dire que les r-cobords
sont denses dans les r-cocycles. Nous allons voir que cette derniére condition ne
dépend pas du recouvrement. En effet, pour passer d'un systéme de cocycles

(eee 5 0. s ceo) & une forme dM-fermée w, de type (0, r) on procéde

1 onoi
0 r
ainsi, [3] page 213, (pour la d"-cohomologie, cfe [5]) ¢+ On peut trouver des
fonctions indéfiniment dérivables O, . telles que 6, . soit définie
lAeeol l~eenl
0 Teml 0 Tl
dans Ki 5 et telles que
0000 r..l

-1
Br (ooo ) S] ? 000) = (ooc ’ (P. . » eoo) .
1Oooelr

jO"'jr-l
Les deux espaces, E" et 1'espace analogue g° o obtenu en remplagant

Hy (V) par & Kio° .

5 ) 1'espace des fonctions indéfiniment dérivables
ioo (X ] ir-l I'u-l

dans K, » 8tant du type (%) , 3 toute suite ¢" de recocycles tendant

1cesd
0 rel n
vers zéro dans F on peut associer une suite ©  de (r-l)-cocycles tendant vers

zéro dans Sr"l .

On forme ensuite d" e 3 d" étant une application continue, on obtient une

suite tendant vers zéro de (r = l)=cocycles du recouvrement 3 valeurs dans le
faisceau des germes de formes & coefficients indéfiniment différentiables de
type (0, 1) et d"-fermés, etce, donc finalement on associe, & une suite ¢n

de r-cocycles du recouvrement & valeurs dans le faisceau des germes de fonctions

2 rps s . .
(%) La définition 4 et ce qui suit valent aussi lorsque T = O .
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by

holomorphes, une suite w? de formes & coefficients indéfiniment dérivables défi-

nies sur K, de type (0, r) et d"-fermée ; de mPme en sens inverse.

Mais, si un cocycle ¢ est limite de cobords wn , les @n = Q - wn forment
une suite de coc;cles cohomologues, tendant vers zéro, et réciproquement, donc il
leur correspond une suite de formes w? , d"-fermées sur K, et d"~cohomolo-
gues, qui tendent vers zéro et de mbme dans 1'autre sens. En conséquence, dire
qu'un cocycle est limite de cobords dans Fr peut s'exprimer & 1'aide des formes
différentielles 3 coefficients indéfiniment différentiables de type (0, r) et
an-fermées, qui leur correspondent dans la construction de 1'isomorphisme de
Leray=Dolbeaulte

Ceci justifie notre définition en montrent que, sous nos hypothéses, la condi=-
tion de Runge ne dépend en fait que de K o Si on change de recouvrement, elle

est encore satisfaiteo

En plus, exprimée & 1'aide de formes différentielles, nous pourrons, plus loin,

la transformer par des raisonnements de dualité.

Ce Qo Fo Do

PROPOSITION 3. =~ Pour cue toute T différente de O, portable par chaque Iﬁ ’
soit portable par LO N soe N Ib s il est nécessaire que la condition de Runge

d'ordre p - 1 soit satisfaite pour K o

Démonstration. — Si. B! ntest pas dense dans P! s il existe une forme

s s . i . . . 1
lindeire continue sur F* non identiquement nulle, mais nulle sur BY™ . Nous

pouvons la prolonger en une forme linéaire continue non identiquement nulle sur

1 4. ‘s .
EP™" . 81 les To.,,ﬁ..,p sont les composantes de cette forme linéaire, en uti=-

lisant le fait que
h 1
EO (.- l) TOQQOBQGOp(tPO.OG?IO..p) = O lorsque (.‘. , (POO..ﬁ.O.p) e Bg— ’

on vérifie aisément que (- 1)h TO;..E est le prolongement d'une fonctionnelle

e0a]
analytique T & Hy (V) o Meis si T se prolonge & Hy (V) , onen
Oooohooﬁp Ooe.p
déduit que, pour toute ¢ € Fp"l s ON a2
3 h h
- 1 o - —
h=0 ( ) TOooo?lna-p(‘pO-oo?luoop) - Ovotp( fO ( l) (POooo?loonp) - TOooop(O) =0

ce qui n'est pas pas construction. Donc T est bien une fonctionnelle analytique

non égale & zéro, portsble par chaque Iﬁ = KO,..E..ep s et non portable par
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K00n0p= LOnLl N ese an .
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FROPOSITION 4s ~ Si K satisfait & la condition de Runge d'ordre p - 1, pour
que toute T , portable par chaque L. , soit portable par LO N see N Ib y il

est nécessaire et suffisant que OEP~* = HK (V) , c'est=d-dire que toute fonc-
Oe se D
tion ¢ holomorphe au voisinage de LO N ese N Ib soit de la forme ¢ = 450 wj
j=

ol ¢j est holomorphe au voisinage de 13 .

Démonstration. -~ Pour la suffisance,on pose

1 h $ h
() = 2 (=17 Ty & (95 4 ) o 9= (= )% 95, % .
=0 O-uohooap O.'Ohl.‘p h=0 O-oohooop

La condition de Runge assure que cette somme ne dépend pas de la décomposition

choisie« On vérifie, par le graphe fermé, que O est un homomorphisme.

Pour la nécessité, on remarque qu'une solution positive du probléme entraine

que Hk (V) a une image fermée dans E'p"’l par 1'application % , et &y

OOOOP
étant injectif, nos espaces étant soit du type (%) de Schwartz soit du type

(08) , on en déduit que O est surjective.
Ce Qo Fe Do

Ces propositions s'appliquent ainsi 3

PR p

THEOREME 4o = Si K= U Kj est H(V)=convexe (p > 1) alors toute fonction—
j=0 - —_—

nellse analytique T , portable par chaque Lj y €5t portable par Lb N ese N %p .

Démonstrations - D'aprés des théorémes de He CARTAN ([9], exposé 19, proposi=

tion 4, dans le cas o K est compact, théoréme B, exposé 18, deans le cas ou K

est ouvert), on sait que

(K 3 ) = 0 pour tout s >1 ,

Cad

O désignant le faisceau des germes de fonsitions holomorphese

w
Mais la cohomologie de K peut se calculer & 1'aide des cocycles de Cech

déerite précédemment ([3], chapitre 2, § 5, et page 213) donc, pour p >2 ,
HP-L(K » 0) = 0O entraine que X satisfait 3 la condition de Runge d'ordre
p-1, et Hp(K » O) entraine la condition de la proposition 4. Pour p=1,
on a Hl(K 3 9) =0 et K é&tant H(V)-convexe H(V) a une image dense dans
HK(V) « La condition de Runge d'ordre zére est donc satisfaite.

Ce Qe Fe De



THEGREME 5. - 8i pzn+ 1l (n est la dimension de V), toute fonctionnelle

analytique T , portable par chaque Lj , est portable par Lo N ess N Lp .

Démonstration. = On sait alors que Hp‘l(K , 9) = 0= HP(K , 9) .

HROPBIIONS — Une condition nécessaire et suffisante (les Kj sont supposés

A

H(V)~convexe et ouverts), pour que K satisfasse & la condition de Runge d'ordre
=D L
(p-1) et pour que HP(K y 0) = 0, et que HZ Pk, oM =o0.

3 n I . e ) 3 \ 3 ]
Démonstration. - € désigne le faisceau des germes de n-formes & coefficients

holomorphes sur V « Le symbole * remplace la qualification "3 support compact".

Suffisance :On désigne par g* 1'espace du type (%)-Schwartz des formes dif-
férentielles & coefficients indéfiniment différerntisbles définies sur K et de
type (0, r), 5" désignera le noyau de d" ; & - g1 | Un raisonnement
analogue & ceux de Je=Po SERRE dens [11], cfe [6], montre que d"Sp"l est fermé
dens &P « On on déduit, par exemple & 1l'aide du procédé employé dans la justi-

l —l 03 rd
fication de la définition 4, que 3" ¢ EPT L EP a une image ferméee

1 . .
Mais, oP=1 Pl _ gP comne on le voit aisémente Donc 1'hypothése euntraine en
fait la surjectivité de OP~' , done HP(K, ©) = O .

n, n-p+1

D'autre part, on constate que d"&p—l a pour polaire £ 1'ensemble des

formes de type (n, n=p+ 1) d"'fermées & coefficients #-distributions défi-

nies sur K, et que Sp'l a pour polaire dne™® P o ehHOP désigne 1l'en=-
semble des formes de type n, n - p a coefficients w~distributions définies

sur K e«

Done Hn"p+l(K , ") = 0 entratne que ces deux polaires sont égaux 3 en consé-
quence, aneP = sp‘l rar le théoréme des bipolaires, ce qui d'aprés la justi-
fication de la définition 4, montre que X satisfeit & la condition de Runge
d'ordre p =1 )

Nécessité : HP(K y 9 = 0 entraine que qd" : gl | oP est un homomorphisme,
donc que son transposé 4" : ﬁ:,n-p - ﬁi’n’p+l a une image fermée j; ensuite, les
(p = 1)=cobords et les (p = l)=cocycles ont mBme polaire, la condition de Runge

' ] 1 e . . nellsD=p nyne=pt+l
d'ordre (p - 1) é&tant satisfeite, donc d £ est dense dans £ , ct
comme il en est un sous-espace fermé

Dy0=p _ n, n=p+1 ,

ang;, . ¢! esta-dire H:"p”l(K , M=o 5

Ce Qo Fo Ds
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En corollaire, on obtiendra le théoréme suivent :

la b .
THEOREME 6. -~ V {étant de dimension n > 1 , toute fonctionnelle analytique

T , portable par chaque intersection n & n de (n+ 1) compacts (ou ouverts)

Kj » €8t portable par Ky n K neeo nK si et seulement si CK est connexe.

Démonstration. - Dans le cas o V , variété de Stein, est de dimension 1, la

condition de Runge d'ordre zéro est satisfaite si et seulement si (K est connexes

Supposons n > 1 . On a la suite exacte ([3], théordme 4.10.1), supposant K

ouvert,
0 n 0., 7 0 n o 1 n 1
0 H(K, @) > H(V, @) 5 HCK ; 0% SH(x, o) »H(V, d) » o

1 v 0 .
On sait que HS(V , O 0= H*(V , O, [11], et on a H*(CK ,lﬁp) = 0 siet
seulement si CK n'a pas de composante connexe compacte, donc H*(K s Qn) =0
si et seulement si CK n'a pas de composante connexe compacte. D'sprés la pro=-

position 5, K satisfait donc & la condition de Runge d'ordre (n - 1) si et

seulement si (K n'a pas de composante connexe compacte, puisque HY(K y 9) =0,

Le résultat est démontré dans le cas ouvert ;3 le cas compact s'en déduit immé-
diatement.

Ce Qe Fe Do

CCROLLAIRE, - Soit E un espace vectoriel complexe de dimension n « Si T,

une fonctiornelle analytique, est portable dans E par les intersections n a

n de (n+ 1)-convexes Kj » 0£j<n, T est portable par Kyn «es n K

n
Démonstration. CK = U Kﬁ est connexel
i=0

REMARQUE 3. - Les constantes obtepues sont les meilleurs possibles. Dans la

dimension complexe 1 . on voit que si T est porteble par deux convsxes elle
est portable par leur intersection 3 donc il existe un convexe compact minimal,
unique porteur de T » C'est le convexe dit disgramme conjugué de 1'indicatrice
de croissance de $T , [1]. Le corollaire du théoréme 6 dans le dimension 1 ,

s'interpréte ainsi comme une version duale du théoréme de Phragnén-Lindeldf qu'on

exprimerait en disa .ty ¢ Si T est portable par deux demi-espaces; elle est por=
table par leur intersection. La version, en termes de croissance du corollaire
du théoréme 6,apparait donc coume une généralisation naturelle 3 n=-varisbles du
théoréme de Phragmén-Lindeldfs



Le théoréme 4, lorsque p= 1, joue un rble important dans le mémoire [el.

Nous en donnons plusieure epplications, au probléme de 1'intersectisn d'un pore

teur et d'un sous-enseumble analytique "quasi-porteur®, & 1'étude de 1'intersec=

tion de porteurs de formes convensbles, & 1'étude des fonctionnelles analytiques

admettant un support réel [pour un exemple montrant la prudence nécessaire dans

ce domaine, voir 1'exemple de [10], exposé 19, page 19-06].
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