DENISE HUET
Perturbation singuliére d’opérateurs elliptiques

Séminaire Lelong. Analyse, tome 2 (1958-1959), exp. n° 13, p. 1-7
<http://www.numdam.org/item?id=SL_1958-1959__2_ A9_0>

© Séminaire Lelong. Analyse
(Secrétariat mathématique, Paris), 1958-1959, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Lelong. Analyse » implique I’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SL_1958-1959__2__A9_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Faculté des Sciences de Paris

—imimis 1301
Sémincire A'aNALYSE
(P. IELONG) mars 1959

sannée 1958/59

o
H L]

~ /
PERTURBATION SINGULIERE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES

par lMlle Denise HUET

Position intuitive du probléme. - Etant donnds un ouvert Sl de R" , et 2

opérateurs aux dérivées partielles 4 et B, avec ordre de A > ordre de B,

soit u. la suolution d'un probléme aux limites sur L, de
(1) (EA+B)uE=f, >0,

f , fonction donnée.

Probléme. = Que fait u, quand ¢ — 0 ? En particulier, converge-t-il, pour
une certaine topologie, vers la solution u d'un probléme aux limites sur §)
de

(2) Bu=1f ?
Connue ordre de A est > ordre de B, lorsqu'on passe de (1) a (2), on
"perd" des conditions aux limites.

L'utilisation de 1a wmechode ue resolution des problémes aux limites de Lions
permet de résoudre ce probleme (ainsi d'ailleurs que d'autres problémes) pour

des opérateurs M"elliptiques".

1. Méthode de résolution des problémes aux limites de Lions.

On se donne un espace de Hilbert H , dont on note le produit scalaire par

(u, v) et la norme par |u| .

On prend ensuite un autre espace de Hilbert V avec

(3) V CH et V dense dans H .
Soit a(u, v) une forme sesqui-linéaire continue sur V .

Espace N et opérateur 4 attachés & a(u, v) sur V., - L'espace N est l'espace
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des uéV tels qud v—alu, v) soit continue sur V muni de la topologie

induite par H . Comme V est dense dans H , il existe alors iLue H tel que
a(u, v) = (lu, v) pour tout v €V

Ceci définit A oomme application lindaire de N dans H ; on munit N de
la topologie la moins fine rendant continues : u~> u de N dans V et
u—3hu de N dans H.,

Soit f domnée dans H .

Probléme 1, - Existe~t-il u €& N, tel que 4u=£f ?

Probléme 2. - Existe-t-il u € V tel que afu, v) = (Au, v) pour tout vevV.
On a alors

PROPOSITION 1, - Les problémes 1 et 2 sont équivalents (voir lz démonstration
par exemple dans LIONS [9], p. 22) .

Formes elliptiques sur V..~ a(u,v) est dite elliptique sur V , s'il existe
2 > 0 tel que Re [a(u, u)] )dHuHé pour tout u €V,

Si on décompose a(u, u) = al(u , V) + 1 az(u , V) , en partie hermitienne et
anti-hermitiennc, dire que a(u , v) est elliptique revient & dirc que oy (u v)
d¢finit sur V un produit scalaire équivalent & (u , v)V .

On & le théoréme suivant,

THEOREME 1., - Si a(u, v) est elliptique sur V, 4 ect un isomorphisme

topologique de N sur H (pour la démonstration,voir LIONS [7], p. 15).
Alors les problémes 1 et 2 admettent une solution unique.
Cas particuliers importants.

10 pour les cquations aux dérivées partielles (J() C VCH, G0 (f1) dense
dans H .

)
2° pour les systémes (O)(Sl))l)CZ vcur ¢ (®r{)) .
C'est la condition u € N qui donne les conditions aux limites.

2. Perturbation singulidre d'opérateurs elliptiques. Théoréme de convergence.

Exemples simples.

On prend maintenant 2 cspaces de Hilbert V et W avec
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(4) VCWCH, V dense dans H ,

Puis a(u, v) , forme sesqui-linéaire continue sur V et b(u , V) continue

sur W, avec

H s b(u, v) est elliptique sur W

Hy : Ca(u, v)+hlu, v)= be (u, v) est elliptique sur V quand & =30,

Soient Ng (resp. NB) et B, (resp. B) 1l'espace et l'opérateur attachés a
bi(u y V) (resp. b(u, v)) sur V (resp. V(w) adhércnce de V dans W
muni de la topologie induite par W) .

Soit f donneé dans H .

Soit U la solution dans V de

(5) Ea(ui »7) + blug, v) = (f, v) pourtout veV, & —50 (ou, ce
qui est équivalent,de Bsiuc =f , u €Ne)

Soit u 1la solution dans V(w). de
(6) b(u, v) = (f, v) pour tout v ég(w) (ou ce qui est

équivalent de¢ Bu=f , uc HB)

[ 1
THEOREME 2, - Lorsque ¢ -—0, u —-u dans W, €2 u —>0 dams V,
Résumé de la démonstration. - Il résulte de H et H,, que u, est borné

1
dans W et que ¢2 u¢ est borné dans V .

Alors de toute suite. on peut extraire une sous-suite u , telle que ué — W
n n

dans W faible, et € U —>0 dans V . Par suite w vérifie
n

b(w, v) = (f, v) pour tout v€ V(W)
On montre alors que uc ~—> W dans W fort (donc w € V(W) et w = u) et
que §¢72 Ug =3 0 dans V.

Exemples d'application aux équations aux dérivées partielles. - La condition
V € W entraine ordre de B% 7 ordre de B . Nous prenons H = L2 (ﬂ) .
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Prenons

w=8(Q); blu, v) =Z(§—;_ , ag;’-(-_)0+ (w, v),
1 1

((u, v)O désigne le produit scalairc dans LZ(Q)),:alors Bz=~=A+1.

b(u, v) est bien elliptique sur Hl(ﬂ.) .

Nous prendrons pour V des sous-cspaces V. de ™ : cspace des u € gt (%),
avee Du ¢ L (1) muni de

(all?) 10 ulf)

avee aflu, v) = (A u, Av)o qui définit A = A2 .

Pour tout €>0,
Eu,bv),+ @&, %%-)o s, V),
1 i

est elliptique sur ’\3 .

i = i 4
et Ny dans Vi(w) o Soit u, (resp. u) 1la

a chaque Vi correspond Nt ¢

3
solution de

N R i i i

(€ D+ 1) we=£, ug N£

(respe (= D+ 1)u =1 ; uléNg)‘.

Exemple 1, = La frontiere | de Sl est régulidre V %) done V, (w) = B ) .

Pour interpréter les conditions aux limites satisfaites par ui et u , nous
utilisons la formule de Greecn

((£0° = D+ 1)u,v)ozf%(iau-u)_{rds-ffﬂu -a.—ds +b lu, v)
r P

1 . . o) 1 1 _ 1
Alors u€ satisfait 5—_;)( £0u£-— ue )! =0 et Du

P v £ 200

.

: 1 copasq OU
tendis que u” satisfait <= |

- 7 b =gl .
Exemple 2, = V2 = HO(Q.) alors VZ(W) = HO(-Q) s
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On a les conditions ¢

6u2 .
u%|r1=v0 -a%.lrzo et uzh.\:o.
Exemple 3. = V3 = % PEEOTY g iy,
L Ny e 13(Q) Jay P

3

Par suite u2=u .
De plus u3l =0 et ﬂuBI =0.
P ¢ 1

Remarques, - L'exemple 1 montre que les conditions aux limites pour u, peuvent
2 ¢ 3

dépendre de les exemples 2 et 3, que deux familles u et u de

P ’ ’ € ¢

problémes aux limites distincts peuvent avoir la méme limite.

3. Amélioration du théoréme de convergence.

1
Nous prenons maintenant : H = Lz(ﬂ) , W= (L) , et

b(u, v) = S b D%u, Py avee b € LP
o oI Tl ¢m o 2" o P4 _
qui definit

— Ip| _p q
(=1) D (bqu ) .

" o ale

)
Nous supposons b(u , v) elliptique sur H® ({l) . Puis pour V des sous—~
espaces fermés de H ({l) , m> m' . et

au, v) = (apq D%y | Dpv)o , aqu L)

P
IpI™Tal & m
qui définit

L = S (_1)‘13‘ DP( DQ) .
Ipl°Tal ¢ a

Nous supposons que, lorsque ¢ —>0,

b (u, v = ¢a(u, v) + blu, v)

elliptique sur V ,
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N

hlors, d'aprés le théordme 2 , u -3 u dans H (SL) et ¢ u =—>0 dons
HP(SL) ¢ ¢

Nous allons améliorer ce théoréme, en faoisant des hypothéses de regularité

supplémentaires sur L , ou sur les coef.icients %0q et bpq .

1° Nous supposons <L quelconque mais apq et bpq , indéfiniment dérivables sur

LS00,

Nous savons alors, d'aprés FRIEDRICHS | 2] , que pour tout ouvert borné A
avec A ), telque f ¢ Hk(A) , alors u
ces conditions, nous avons

y

1
€ H2™E (1) ot u e B ¥ (4) | Dans

THEOREME 3. - Pour tout ouvert borné A , avec A c Q) y pour lequel f € Hk(A)

: 1
alars u; —> u dans " +k(A) , €2 uc —> 0 dans g’ +k(A) et
€ug —> O dems H™E() .

20 ‘ﬂ. a pour frontiére T une variété indéfiniment diffdrentisble de ‘

dimension n - 1 ; apq et bpq sont indéfiniment dérivables dans )L . De plus

V = ng(ﬂ) ou Hm(ﬂ) .

Alors d'rprés NIRENBERG [10], BROWDER [1], LIONS [9], on sait que si
fe Hk(ﬂ) alors ug 2m+k( Q) et u € H‘2m +k(..Q.)

Dans ces conditions nous avons les résultats suivants 3
} ~ . . . ]
THEOREME 4. - Sur toute carte locale V, D} u =3 DJ(w) (0f aésigne les

! 3 '
dérivées tangentielles) dans H' (V) pour |j| ¢k +m', ¢Z D% Y-—30 dans

H'(V) pour |jl ¢ k +m , et ¢ D‘]u '—> 0 dans H'(V) pour |j| £k +m .

€

1
Yais ug ne converge pas vers u dans ey

En effet, reprenons l‘exemple 2 du parographe 2.8 u,—>u dans HZ(Q) ,
on aurait pour toute f € 12 (L), ue Hy (ﬂ) , ce qui est absurde. (Tous ces
résultats sont résumés dans D, HUET [3] et [47).
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