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DERIVEES PARTIELLES ET RESIDUS DE FORMES DIFFERENTIELIES
SUR UNE VARIETE ANALYTIQUE COMPLEXE

par Frangois NORGUET

INTRODUCTION.

La théorie des résidus des intégrales doubles a été abordée par POINCARE en 1886,
dans un travail ([16]et[17]) ol il mentionne les tentatives déja réalisées dans
ce domaine, citant les travaux de PICARD ([11],[12],[13]et[14]), ainsi qu'un
mémoire inédit de STIELTJES. PICARD reprend cette question dans des travaux ulté-
rieurs, FICARD et SIMART dans leur ouvrage [ 15]. Mais sucune étude systématique ne
semble avoir été entreprise, avant les travaux récents de LERAY ([7],[8Jet[9])
powr étendre au cas de plusieurs variables complexes la théorie des résidus de
Cauchy. Des résultats partiels ont été obtenus par de RHAM ([18] et [19]),

SEGRE [ 20 J, CACCIOPOLI [ 1], SEVERI [ 21 ], MARTINELLI [10] ; de plus, les nombreuses
formules de représentation intégrale [B] pour les fonctions de plusieurs variables
complexes, auxquelles sont attachés les noms de BERGMAN, BOCHNER, MARTINELLI, WEIL,
doivent trouver leur place dans une théorie moderne des résidus ; les travaux de
FANTAPPIE [ C ], sur la représentation des fonctionnelles analytiques, sont en rela-
tion avec une telle théorie ; enfin, DOLBEAULT ([3],[4]et[5]), KODAIRA et
SPENCER [ 6] ont défini, pour les formes différentielles semi-méromorphes et sans
tenter d'obtenir des furmules intégrales, une notion de résidu qu'il convient de
rattacher 3 celle de POINCARE et de LERAY.

A partir des idées de LERAY, qui trouvent leur origine dans les travaux cités de
POINCARE, on tentera, dans cet éxposé, de tracer un cadre pour une théorie des
résidus : une telle théorie consistant en la réalisation, 3 1'aide de formes et de
eycles, d'homomorphismes topologiques dont la définition est générale. Dans cer-
tains cas, 1'homomorphisme résidu se rédalise aisément grice & la dérivation par-
tielle des formes différentielles, dont le formalisme a &té introduit par LERAY
(L7],[8]et[9]). Ce formalisme sera exposé dans une premidre partie ; son
extension aux cas singuliers est basée sur la définition des formes diffédrentielles
induites sur les ensembles analytiques complexes, qui sera donnée en Appendice.



10-02

La théorie des résidus occupe la seconde partie de l'exposé, suivant le plan de
principe suivant :
A. Résidus simples :
1. Définition générale.
2. Caleul du résidu de Leray (méthodes de Leray et de Dolbeault).
3. Calecul du résidu de Martinelli.

B. Composition des résidus :
1. Théorie générale.
2. Composition des résidus de Leray.
3. Composition des résidus de Martinelli.

4. Généralisations diverses.
C. Images de résidus.

D. Calculs explicites de résidus & 1'aide de bases pour l'homologie et la

cohomologie.

Pour la simplicité de 1'exposé, on considérera seulement 1'homologie et la coho-
mologie absolues, alors que les résultats de Leray sont établis en homologie et
sohomologie relatives ; de nombreux détails de la théorie de Leray ne pourront
figurer ici ; par contre, certaines généralisations de cette théorie seront données
(au moins en résumé), permettant d'inclure les résidus de Martinelli, et d'admettre
certaines singularités ; le lien avec les idées de DOLBEAULT sera indiqué. Enfin,

C et D ne seront pas développés : la considération des images de résidus, bien
aisée dans les cas favorables, nécessite encore des études, et les calculs expli-
cites, conduisant aux formules intégrales connues, ne semblent avoir été revus
selon les idées actuelles que dans le cas de la formule de Cauchy-Fantappie
(L457,[8]et[9]). Toutes ces questions seront éventuellement 1'objet d'un
exposé ultérieur, ainsi que 1'étude compléte du calcul différentiel et intégral
qui figure dans la seconde note de LERAY ([&8]).
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I. Dérivées partielles de formes différentielles extérieures

1. Dérivées par rapport & une variable.

a. Dérivée premiére. Soit X une variété analytique complexe, de dimension

complexe n . Soit S wune sous-variété analytique (sans singularités) de X ,
de dimension complexe n - 1 ; on suppose que S admet une équation globale
z = 0 , la fonction holomorphe =z , définie au voisinage de S, stannulant au
premier ordre sur S . Soit, au voisinage d'un point O de S , un systéme

(z yw) , w= (wi) de coordonnées locales de X .

lsisn-1
Si ¢ est une forme différentielle (c OO) définie au voisinage de S , ¢

stéerit de maniére unique, au voisinage de 0 , sous la forme @
¥ = dz Ay +06
o ¢ et O ne contiennent pas la différentielle de lorsqu'elles sont expri-
mées en fonction des coordonnées locales (z , w) « Si ¢ =0 , la dérivée par-
'y a(Z ’w) w P & <X} ° . . 0
tielle —s est définie, au voisinage de O , par la relation

a(zsw) e +

dg = dz A = JE R
AY a (z ’w) L( . . ) ’ .
ou —, 3 et B ne contiennent pas la différentielle dz . Dans le cas

¢ .

général, —(—%’%)—— est définie par

o) ¥

(z,w) ¥ — g A a(zv,w)\"' +a(z,w) ©
oz Oz oz ’

Cette dérivée partielle, définie au voisinage de O , dépend du choix du systeme

de coordonnées locales (z , w) . On se propose d'étudier sa restriction d S :

0 e
- (z ,W)

0
(z ’W) ¢
5= Oz

0z

5

On suppose, de plus, dz Ay fermée, soit dz A dy¢ =0 . Comme
dzA@ =dzN® ,ona dz/ANdy =dz /A d0 =0 au voisinage de O ; or

a( w)e
de:dz/\——-%’—z———Jro( ,

ol  ne contient pas la différentielle dz ; alors dz Ad6 =dzA o =0 , d'ob
n =0 ;5 done d
6 = dz A -—T-—(Z’W) ’

2 H

et,
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' ol 6\
d@:-dz/\dq»+d@:dz/\(-d\p +_(:51;’-)-—),

3 () © ’
soit dy =adz Aw , o0 w=-4dy +-L5,_é—_ . I1 en résulte :

é(h W)"D ,
—— ‘sz wis +dyls .

Or la relation dz ANdyg =0 entraine l'existence [ 54 ] , dans un voisinage de
S , d'une forme & telle que d¢ =dz A @ ; de plus, si W et w5 ' sont deux
formes telles que d¢ = dz A& =daz ANw' , dz A (D-") =0 et il existe une
forme X telle que w-W'=dz AN} ; domc @[S = s , i. e. TW|S est par-
faitement déterminée par la donnde de ¢ et de =z ; par conséquent, @S = wl|S

au voisinage de 0 . La proposition 1 résumera ce qui précéde.

PROPOSITION 1. -~ 8i dz Ad¢ =0, il existe une forme o, définie au voisinage
de S, telle que d¢ =dzAw ; w|S est parfaitement déterminée par la donnée

de @ et de = 3 si (z , w) est un systéme de coordonnées locales de X au

voisinage d'un point O de S, @ s'éerit de meniére unique, au voisinage de O,

sous la forme @=dz Ay +© , o0 § et © ne contiennent pas la différentielle

dz ; on a la relation

0 (o) ¢
_.L’ﬂ’_é.z.)__|s= w|s +ay|s

au voiginage de O .

DEFINITION. - La forme w|S , qui ne dépend que de «¢ et de 2z , qui est défi-

nie globalement sur S , et qui est 1lide, par la relation ci-dessus, & la dérivée

0 P
partielle -i%‘zi)-—

d
par rapport & z , et notée a—g

S , sera seule appelée, désormais, dérivée de ¢ , sur S,

S 3 la forme ‘}/ étant désignée par BL% (z , W)

on a la relation :

aQZZW) i l d‘t’
0z .

e

au voisinage de O .

REMARQUE. - Si ¢ est une fonction, -éf;

dessus, est alors la dérivée au sens usuel ; la définition ci-dessus est donc la

(z , w) =0 ; la dérivée, définie ci-

généralisation adéquate, pour les formes différentielles extérieures, de la notion

de dérivée d'une fonetion.
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Changement d'équation pour S :

i. Soit 2z' = 0 une équation globale de S , vérifiant z' = hz , ol la fonction
holomorphe h ne s'snnulepas sur S. Si (z , w) est un systéme de coordonnées au
voisinage du point O de S, (z' ,w) , ou z' =hz , est un nouveau systéme de

coordonnées locales et lton a la relation @

o

é LP -1 kP
(Za";) = A (= é:)‘ +dA N a{‘r (z' 4 W)

a(zw)h
ou >\=h+Z——-§—z——-—— .

On en déduit :

) ¢ Q, , ¢ .
J.%%'L.‘szh_ﬁ%zz{ﬁ_.—'smh/\a%(z' ,w | s

ii. Soit 2z' une fonction holomorphe de 2z , telle que la fonction composée
z' o z s'annule au premier ordre sur S ; alors, on a :

Ayl aw
dz S—dz dZ"S

i. e. la formule habituelle du changement de variable dans les dérivées.

b. Dérivée seconde : dz Adyp =0 entraine d¢ =dzA w, puls dz A dw; =0

et enfin dwl =dz A @, 3 wZIS ne dépend que de W, etde z ; mais, si
d¢ =dzAw] , onavaque W -w =dzA X ; done def -dw =dz Ady
et, si dwi:dz/\o_)é,ona
dw -~dw =dz A(w) -~ w,) =dz A dX
dtou dz A (u)é - u)z-dX) =0 3 alors
wh = w, -ax =dz N § et w) IS—-u)z Is =d(Xls) ;

la classe de cohomologie de wzls est donc parfaitement déterminée par ¢ et

z 3 c'est cette classe qu'on appelle dérivée seconde de ¢ , sur S, par rapport

2

& 2z, et que 1'on désigne par §—§- S .

~
p2l

est

¢. Dérivée d'ordre supérieur : On définit @y par récurrence : si wp_l
2o o s s s / . — : LR . ; . — ! ,' °
défini et ver:u.f:ge dz Ad Uop_l =0 , il existe Wy tel que 4d woy = dz /\ wp 3

comme W, est défini, wp existe pour tout p 21 , mais seule la classe de
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cohomologie, sur S , de Wy, |S , est parfaitement déterminde par la donnée de P

et de 2z ; en effet, si w;}_l - wp_l = dz /\% +dX
dwy ) -dw 4 =-dzAdf =dz Ay - dz Aoy
d'ou
dz A (w?! - d¢) =0 et ! - =dzA v -4t .
% (Q,p Wy + g) e Q,p oop z A E
Cette classe de conomologie est appelée dérivée dlordre p de ¢ , sur S, par
dPy
rapport & z , et désignée par ~— S .
dz

d. Cas ou S est singuliére : Les définitions précédentes reposent uniquement

sur la possibilité de diviser par dz une forme & vérifiant dz ANv =0, et

sur la restriction & S des formes différentielles et de l'opérateur d ; cette
restriction étant définie quelle que soit S (voir Appendice), les définitions
précédentes se généralisent lorsque la division est possible. La division est possi-
ble,en particulier ([7],[8]1,[9]et[54]) lorsque dz ne s'annule qu'en des
points ou le hessien de 2z est non nul ; ces points sont alors des points singu-
liers isolés ; il semble que la division soit possible lorsque S n'a que des
points singuliers isolés ; on voit que cette condition est nécessaire et suffisante
si @ est holomarphe, grice & un résultat de [ 57 ] sur 1'homologie du complexe de
1talgebre extérieure.

2. Dérivées partielles par rapport & plusieurs variables.

as Cas non singulier. Soit X wune variété analytique complexe de dimension n .

Soit (Si)l <igqp -he famillc de sous-variétés non singuliéres de X , de dimen-
sion n - 1 , en position générale (i. e. : au voisinage de tout point O de

S = | S; » il existe un systéme (z , w) , 2z = (z) W= (w
1€i<m

de coordonnées locales de X , telles que Si ait pour équation locale zZ; = 0.

l¢igm? l<i<n-m ?

On suppose que chaque S:.L admet, au voisinage de S , une équation globale zizO R

la fonction holomorphe z; s'ennulant au premier ordre sur S; . Soit ¢ une

forme différentielle (C <) définie au voisinage de S , telle que ( / \ dzl) /\&p
1<1<m
soit fermée ; alors ( / \ dz. ) A dy =0 . Donc il existe une famille (w

1<icm
1<1<m

telle que d¢ = L.__ dz; N w; 5 cette famille vérifie 2___ dzg A da; =0,
1¢igm 1<€igm

done ( /\ dz, /\dw =0 pour tout i ; alors il existe une famille
*1<j<m
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(wij)1<1<m telle que d wy Z___dz A co . De fagon générale, soit p un

1¢j<m 1dism
entier > 0 , et supposons définie une famille (wil.“i )1$i9(sm de formes diffé-
lexgp
tielles telles que ( / \ dz. ) /\ dOJ 3 = 0 ; alors il existe une famille
1 ’ P ® s 0
D
(w ) telle que 4 w, = E dz, A . ’
dpeeedp 3y 1 m ey 1w pw atrdpa
- v\\_tj - P"'l ]
et (/\ dz, | Naw, . =o0.
11.0!1 l
1¢j<m P+
N . ' N ) ]
Lo famille (w11'°°1§1 Sipm existe donc pour tout entier p >0 , mais n'est
lengp
pas parfaitement déterminée par la donnée de ¢ et de 2z ; cependant la classe de
cohomologie, sur S , de wy i jS ne dépend que de ¢ et de =z ; aussi cette
n— 1... p e e s

classe peut-elle étre considérée comme une dérivée partielle de ¢ sur S, et

désignée par

q
o ¢ S avec q = Z:q ’

9 Uy 1<j
Jsm
6z1 LN azm
ou 9 est le nombre des indices égeux & j dans la permutation i ..o :‘Lp .

La construction ci-dessus, considérée par IERAY ([7],[8Jet[9]) et par
GEL!'FAND et 8ILOV [49], sera appelée construction GLS .

b. Cas ou S est singuliérec : comme précédemment, on voit que la construction

GLS peut G\Lm Larive® Luwwyus % 68U telle que, si une forme & vérifie

(1</1\<M dzl’/\ & =0, il existe une fanille (@,) 1¢iem telle que

W = Z: dz, /\“5 « Or cette propriété peut &tre réalisée si les S:.L sont non
1<igm )

singuliéres, mais non nfccssairement en position générele, comme il rdésulte de [ 53 7.

On_peut alors géudonliser les définitions précédentes.

c. Généralisations ultérieures : on verra que, dans les conditions ci-dessus ’

les résidus composés de formes semi-méromorphes admettant U S comme ensemble
. ledi<m

polaire se calculent & 1'aide des dérivées partielles qui viennent d'étre définies.
Or ces résidus sont définis méme lorsque les Si n*ont pas d'équations globales
au volsinage de S , pourvu qu'ils soient non singuliers et en position générale.
Cela permettra de généraliser, dans certains cas, les définitions ci-dessus. Plus
généralement, on donnera une définition purement topologique des résidus, qui

conduira & une autre généralisation des notions ci-dessus.
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3+ Propriétés des dérivées partielles. Fibrations holomorphes réguliéres.

Comme LERAY 1'a montré dans son Cours [ 9], les dérivées partielles définies ci-
dessus satisfont aux regles de calcul habituelles sur les dérivées partielles :
formule de Leibnitz et changement de variables. La signification de ces dérivées
partielles et de la régle du changement de variables est claire si on considére la

situation suivante :

Soit f une application holomorphe d'une variété anclytique complexe X do dimension n
dans une variété analytique complexe T de dimension m g<n ; soit O' wun point
de X ; on suppose qu'il existe sur T , au voisinage de f£(0') = 0 , un systéme
t = ('oi)1 ¢iem 46 coordonnées locales satisfaisant aux conditions suivantes :
la sous-variété Si d'équation zy = ti o f =0 est non singuliére, et les Si y
1<ig¢m sont en position générale ; soit S = A Si ; £ est dite alors régu-
1<di<m

liere en O . Alors les dérivées partielles
3% ¢

g S , avec q =Z: qj

q "
32, +vu 32" 1<jsm

sont définies, pour toute forme ¢ , définie au voisinage de S , vérifiant

( /\ dzi) A d@ =0, et on peut poser, par définition :
1<icm

O -
0= i 3 fl(O) s qzz___q.

. J
m l1€jg<m
6z1 cee ézm

Ainsi une dérivée partielle, en un point .0 de T ou f est réguliere,par

rapport aux coordonnées locales (ti) y d'une forme ¢p , définie sur X au

1<igm

voisinage de £t (0) , et telle que ( /\ d(ti o f)}/\(g soit fermée, est
1<€izm

définie comme une classe de cohomologie de £t (0) , et satisfait aux régles

usuelles de Leibnitz et du changement de coordonnées locales sur T au voisinage

de O . En particulier, tout vecteur tangent & T en O opére sur les formes

considérées ci-dessus, associant & chacune d'elles une classe de cohomologie de
-1
£ ) .

Si 60 désigne l'espace tangent 3 T en 0, et H*(f—l(o)) 1'algebre de

cohomologie de £ 1(0) ,

3
1. si g est une fonction sur T au voisinage de O , (s—f—) sont les
i"14i4¢m
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composantes d'un élément grad g de qgo H

)

ii. s8i ¢ est une forme sur X du type ci-dessus, (
— i'leigm

sont les compo-

santes d'un élément de H*(f"l(O)) @>’f% , qu'on désignera par grad ¢ .

Les considérations ci-dessus sont le fondement du "calcul différentiel et inté-
gral' sur une variété analytique complexe, tel qu'il est exposé dens ([7],[8]

et[9]).

II. Théorie des Résidus.

A. Résidus simples

1. Définition générale des résidus.

a. Cobord, résidu et formule du résidu. Soient X un espace topologique, S

by

une partie fermée de X ; le suite exacte de cohomologie & supports compacts
(3 coefficients dans un corps), relative au sous-ensemble fermé S de X , fournit

1'homomorphisme cobord

HP(5) —> H§+l X -8) .
Si S et X - S sont des variétés topologiques, de dimensions respectives m et
n , l'isomorphisme de Poincaré entre l'homologie et la cohomologie fournit 1'homo-
morphisme, encore appelé cobord

$: Hy np®) —> By (X~ 8)

ou

& Hc,q(S) —_— H ) .

c,q+n~-n-1 X -5

La dualité entre l'homologie & supports compacts, et la cohomologie & supports

fermés quelconques, fournit 1'homomorphisme transposé, appelé résidu relatif a S:

r s H(S) e HOTTliy )
ou

r ¢ pPm(o-m-l) (3) ¢—— HP(X =~ 8)

Ci-dessus, 1l'indice indique une dimension (resp. degré) en homologie (resp. cohomo-

~gie). On appelle formule du résidu la formule, exprimant la dualité ci-dessus

<y, 8oy ) > = < (@Y, e o>

m+l-q

b. Réalisation du cobord. On suppose que X est une variété c® , et S une

sous-vari¢té € de X , régulidrement plongée. Soit V un voisinage de S ,
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tel qu'il existe une rétraction p de V sur S, de classe c® , pour laquelle

P_l (y) est, pour tout y €S , une boule, de dimension réelle n - m , en position
générale par rapport & S et par rapport & la frontiére de V 3 V est ainsi muni
d'une fibration en boules, de base S « Si ¢ est un cycle de S , on pose

§() = bVﬂb(p"l (c)) , les bords étant pris dans X ; S(o) est un cycle de
X -5, muni d'une fibration, en sphéres de dimension n-m- 1 , de bagse o 3
3 anticommte avec le bord, et préserve l'homologie ; il réalise donc un homomor-
phisme

§ . Hc,*(S) SN Hc,*(X - 8)
identique au cobord défini précédemment. Une opération classique analogue permet
de réaliser le cobord comme opérateur sur la cohomologie.

2+ Calcul du résidu de Leray.

X est une variété analytique complexe, de dimension complexe n 3 S , une sous-
variété sans singularités, de dimension n - 1. Le cobord (resp. résidu) augmente
(resp. diminue) la dimension (resp. degré) de une unité.

Soit ¢ une forme différentielle fermée, de classe c® , définie dans X - S ,

satisfaisant la condition suivante @

pour tout point O de S , et pour toute fonction s , holomorphe dans un
voisinage U de O , s'annulant au premier ordre sur S , il existe une forme
différentielle X , de classe C® dans U, telle que N = spcp dans U -S .
On dit alors que @ est semi-méromorphe dans X , et admet des pbles & ltordre p

sur S . On se propose de réaliser 1'homomorphisme résidu lorsqutune classe de

cohomolcgie de X - 8 est représentée par une forme semi-méromorphe dans X ,

admettant des pfles & 1'ordre p sur S .

a. Méthode de Leray par division et cohomologie.

i. Singularité polaire d'ordre 1 : X=s¢ dans U -8 ;donc dX =dsAy
dans- U -5 , et ds AdX =0 dans U - S, donc sussi dang U ; alors il existe
® , régulidre dans U, telle que dX =ds A © .dans U ; done ds / (q?- 8) =0
dans U -5, et ds A (X-6) =0 dans U ; alors il existe P dans U, telle
X-88 =dsAy dens U, soit

(?=%S-/\\P + @

danS U"So

En poursuivant 1'application de la méthode de division, on voit que lll |S ne
dépend que de @ , et que c'est une forme fermée ; done la méthode précédente
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définit une forme fermée sur S , désignée par rés(¢) . Compte-~tenu de la struc-
ture fibrée de So- , lorsque o est un cycle de S , le théoreme classique de

Cauchy permet de démontrer la reletion

- -
2iml  rés(9) = j p
Jo o

qui, gréce au théoreme de dualité entre homologie et cohomologie, prouve que

2iTM rés réalise r .

ii. Singularité polaire d'ordre guelcongue : alors = 9«% /\\4) + —-g-_—i- ® dans
8 S

U~-8, et 6 étant régulidres dans U ; done

1 1 1 1
g = d( V) - — (
1_p SP 1 Sp I p..

dang U =S, et (¢ est cohomologue, dans X - S , & une forme semi-méromorphe

: ay - e)

N

dans X , aysnt des singularités & ltordre p - 1 sur S ; par suite, @ est
cohomologue, dans X - S , a une forme @ semi-méromorphe dans X , ayant des
pbles & 1tordre 1 sur S . On désigne par Rés(q) la classe de cohomologie de
rés((pl) dans S , ct on vérifie que cette clesse ne dépend que de la classe de
cohomologie de ® dans X . On réalise ainsi 1'homomorphisme résidu lorsqu'une

classe de cohomologie de X - S est représentée par une forme, semi-méromorphe

dans X , admettant des pSles & ltordre p sur S .

iii. Généralisation au cas ot S est singulidre. Si S prdésente des singulari-

tés telles que la division psr ds soit toujours possible, les définitionsci-dessus
de rés(¢) et de Rés(g) restent valables. Mais une difficulté se présente pour
la réalisation des classes d'homologie de S et du cobord. Toutefois, si une

classe d'homologie de S est représentde par un sous-ensemble analytique o ,
1'intégration 5 rés (xy) est définie [ 50 ] de la fagon suivante : c'est 1'extension
(o p

simple du courant d'intégration sur la partie non singuliére ¢ ="' de o ; de
plus O est défini dans X - &' 3 si ¢ est & support compact dens X - o~ ,

(
) rés(¢) :5(\ X .
5 =o' (g =)

Si @ n'est pas a support compact dans ¢ - o' , on peut l'approcher par des
formes & support compact ; 1l'intégrale au premier membre tend vers rés (&p) s
a-

done 1l'intégrale ou second membre tend vers une limite que 1'on désigne par

§ () ¢ définissant ainsi le courant 5(0—) . On a ainsi réalisé & lorsqu'une

classe d'homologie de S est représentée par un ensemble analytique, et r
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lorsque S est tel que la division par ds soit possible, et on a la formule du

résidu :

B o = 5 ¢

11 faut toutefois remarquer qu'on est sorti du cadre général tracé en 1 .

b. Méthode de Dolbeault par la différentielle 4" :
i. Singularité polaire d'ordre 1 :

¢ = Es_s__ Ay + ® se prolonge canoniquement [ 56 ] en un courant 2;: %ﬁ Ay +o

~

" = d"(gs-f’-)/\\P + _ds_s/\ d"\P +d"0 ; comme ¢ est fermé dens X - S,

i

arg %S— A d"\y +d"6 =0 dans X -8, donc aussi dans X , et
d"rtF = 4" (%E) N \{J . Comme 4" (-d-s-s-) = 2iT 8 [55], ou s désigne le courant

d'intégration sur S , on a

~~

ang = 21mS A rés (¢)

Cas ou S est singuliére : quel que soit l'ensemble analytique S , de dimension

n-1,si 410=2§-'Aq/+6, d9 =0 dans U -5, kj! et © étant C® dans
U, ona

~ ~
ang = 217ms A dans U - S .

Cela prouve que \V|S est parfaitement déterminé par la donnde de @ , done

définit une section rés(t{ﬁ) du faisceau des germes de formes différentielles

induites sur S , et l'on a :

"¢ = 21718 A rés () .

Les considérations de (a) (iii) relatives au cobord et & la formule du résidu
s'appliquent ici.

ii. Singularité polaire d'ordre p ¢ (S non singuliére)

¢g=4a%+p ,ou § estune forme semi-méromorphe dans X , et B une forme semi-
méromorphe fermée ayant des pbles & L'ordre 1 sur S . Done ¢ se prolonge canoni-

quement en un courant

~

W =

~ ~ ~ ro~e ~ ~ —~ ~r
d"g =dy =dd'y +a4d"y +dp =d(-a" Yy + any ) +avpg

~ /‘V g ~
+[3=d'g§+d"x+/3 H

£

alors

-~ ~~
2

soit d"® =dox +d"p ol & est un courant porté par S .
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On va montrer qu'on peut associer canoniquement & d"TP une classe de cohomologie
de S , et montrer que cette classe colincide avec la classe-résidu de ¢ . Soit
f une rétraction comme en 1 (b) ; l'image p(d"{?) est un courant sur S , défi-
nipar <p@'g) ,¥> =<an@ , T (> si P est une forme différentiells,
& support compact dans S ; d'aprés la relation (1), on a s

P(d":’—?) = f)(do“) + P(d"/gl) =id(p(0()) + (o(d"z) 5

done p(d"y) et p(d"',é/) sont homologues sur S ; or p(d"g) = 2iTirés(p) et
on sait que la classe de cohomologie de rés( fs) sur S ne dépend que de la classe
de cohomologie de ¢ dans X - S ; cela prouve que la classe d'homologie du cou-
rant p(d"¢) dans S ne dépend que de celle de ¢ dans X - S (donc en parti-
culier ne dépend pas de la rétraction p choisie). On a done pu réaliser 1'homo-

morphisme r & 1l'aide de 1l'opérateur d" . La méthode utilisée suppose S non

singuliére, mais pourrait étre généralisée au cas oh S est uniformisable en
chaque point ([3Jet[4]).

c. Méthode des dérivées partielles. Si S 4 une équation globale s =0 , un

calcul facile montre que

aPuw , (as Aw
S = p! Rés ~T
dsp ! P © ( s P

Applications :

i. Généralisation de la notation différentielle. Si S ne posséde pas d'équation

globale, soit 2 1l'espace fibré (& fibres vectorielles complexes de dimension 1)

associé au diviseur S ; soit s une section holomorphe de > qui s'annule exac-

tement au premier ordre sur S , et soit « une section c® ge Zl+p , définie

soit fermée

au voisinage de S , et telle que la forme différentielle Y = 1°fp
8

dans X -~ S . Alors Rés(q)) est défini, et la relation ci-dessus suggére de poser

af [w]
dsl +p

S = p! Ré C
P es("1+p)

On trouvera, dans ([7],[8]et[9]), les propriétés de ces classes de cohomologie.

ii. Dérivation par rapport & un opérateur. Que S posséde, ou non, une équation

globale, soit T un opérateur qui, & certaines formes différentielles w , de
classe €% sur X , fait correspondre une classe de cohomologie 7(w) de X-3S ;
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alors on peut définir la dérivée de W per rapport & T par la relation :

dw _ (W
—-dhcls-ru )) :

3. Calcul du résidu de Martinelli.

Ce calcul ne semble pas pouvoir &tre développé de manidre ausei compléte que les
calculs précédents. L'idée de le faire entrer dans le cadre général de 1 en utili-
sant une fibration en sphéres associée au noyau classique K (voir ci-dessous) de
BOCHNER-MARTINELLI, m'a été communiquée par B. V. SINGBAL. Le point de vue sous
lequel on considére la formule de Bochner-Martinelli ([34],[35]et[36]) était
celui de [ 52 ].

a. Caleul du résidu de Martinelli en dimension O dans ¢ . Un point de l'espace

N

‘s n . .
euclidien C" & n dimensions complexes a pour coordonnédes complexes (z; )1/1 ‘n

et pour coordonnées réelles ((x. )1 ien (y1)1<1<n) ol = xi +iyy Sn
désigne la mesure de Dirac en O , gn /\ dx > ( ‘ ; si
1<1~ 1<1<n
n
gt §
2 - 1 n
Th = 277 L\( 2n-2\ .
{<i<n I (we2)1
Alors, si on pose ~ ~
T‘— — — ——
4/ dzl .,..dzi...dzndz1 '”dzi"'dzn
H = 1<i<n
n - 2n-2 ’
T
n .
on déduit de la formule précédente d4'd"H_ = (217) : §
r n~- (n-2)! n °
Soit v N
. N\ ’ i"’l yul oy -
d'Hn _f_zl__c_; -1) z; dz; ... dzn dzl cee dzi coe dzn
K = = — H
n - l-n 2n ’
r
n
alors
n -
_ _—_— (ZiTT) .
a'k =0 , a"K = =0T Sn ;

donc, si f est une fonction holomorphe dans un domaine X de ¢ tel que
0D,
(21 m=
n
d (Kn f) “'T“ﬁ‘f(o) 8
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et, si D est un domaine de C" telque D CX ,

S (217)" f(0) si O e D¢
K £ = 2i7) _
pp 20 @=I) 0 si 0¢ D

Cette formule joue, relativement au résidu de Martinelli, le méme réle que la for-

mule de Cauchy classique relativement au résidu de Leray, et il convient d'éerire

réS(Kn f) = £(0) .

51 ¢ = Kn f , on obtient alors la formule :

n
| o= | reet

(1T ™ rés
(n - 1)1
b. Calcul du résidu de Martinelli en dimension n - p dang ¢ Soit 5 le
<

qui prouve que r est réalisée par

P
courant d'intégration sur le sous-espace Sp d'équations z; =0, 1<i<p

soit rg = Z: Zis -Z_i « On pose

l¢icp — D —
1£<1<p le ec e dZ eee dZn le esn dZi o0 dzn
H
P I‘.'2p—2
p
< - - N —
d'H 5 (1)1 1 Z- dZ e dZ dzl ¢ o0 dZ- LN ] dZ
K - p_ 155 P - P
p 1-p~ 2P
§Y
alors
2im)P <
a'k_ =0 ang_ = & S .
o ’ p- (p-17F “p

Soit w une forme différentielle €% dans un domaine X de CF y tel que
XN Sp # ¢ ; on suppose d(Kp A w) =0 dans X - S, 3 il en résulte

Kp/\dw:O dans X , et

- P p -—
d(K /\u.) =dK ANw-K Ndgw=3dk Nw = (21’() < ) .
) =k, p " 4= =T BN

On est done conduit & poser
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wlS_=rés(K_N w)
p %

et la formle

qui se démontre, grice & la fibration en boules de So , & 1taide de la formule

. . ~\P
obtenue en (a), prouve que -{-E%—;—%—,— rés réalise l'homomcarphisme r .

¢. Calecul du résidu de Martinelli en dimension p sur une variété. Soit X une

variété analyfique complexe de dimension n , et soit Sp une sous-variété analy-
tique de X , de dimension n - p , pour laquelle il existe en chaque point un

gystéme de coordonnées locales de X dans lequel Sp a pour équations

(zi) 1<ign

2y = 0, 1<ig<p ; on peut alors construire Kp au voisinage de chaque point de

Sp « S1 ¢ est une forme différentielle, c® et fermée dans X - Sp , qui, au
voisinage de chaque point O de Sp y s'exprime sous la forme cP:va Nw , ou

W est €° dans X au voisinage de O , alors

(rim)P

=7 LSP N @ au voisinage de O ;

dg = d(Kp/\ W) =

—

comme dyg et 5p ne dépendent que de ¢ et de Sp s wISp ne dépend aussi

que de @ et de Sp , et définit une forme différentielle sur la sous-variété Sp ’
désignée par rés(y) . Comme précédemment, la formule

¢

..\P {
Joo = BT | ree

. -\ P
montre que —é—;—l—'b)—g- rés réalise 1l'homomorphisme r .

B. Composition des résidus.

1. Théorie générale.

Soient X un espace topologique, S1 et 82 deux parties fermées de X . Les

inclusions 8, N 8,¢ 8, U8, CX donnent naissance [48] & une suite spectrale

dont la premiére ligne est constituée par les cobords :
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f‘l ° p-l p -
0% s HT (8) NSy — HI(S; VS, -8 N S,)

P o a p+l
8% Hc(slusz-blms2)___.> HY (X - 5, U8,

dont le composé est un homomorphisme nul €

C omme HE(Sl v S, -8, N 82) est la somme directe de H(I;’(S1 -5 N 82) et de

Hg(S2 -5, 0 82) sy & est la somme des homomorphismes 152 et 282 définis de

la maniére suivante : 152 est le composé du cobord

HS(S1 - S1 N 82) —_— H§+1 (X -5V 82) correspondant & 1'inclusion
51 -Slf\SzCX -5, , et du cobord

Hg-l (S1 N 32) —_— HE'l (S1 -8 N 82) correspondant & 1'inclusion
S, NS, cS

1 2 13 2052 est le composé du cobord

HE(S2 - S1 N 82) —_— H£+1 X - S1 U 82) correspondant & 1tinclusion

S =85 NS CX -39S, , et du cobord

2 2
‘ Hg-l 8, N 8,) —> Hg(sz -5 Ns,) correspondant & 1'inclusion
S. NS cC S, . Done 15 + 25 = 0 . Les homomorphismes 15 et 25 sont appelés
1 "2 "2 2 2770 P 2 2 ppe

cobords composés, relatifs aux parties fermées S, et 82 de X .

l¢ R¢e . up-l - p+l
62 , 52 i H (5,1 8,) —> B, -8,US,)

Si Slr\Sz, Sy =8NSy, 85,-5 N5, et X -5, U5, sont des variétés

topologiques, et si S, -5 m 82 et S, - S1 NS, ont la méme dimension, 1'iso-

2
morphisme entre l'homologie et la cohomologie fournit les cobords :

1
& s HC,*(Sl ns,) —s Hc,*(s1 US, -8 N8, —
, $ o 5 =0

2
%+ H LB U8 -8 N8y —> H, (-8 VS

et les cobords composés

le 20 | 1 2
$o s 52 : Hc,*(slnsz) —_— Hc’*(X-SluSZ) , 52+ é‘zzo .
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La dualité entre homologie et cohomologie fournit les résidus :

1 * *
r : H (Slusz-Slf\Sz) — H (Sl M 32) . )

2 * * ror =0
r H(X—Slusz)—-—-—-),H(Slusz—Slf\Sz)

et les résidus cormposés :

[ * 1 2. _

Les formules, exprimant les dualitds ci-dessus, sont les formules des résidus.

Si (s j_) 1<i<m est une famille de parties fermées de X , on généralise la défini-

tion des cobords composés et des résidus composés en utilisant les notations,
introduites par LERAY ([7],[8]et[9]) lorsque les S; sont des sous-variétés
non singuliéres, de codimension 1 en position générale dans une variété analytique

complexe X .

2+« Composition des résidus de Leray.

a. Hypotheses de Leray. La définition des cobords et des résidus composés est

valable en particulier sous les hypothéses de Leray, qui viennent d'étre mention-
nées. Pour le calcul du cobord composé, LERAY généralise la fibration en disques
per une fibration en polydisques ; pour le calcul du résidu composé, il utilise

1'expression
kP:?—Sl”kifg-/\w+——-’-/\\l/ +?f_/\qj
sy S 51 2 ’

définit  w=résle) , et démontre directement & 1'aide de la représentation du
cobard, l'anticommutativité des opérations de composition. Enfin, les résidus
composés se calculent, dans certains cas, & 1l'aide des ddrivdes partielles définies

dans I. :
( I\ az, )/\q? q
0 <
[ ] (ay 9 Rgs™ Mldem = —3 hud T S, q=.1(__“_.c1j
l<¢i<m 1 £jsm
T[ z; azl veo 6zm
l<i<m

Cela permet les généralisations analogues a celles de A2c .

b. Généralisation. La théorie est possible sous des hypothéses plus larges que

celles de Leray ; on ne donnera ici qu'une esquisse, pour m = 2 , de la générali-

sation qui sera exposée dans un travail ultérieur.
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Soit m =2 j supposons quc S = Sl N 82 est non singuliérec et de dimension
complexe n -2 , et que, en tout point 0 de S , S1 et S2 ont des composan-

tes irréductibles non singuliéres. Alors, le cobord composé se définit directement

de la fagon suivante : soient V wun voisinage de S , p une rétraction de V
sur S ; pour tout simplexe ¢ de S , 152(5“) est une chaine de
b 9-'1 (67) O (bV - (s, U 82)) , dont lao trace sur chaque sphére b P-l (x) , xes,

est un cycle dont le coefficient de séparation ([1Jet[10] ;5 [42]) relativement

(o0}

& 8, et S, , égale 1. Alors, soit ¢ une forme différentielle, C dans

X - (S1 U 82) , qui, au voisinage de chaque point de S , s'éerive sous la forme

ds ds ds ds
_as dsy %8y 2

8 = 0 et Sy, = 0 étant des équations locales de S1 et 82 « Fn se ramenant a
des intégrations sur les cycles séparateurs de la fibration ci-dessus, et en uti-
lisant le résultat de Martinelli-Cacciopoli ([1]et [10]), on montre que

. . 2
rés(p) = (2iT) 1e @
1o 02(0’)
ot rés(y) =Yy , pour tout cycle o de S .

La formule de Weil [ 23 ] peut apparaftre comme une formule de composition de
résidus de Leray, dans un cas singulier ; toutefois , on peut aussi 1'examiner
selon l'esprit de D .

3. Composition des résidus de Martinelli.

les considérations générales de 1 s'appliquent également dans ce cas. Dans le
calcul de ces résidus apparaissent des produits extérieurs de noyaux élémentaires
de Bochner-Martinelli, tels que

. AN\ P
ija(pe-l) 5 = - i dr = =
( 1) Zi Zp+j le .o edzpﬂdzlo ° edzio . .dzpdzp+lo ° 'dzp-e-j oo cdzp+q

’ T (y_zizgp(};__z .z J-)q

7
1<isp 1%<q PH P

On voit alors que le noyau de la grande formule de Martinelli ([39],[40]et[41])
est une combinaison linéaire de produits extérieurs de noyaux élémentaires, et que
cette formule est obtenue en utilisant toutes les compositions possibles permettant
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dtaugmenter, d'un nombre entier donné, la dimension d'un cycle. Il semble indiqué
d'examiner cette formule selon 1l'esprit de D , car des calculs explicites d'enla-

cement de cycles y interviennent.

4, Généralisations diverses.

a. Résidus spectraux. Soient X un espace topologique, et (Xi)lfish une

famille finie de parties fermées de X , vérifiant Xi ) Xi+1 pour tout i tel
que 0figsh -1, Xy=X.La suite (complétée par O aux extrémités) de cobords:

p p+l - p+h-i, p+h y _
0= B /(X)) = B (XK 1 -X) = .. > ET E~X )= H T (X-X) =0

est la premigre ligne d'une suite spectralc de cohomologie [ 48] qui eboutit &

H*(X) s convenablement gradué. Le composé de deux homomorphismes, dans cette suite
spectrale, est nul. Si X, - X, , , pour O<ish -1, est une variété, on obtient,

par isomorphisme, des homomorphismes d'homologie, dits cobords spectraux, et, par

dualité, des homomorphismes de cohomologie, dits résidus speetraux. Les formules

exprimant la dualité, sont dites formules des résidus spectraux.

Les hypothéses ci-dessus sont rdéalisées en perticulier dans 1 , ol en plus des
résidus composés, apparaissent des résidus spectraux. Elles le sont aussi dans les
deux situations suivantes :

i. X est un espace analytique complexe, XO =X, Xi+1 est 1l'ensemble des
points non ordinaires de Xi y Og&igch -1, Xh est une variété analytique

complexe non vide.

ii. X est une variété analytique complexe, X, =X, X, est un ensemble

analytique dans X , Xi+1 est 1l'ensemble des points non ordinaires de Xi pour

1<€igh -1, Xh est une variété analytique complexe non vide ; cette situation
admet comme cas particulier les hypotheses de Leray de 2 et les hypothéses corres-
pondantes de 3 , ainsi que les hypoth&ses de Dolbeault ([3Jet[4]).

APPENDICE

Formes différentielles induites sur un ensemble analytique.

Soient X une veriété analytique complexe (connexe), S un ensemble analytique
dans X ; il 1lui correspond [ 50 ] un courant g » continu d'ordre O , et fermé.
Soit &(X) 1ltalgdbre différentielle gradude (sur le corps des complexes) des
formes différentielles CL sur X ; on dit qu'un élément @ de E(X) s'annule
sur S si @A S =0 ; 1l'cnsemble E(X , S) des éléments de i(X) qui
s'annulent sur S est une sous-algtbre différentielle graduée de & (X)
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(i. e. &(X , S) est stable relativement & 1'opérateur différentiel d ; ceci
est vrai parce que S est fermé) ; 1l'algébre quotient 6()()/ &(X , S) est une
algebre différentielle graduée, appelée algébre des formes différentielles indui-

tes par X sur S .

Soit S¥ 1lensemble des points ordinaires de S ; S* est une variété analyti-
que complexe ; il existe un opérateur canonique qui, & toute e fo(X) , associe
sa restriction @[S* a la variété S* ; il résulte de [50]que &(X , S) est
l'ensemble des éléments ¢ de E(X) , tels que ¢|s* =0 . si @€ 5(X) , on
désigne par ¢|S 1'image canonique de ¢ dans &)/ 5X , 8) o Ltopération
de restriction ainsi définie conserve le degré, et commute avee d: d(¢|S) :d@IS .

On définit de maniére évidente le faisceau différentiel gradué des germes de
formes différentielles induites par X sur S ; 1l'algébre de ses sections, et
1'algstre & (X)/ é(X s S) , permettant de définir des algdbres de cohomologie de

S 5 il serait intéressant de compersr cette cohomologie avec la cohomologie, &

coefficients complexes, de S .
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