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SUR IES IEPRESENTATIONS EXPONENTIELLES DES FONCTIONS HOLOMORPHES
DANS IE DEMI-PLAN SUPﬁRIEUR AVEC UNE PARTIE IMAGINAIRE POSITIVE

par Hubert DELANGE

Cet exposé est un résumé d'un némoire d'4RONSZAJN et DONOGHUE (1).

1. = Nous considérons la classe P des fonctions f(;) holomorphes dans le

demi-plan 3[5] >0 et satisfaisant dans ce demi-plan & 3[4 (5)]1>0 .

On peut noter tout de suite que, pour une telle fonction, ou bien t}[f(s)] >0
pour tout point du demi-plan, ou bien Lp(g’) 65t une constante réelle (ear
B[\f( 7)] ne peut avoir un minimum en un point sans 8tre constante).

I1 est connu que la classe P est identique & celle des fonctions repriésentées
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o x et f sont réels, x»0 , et | (A) est une fonction réellec non décrois-

sante telle que
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¢ étant donnée, la mesure associde & p est bien déterminde. En effet, comme

le montre un calcul facile, guand i tend vers zéro par valeurs positives,

b
% ’3[{(? +i~7);ld§

H (b+0)+ 1 (b=0) _ V‘(a+0)+("(a-0)] )
2 2

tend vers [ Ainsi, la mesure est déterminée

1 )

(") ARONSZAJN (N.) and DONOGHUE (W. F.). = On exponential representations of
analytic functions in the upper half-plane with positive imaginary part, J. Anal.
mathe Jerusalem, t. 5, 1956=57, p. 321.388.



7=02

pour tous les intcrvalles "régulicrs" (c'ecst-a-dirc coux dont les extrémitds sont

des points de continuité de i), et par suite pour tous les ecnsembles boréliens.

La fonction W est elle-méme bien déterminde si on la normalise on inmposant

les conditions @

k(0) =0 st tk()\):%[}t(')\ £0) + £ (L =0)]

On =2 alows
b

(2) }‘(b)"V'(a);-%' »7};1—120 {3[&‘? (§+i~?)]d§ .

Dons la suite, nous désignerons par la néne lettre p aussi bien la mesure

que 1la fonction.

Naturellement, ® et p sont aussi déterminés quand la fonction  est donnée

D'nilleurs, on voit de suite que P = '55‘1[\{? (1)], tandis qu'un calecul facile
montre que _“Lﬁ_)_ tend vers o lorsque % tend vers 1l'infini dans un angle tel
que 9, < arg T<8, 00 0 <0 <0,<T,

lJl. = On peut noter aussi que la mesure de l'ensenble réduit au point X, s

mesure quc nous disignerons par ,-L([xo D, est la limite du produit
(x - %) ¥(3) |lorsque T tend vers x, dans un angle de néme type que lc

pré cédente

I1 est conmu également que, sauf au plus pour des valeurs du nombre réel X,

fornant un ensemble de mesure mulle, (¢ ) tond vers unc limite finie quand

C tend vers Xy dans un tcl anglc. De plus, lorsque /.u'(xo) existe, ce qui a
licu aussi presque~partout, J[ (x, +1y)] tend vers 0 W(xo) quand y tend

vers zéro per valsurs positives.

1.2, = Dans le cas particulier ou

+00
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on peut écrire la formule (1) sous la forme plus sinple
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Nous appellerons ceci lo "représentation canonique rclative & 1'infini" de
‘{/‘(‘S) y celle donnde per le formule (1) étant 1la "représentation canonique

relative & i Y .

2+ Remarquons per eilleurs guc, si le fonction  satisfalt & Ly (g)]l<H

pour Y[5]1>0,o0ona x=0 gt M oSt _absolunent continuc avec ume dérivée
< 2
L1

. y(dy) ord@dn) _ ML (iv/)]<M
1im b B[S = <=

Oeci donne R« <0, d'oh X =0 puisque = ost réel >0 .

En effet, X =

D'sutre part, le formule (2) montre que, pour a < b,
M
pp) - pla)s =(b-2a) ,

d'ou le résultat relatif a Boe

(A :
On peut poser p (A) = } f(x) & , o f est mesurable et 0 <f(x)<
0
(£(x) = ' (x) presque partout).

M
T

Ainsi, pour toute fonction ¢eP et telle que I [y (3) J<M, ona le repré-

sentation
+00

n. 1 X -
Y$(g) =p+ [;:.S_-ij(x)dx ,

=0

ou (> est une monstante rdelle et f une fonction réelle mesurable satisfaisant

a o0 Sf(X)S llI" .
o’

D'ajlleurs, touteexpression de cette forme définit une fonction du type indiqué.

£ est bien détermindc quand on connaft "¢ si 1l'on convient d'identifier deux
fonctions égales presque=-partout (puisque l'intdgrale indéfinie de f est
déterminée).
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3+ Notons maintenont que, si ¢ est une fonction non identiquenent nulle de la

classe P, elle peut se mettre d'unc fagon unique sous la forme ¥ (%) =e £(s)
ohdeP ot A[E(NI<T,

’

Si \ n'est pas une constante réelle, on a J [\f (35)] >0 dans tout le
demi-plan S[5] >0 et $(3) est la valeur principale de log () »

si \f(g) =C , ou C cst une constants réelle #0 ,

’logC ; ei C>0,
() =

log [C] +4iw si C<«o0.

On voit ainsi que toute fonction non identiquelent nulle de la classe P
posséde une représéntation unique de la forme

o
J = exp b g+ R '
(3) ¥(3S) =exp {7 . [x_s -}?:;]f(x) dxk ’

ou ¢ est une constante réelle et f une fonction réelle mesurable satisfaisant
a 0<f(x) <L,

Dtailleurs, inversement, toute expression de cette forme définit une fonction
non identiquement nulle de la classe P .

Ainsi, toute fonction non identiquement nulle de la classe P posséde deux

représentations : la représentation ordinaire, donnde par la formule (1), et 1a

représentation exponentielle, donnée par la formule (3).

4o L'objet du mémoire d'ARONSZAJN et DONOGHUE est d!'Studier les relations entre
certaines propri¢tés, d'une part de 1» mesure [+ cb.des constantes & et 2,

~d'autre part de la fonction f , qui figurent dans les deux représentations d'une
méme fonction non identiquement nulle de 1o classe P .

4le = h et k étant deux nombres positifs ou nuls, on désigne par ¥t(h , k)
la classe des n:sures positives telles que

(0

3k | (*” k
)-oo A+l | ( \),< ree )o AT+l PN < woo,

On désigne de méme par g (h y k) 1a classe des fonctions réelles mesurables
satisfaisant & |£(x)| <1 ot tellss que V
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h
%#"f@)'ﬁc<+m et j§—lf@)|¢c<+m .
_oox+1 x +1

La mesure | qui figure dans la représentation ordinaire d'une fonction de la
classe P appartient toujours & la classe (0, 0) . Il existe une représenta-
tion canonique reletive & 1'infini, come il a $té indiqué au paragraphs 1.2, si

bkem’(D(l’l)o ’

De méme la fonction f qui figure dans la représentation exponentielle appar—

ticnt toujours & la classe G(1, 1) .

0

Il est clair que, si h et k =1,
o (hy, K)coe(l , 1) et g(h yk)e g, 1),
On introduit, per nilleurs, les fonctions X' et X~ définies par

1 pour x>0,

- 1 pour x <0
X' (x) = ot X = ’

L0 pour x 20 .
0 pour x £0

On a alors le théoréme fondonental suivant @

/ \
THEOREME L, = Soient h et k=1 .

e f‘—X-eg(h,k)é- x>0 et pedWo(h -1,k ~-1) ;

e

be feYh,k) &x=0, pentlh, k) ct Py > O

.o

co f£-1¢eYlh,k) &x=0, peuh,k) et g <0

de £-X"€Y(h,k) € a=0, neMh+1l,k+1) ot foo =0

Les auteurs donnent aussi un théordéme B , d'énoncé plus compliqué, qui fait
intervenir les fonctions f£!' = £fX~ et f" = fX+ .

5¢ I1 n'est pas possible de donner ici les dénonstrations, méme pour une seule

s

des quatre parties du théoréme 4 o Nous nous bornerons & essayer de donner une

1dde des méthodes employdes.
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5¢l¢ = Les auteurs utilisent systémetiquenent la décomposition d'une fonction
non identiquement nulle de la classe P en un produit de fonctions appartenant
respectivenent aux classes P! et P" d¢finies corme sult

P! est 1l'ensemble des fonctions 7;"‘0 de la classe P telles que, dans lsur

représentation exponentiells, f(x) =0 pour x >0 .
P est l'ensenble dcs fonctions 75 0 de lo classe P telles que, dans
leur représentation exponenticlle, f(x) =0 pour x <0 .
I1 est clair que, si |\ est une fonction ‘% 0 de la classe P , on peut
éerire
¥ =9 y o y'eP' et (ePr

Si £, f' et f" sont les fonctions qui figurent respectivement dans les

représentabions exponentielles de « , ' ot y"', on doit avoir f£' = fX et
£ = X7 . Adnsi ﬁf' et §" sont détermindes & un facteur constant prés.

5¢lels = Les zuteurs donnent d'obord des conditions rclatives & la représenta-
tion ordinaire d'une fonction ¢ de la classe P pour que cette fonction
apparticnne & P' ou & P", ainsi que des propriétés relatives A ces cas.

Ainsl on a le

IEMME 1. - ¢ n'étant pas identiqusment nulle, pour que e Pt , il faut et il

suffit que les conditions suivantes soient satisfaites s

1° L'ensemble des nombres < O est un support pour la nesure pn (4utrenent

dit, tout ensemble contenu dans l'enscenble des nombres = 0 a une mesure nulls) ;

7 =0 ' 0
20 L'intégale _.Q_t%&_ est finic et A+ -g-}-‘?(—;\—)— >0 .
oo N (L) —o N(XTHL)

En effet, la représentation exponenticlle nontre que, si ¢ & P', ¢ est
holomorphe daas le comslémentaire de l'ensemble des noibres réels €0 et, pour

T >0, y(xr) ostréelle > O et est une fonction non décroissante de %

La fornule (2) montre alors que ln fonction p est constante pour 2A>0 .

On a dong pour % >0
1
[ A

M F) = _m -
y(g) = xg+p : + | 5= Azﬂjdrt(r\) .

~-Q0

&-O




7=07

Corme, pour A <0 S déeroit quand décroit et tend vers
’
’ AT ARy

-3-—(—-}7——)- quand j tend vers 0 , on voit que Lf(f) ne peut rester >0 que
A (541 !

si
(= ) RS,
di ’ -y =00 , [+ x drd) 5o ot (o) =0 .
| (%) P o M%) -or

Inversenent, on voit que, si les conditions indiqudes sont satisfaites, ¢
est holomorphe dans le complénentaire de 1l'cnsenble des nombres réels < 0 ¢t
¥ ( ;) est réclle > O pour £>0 . Alors, la formnule (2), appliquée & la

représentation de la fonction égale 3 la valeur principals de log Lf( 7)
montre que

b
& f(x) dx =0 pour O0<La <b ,

a
Le lerme 1 peut €tre complété corme suit ¢

Si les conditions indiquées sont satisfaites,

Qe ﬂ.g_)_ tend vers % quand 1; tend vers + oo 3}
S
be. Pour que \f(g) soit bornée pour ¥ >0, il faut et il suffit que

0
A
-I—lgfi-?‘l<+oo§-_gk=0,ougue & -—I%-Lf(x)dx(mo.

- A+l X +1

i -

Alors D - >0 .

e [09]
(a) résulte d'un celcul simple et la premidre partic de (b) de ce que

1 A . -

— 68t une fonction croissante de et tend vers quand
AT N Y £ 4

tend vers + @ .

Lrinégalité P >0y dans 1e cas ol ¥(I) est borhée pour §>0 , résulte
de ce que, dans ce cas, (> est la limite de ‘(’(g) pour % tendant vers

+m , donc =¢7

On ¢éteblit de fagon semblable le
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- IEME 2. - n'étant pas identiquenment nulle, pour que e pv , il faut et

il suffit que les conditions suiventes soient satisfaites 3

1° Ltensemble des nombres =0 ¢st un support pour la nesure. (autrenent dit,

tout ensemble contenu dans l'ensembls des nombres < O a une nesure nulle) 3

20 X =0 ;
{+cCo ~
3° L'intégrale X —=— dp (7) est finie et <. (De sorte que ‘f posse-
~ 1 §
o 7

de une représentation canonique relative & 1'infini, et f_ 2 0).

Alors

a. ¢(3) tend vers /)Joo quand ¥ tend vers -

+ Q0
be Pour que p > 0, il fau ct i1 suffit quo ——f(x) dx <+ @ .
o X +1

5.,1.2, = On a ensuite le théoreme suivant

Soit xf une fonction non identiquement nulle de la classe P .

Supposons que ¢ = %'Y“ y avee '€ P' et Q"€ o,

Supposons que l'on ait, compte~tenu des lermes 1 et 2,

-
, (7‘;) = A + }’b + [ ~ 1 ~ - ;k
5 5 ) 2 'x2+1

]d‘“(’\) ’

=0
Lf'(s)=ok'3+1“/+{ [\1 - 2 Jap'(™)

o =5 x4
.6-.9 " (+w f
\?"-(‘S)='1(J:o+ dt*g?t) .

)o N1
hlors, on a % =o' }'5"00 &t dp (A) =¢(» dy'i("\) +4'(2) dr»i("‘) .

La formule & = o {3('30 résulte de ce que X est la limite de 3%-)- pour

S tendant vers 1l'infini dans un angle @l <arg § 492 s o O <(=.)l<G)2 <T ,

() _ K3 |
SR (3) .

et que
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La formuls pour dp (») résulte de la formuls (2) et de ce que m([0]) est
la limite, pour ¥ tendent vers O dans un angle tel que le précédent, de

- 5¢(3) ==3 " (5)ey'(3) »

5.2 = Les auteurs utilisent encore le théoreme de comparaison suivant

Soient ¥ q et T'z deux fonctions non identiquenment nulles de la classe P
&t soient f1 et f2 les fonctions qui figurent dans leurs représentations ex-

ponentielles.

S1 la fometion ¥, = {, st holonorphs sur lc scgment ouvert Ja,b[ ot

prend sur ce segnent des valeurs réelles =0, on a

fl(x) < fé(x) prosque pertout sur Ja , b [

Cela tient & ce que, sauf au plus pour des valsurs du nonbre réel x formant

un ensenble de mesure nullc, on a

£, (x) = -%_— lin  arg [} = +iy)] ot fz(X) = -l,; arg [‘f’z(x +iy)] ,

1lin
y=>+0 ' y—>0
(od chaque argument est pris avec sa valeur comprise entre 0 ot T), ct les

linites de T&(x +iy) et ﬁ’z(x + iy) existent aussi.

Lorsque ceci a lieu et que x appertient & Ja , b[ , ona

(L (& +4y)]= 3[Ln f,(x +iy)] >0

et
Slln @, (x +1y)]> AlUn ¢, +iy)] ,

d'ou
£, (x) < £, (x) .

53¢ = Les différents résultats indiqués dans les paragraphes précédents sufe=
fisent pour établir la partie (b) du théoréme A dans le cas o h=k =1 .

Pour passer au cas général, 1l faut utiliser un changenent de variable conve-
nable, aprés evoir Stabli un théoréme relatif 3 1l'existence d'une certaine
intégrale dépendant d'une fonction de la classec P et d'une courbe ayant
certaines propriitése
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5e¢4¢ = I£s autemps donnent ensuite des relations entre les mononts de la
mesure - et de 1o fonction f correspondant 3 unc néme fonction de la classe P.

5¢5¢ = Les théorémes A et B concernent le comportencnt au voisinage de 1'infini
des fonctions b et f correspondant & une néne fonction ¥ de 1o classe P

On en déduit des rdésultats relatifs au conportement de p et £ au voisinage
d'un nonbre fini a en introduisant la fonction %;* définie par
*"'* fond R ¥: -—1—-
¥ (> ) = j»(& - '3*) s
fonction qui eppartient cussi & 1a classe P .

Les propriétés qui intcrviennent pour P concernent essentiellenent la conver-

gence d'intégrales telles que

ap() . dp (A ’

a=0 fa+é
g (a=2) a+40 (W)

Ja==t
et la continuité de fr au point a .

6. Le nénoire s'achéve par des thdorénes qui fournissent des conditions pour
que & soit absolument continue sur un intervalle, ou néne soit absolunent
continue sur un intervalle, avec une dérivde de puissance p-idne sormebls sur
celui-ci.




