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Faculté des Sciences de Paris 1-"1

e 25 Lovermbre 1958

Séminaire A'lal70L
(P. LIIL G,

année 1 52/5€

TORVIE LITTERIFTIZILES ST COHOMOLNGIE o GOITTICTINTS ENTISRS
(CPUPLES D'aLLINDOERFIR-LELLS)

par Pierre DOLBIEAULT

Soit X une variété différeatiable (de classe éD) connex., paracompracte, de
dimensis>n n .

N

. . 7 . e s . - D - .
Les formes diffirentielles & coefiicients réels do clasre 0 sur i consti-

ct

tuent une algébre différantielle graduée : on en décuit une .lgdhre de cshrmologie

P2

* p s as . . . . .
H (X, R) . Le théortne de de Rham indique ocu'il exicte un isom rphisme canonique
ABA

%

. ) N . . Aps s ,- ¥

entra H (X , R) et 1l'algibre de cohomologie ?» coefficients rée’s % (X , R) de
Mo

la variédtée X .

PROBLEVME. - Peut-on trouver une rerréscnt.tisn de 1l'algebre de cohomologie &
coefficients entiers de la varidté X faisant intervenir les formes différentiel-

les sur X ?

Dans un mémoire récent, aLLZNDOIRF.R et ITLLS [2] donuent une réponse affirmeti-
ve & catte question; en feisant intervenir cortains courles de formes difiércn-

tielles dont les coefficients poisstdent d~e singulerites.

Cet exposé a pour but d'itablir les =rincipaux résult.ts du mémoire cite,
gu.' on vsut obtenir rar la théor’e des fuisceaux. 0n indicuera des applications
et on annoncera, & la fin, guslques risultats relatifs au cas ou ¥ est une va-

riété analvtique comnlexe.

1. Courles ¢e formes diffépehtgel es. Pour tout entier r » 7 , soient e(<) un

sous-ensenhle fermé rare de % et o un: (r - 1)-forme différentiells & coef-

ficients riels O sur X - a(e) s pour v = °, on pose =" at e(w) =g

coit e(#) un sous-ensemble Fermé d= e(~v) et soit € une extension de du
> X -e(#) , remarquons que, une fois e(#) choisi, la forme # est détermi-
née de faron unique, puiscue e(ww) - (%) est rare dans & . L'ensemble

(%, ¢u) est anppelé ua couple sur I

N . 1 . . s . R .
On &ésignera par el 1e surport d'une chalne si.guliire différentiable c¢ sur
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La chalne singulidre c¢ est dite admissible rour le courle (&, «w) si

o' v e(F) =7 et "o N e(w) = :

On avpelle résidu de (&', () par rapnert F la chalne singulisre c¢ le nombre

.y /

‘?vi \ = 5 (1‘)) s Cj = /.c foy e _/”:)C I °

. ° e s s 3 .. &
On voit cue le résidu est Milinf:ire en ¢ et (& , «°) pourvu que les chalnes

qui interviennent soient admissibles pour les couples considérés.

- . D B . RN
("<t 1) une deformat;on C” de la cbaing singuliere

PROPOSITION 1. - Soit c,
indéfiniment différentiable ¢, sur X adnissible pour le couple (& , w)

(i. e. toute c, est admissible pour ( €5 ) ). wlors e
RIC &, )y e d =200, o), ¢y .
La démonstration se fait 2 1'aide de la formule de Stoles.

2. Le complexe C(X , &) . - Soit s wun sous-annesu unitaire de l'anneau R des
nombres reels (par exemple, l'anneau des entiers rationnels Z ). Un (o 5 7)-
couple ( %, x) de formes différentielles sur X , pour r > O , est un couple
tel que :

(1) w soit de degré r -1 pour r> 1 et w=0 pour r=0

(2) e(#) ct e(«w) se trouvent sur des polydédres € , localement finis, de

dimensions respectives (n -r - 1) et (n - 1) :

(2) pour toutc chatne c admissible pour ( &, ) , on ait

| RI( O, ), cisa .
La somme de deux (s ; r)-couplas (&, (,.\,1) et (B, , w,) est
(é&l + iég gt t}é) o,
ou
\ £y ; PA
(Cy v Tp=elbe(sy)
st
e("”)l + Ml) - e{v/\)l)s.’ e(i&“:?) 5

le produit d'un (= ; r)-courle ( &, w) par a£a est (a ©, aw) . L'opro-
sé d'un  (a, r)-couple ne pouvant nus Atre défini quand e() # @ , on définit

une reclation d'édquivalence dans 1'ensemble des (= 5, r)-couvles de fagon que l'en-

semble quotient par c~tte relation ait une structure de a=module.
Considérons la relation ( &, w )~ (1  501) o

R[( £y ) ; ¢f = BRI (& s ') s CJ
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pour toute chalze c¢ admissible vour les deux couples. Cette relation cct évi-

demment réflexive et symitrique, montrons qu'elle =st transitive.
4 5 i

Supposons (& 5 wo) ~(B' , w') et W) ~( £, wM) et soit ¢ un-
(

chaine admissible pour &, ) et (F% . w") . Deux chalres singuliéres &
quelconques cp et ¢, de dimensions resvectives n et g, (p+ q < n) , sur

b
X peuvent &tre amendes en position générale

(Te I nfel =8, leltloe ! =4)

par une déformation ¢® arbitrairement petite de l'une ¢'elles. On peut alors cpé-
rer une déformation admissible pour les couples ( =, <) et (A", %) de ¢
en c¢' de maniére que c¢' soit adnissible pour (&', ') . D'aprés la provo-

sition 1, on a :

R[(&, w), c] = R[( &5, w) s 'l =RI(&" , u") el =R(EM, o¥) e
=RI(6" 5, n) 5oel

done

(€ ) m(iy i)

On désigners par [ &, wi] le classe d'équivalence du couple ( &, )
relatior d'équivalence dans 1'ensemble des (A , r)-couples étant compatible avec
1'addition et la multiplication par les éléments de a , or voit que, pour les lois
de composition quotients, 1'ensemble des classes d'écuivalence forme un A-module
que 1l'on notera ‘gf(X , A) (r > 0)

. \" -
s s b . r,.
Désignons par C(X , &) 1la somme dirccte =~ O (X , &)
ana X -

Différentielle extérieure dans e &) o - o vy w) et (L', ') sont
2 3

deux (A , r)-couples equlvulents, les deux (& , v+ 1)-counles (0, &) et

(0, £') sont ¢ouivalents, en effet, pour toute (r + 1)-caaine y admissible

ol

pour (0, #) et (0, 4') s OL a 3

RI(OO, &), o) = - /J = -nrl(E, ) 400 = 5 RI(&"

Désignons par d 1'application :

o, ) o, )

qui envoie [ #' , ¢u, sur 4l H s, =0, 55 .

L'opérateur 4 est un endomorphisme du A-module C(X , A) , tel que dd =0 .

L'opérateur ¢ est anpelé différentielle exterieure.
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. r,., . . .
Désignons par Z (X , 4) le novau de 1'aomomorphisme
AN

AN

d. g~C“r(X s L.L) s Fr+l(}{ F] A) o

S

PROPOSITION 2. - Zour cue [ 7, wj appartienne 2 s5(x, A), il faut et il
i /- & = i ® 0 &) =
suffit que St 0 si ]dcrﬂ[.,e((. ) =7 .

DEVONSTRATION. - Si [ & , wo] = sz(x , 4) , ona :

ale ,wyp=[0,&)7=[0, 0] s
i fquivaut 2 ¢ = = i = - £ 8 I Iy ) =0 .
ce qui fquivaut 0=R[(O, @), cj \,/(‘30 : si de_, ! ve(t) = ¢

3n purticulier, si e(Q) =g, & est fermée.

Tout (a , O)-couple est de 1. forme (& , 0) ou & est unc fonction et ou
e(t) est porté par un polvédre ce dimension (n - 1) g comne d E=0 sur
X - e(&) la fonction ™ cul prend ses valeurs dans = est constante sur cha-

b - a
- B . S ' 2. Q
que composante connexe de % - e(~) . S5i, de vlus, [2 , 0;& 2 (X, A) , d'apres
AN

la proposition 2, la fonctisn & nrend li: méme valeur constante sur toutes les

Ly 9

composantes de X - e((') , d'ou :

PROPOSITION 3. - L'applicaticn 2 (X s A) 4 A qui associs, 2 chacue $1ément de

o) . .
Z (X , A) sa valeur constante est un isomornhisme.
- 24 FaLeur ! o WL AER0TERL SIe

Le A-module C(¥ , A) -uni de le dif“érentielle extériecure est un module gra-

dué & dérivation. On désignera par

———
[

. YI‘(.l 9 A)

‘v.

H (%, a) =

le module de cohomologie dérivé.

2]

PROPOSITI™ 4. - Soit f : X =Y un howfomorphisme &® birégulier de la varié-
té X sur la variété v . 81 (4%, «) estun (&, r)-couple sur Y ayant pour

ensembles de singularités e(:V) et e(¢) , alors (f*.{}f , £50) est un (& , r)-

couple sur X avant nour ensemblesde s:mguldrlt S g7t e(e) et f-l e()

plus, si .c est une chaine admissible vour (£t , £%:v) , la chafne fo est za-
missible pour (&, w) et R[(f*(‘: ’ f*""\’) s ¢ =R[(5 s N) 5 fe .

3. Le Lemme de Poincaré.

LEME 1 (Lemme de Poincaré). - Soit U une boule ouverte de Rn : pour tout
r7l,ettout [, wiezMU, ), il existe [v, sie 57U, 8) tel
que dﬂ;,}J:HJ,mJW -

DEMONSTRATION. (voir [2])s - D'apris la proposition 4, on pcut supposar que
e(w) est ports rar un rolvédre euclidien de dimension n» - r ; on adapte ensuite

la démonstration du lemme de Poincaré par la méthode homotopique.
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. . s r
4. Faisceau des germes ce =a-couples. - Désignons par 5&} le module des classes

de (A , r)-couples sur tout ouvert U de X ampartenant & un svstéme fondamen-
tal d'ouverts de ¥ ; la restriction d'un (a , r)-courle défini sur U 2 un ou-

vert VC U ertun (=, r)-counle sur V , d'ou un homomorphisme QE—; Cg qui
~ -~
d:finit done un rréfaisceau dont

A X

. . ‘ps T
est reflexif et transitif. L'znsemble des Coy

. Ny . T s \ AT . vi et
le faisceau associé sera désigné par C . Soit © = i{., C ; l'opérateur diffé-
: o~ ma Ti. am
rentielle extirievre définit un endomorphisme du fzisceau L qu'on note encore

d et gui =st tel que dd = 0 . Tout &lément ds C

®

st arpelé un germe de a-

couple. L'ensemble C est donc un faisceau gradué 2 derivaticn.

o

L2052, - Llinclusion étent ddsignée pur 1, la suite Jo fiisceaux ot d'homo-

(1) AR N I

A R o
DEMONATRATION, - L'inclusion 1 est définie winei s en trut point x X ; elle

applique trut nombre a« 4 sur t-ut germe de (i , 0)-counlc fermé en x qui

prend la valeur a ; un tel germe est défini par un (4 , O)-couple (4 , 0) au

voisinage de x tel que F(v) =a pour vy voisinde x .

Tout germe de (& , r)-couple fermé, rour r > 1 , est la différentielle exté-

rieure d'un germe de (s , r - 1)-couple, d'arréis le lemme 1 ; donc; le novau deo

r r+l . r-1 T
d: C —=20 est 1'im.ce de 4 °© 0 - pour r s 1 .
AN AN ~n PO x
1. s . mtd s s N . A0 ) - O . 1
D'avres lz pro-osition 3, 1l'image de i : o —~ G est le novau de 4 ¢ C -3 C” .
M NN )

Ces deux derniers résuli.ts montrent que la suite (1) est exacte, donc est une
A

résolution du faisceau

. . D/ r
LEIMME 3. - Pour p>0C et r >0, 0nz2: H(X,C)=0.

DEMOFSTRATION. - Considérons un recouvrement localement fini de X s de nerf
N, par des ouverts Ui tels que toute intersection non vide des Ui puisse &tre
M

différentiablement rétractée en un voint. D'aprds J. LIRaY et a. WIIL, un tel re-

couvrement exisie et possédz la rropriété suiv nte -

P r Dy T
HUE, O H, C) y
On montre que, mour = >0 et r 30, ona -, HD(N s EF) = 0 en construisant,
I S T r - - r
pour tout f = Ap(h » C°) , une cochalne g~ c® 1(N ; ) telle que [ = dg
Ao~ . A ~A
(voir [2]).
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5. Le théoréme fondamentel.

THEOREME 1. - Soit X une varicté différentisble, de classe ¢ s paracompacte,

. —

de dimension n et scit A un sous-anneau unitair c ie K . alors, il existe un
isomorphisme caunonique du A-moduls de cohomnlogic (d , &) des fi-couples do

* - > BN Aps 2 -
X sur le module de cohomologi= I (X , A) de i & _oe;ﬁ&g}ggﬁs‘agpgn A

Cela resulte A'un théoréme ¢ d)é*al de theoorie des faiscraux, compte tenu des

LR

lermmes 2 2% 3.

Soit Em 1'annecu des entiers modulo = , désignons par C(£ , Lm) le complexe
- AN L.

défini mar les cuotients CT(X 5 3)/Cr(X mZ) et par I (X ; Zy) le module de

cohomologie associée. Zn utilisunt un lemme ¢ cing, or obtisnt le corollaire sui-

-

vant du théoréme 1

vo

; . . L . T /- . LT
COROLL.IRE. ~ Il exlgte un iscrornnisme canonicue ¢ i (£, 5 ) =Hd &, Zw) .
... S - (U P . . . — N .

6. Representﬂnts particuliers de classes Ce cohomologie.

THEORAME 2. - Toute classe de colomolog

i
[ &, w] dans lequel & est ot fernde sur X tout ertibre.

. Ty . ,
s de T (X, &) a un représentint
o= sentant

\ L) = ' - *7r r 2
DEONSTRATIN. - Soit [ <, ..y un reprisentant de u < H (X , A) et soit

AN

(&, w) re:résentant ¢ la classe | =, «°] . %0it ¢ une classe d'homo-

logir “e dimension r : si ¢ et ¢, sont deux cvelss do catts classa, tous
Vi 1 2 2

deux admissibles —our ( =, ) , on a :

(X, 8) et que w0 oe(i)

on effet : c, -c, = Ov ; ruiscus [ & 5 oa s

on a, d'anrés la pronosition 2

/’I -
Jowt =0 ’
done @
A AN
/% g e, ™ ’
S S 2 , o
D'arres le théoreme de de Rham, il existe une r-forme éfl C° fermfe sur X
telle que :
i/ { 5 1 = /'/ ~
F o, fe,
S 71 .

pour tout ¢ ycle admissible c, ¢e dimension r . La r-forme A=t - éﬁl'

ast @ et fernée sur % - e(#) et = toutes ses périodes nullez ; alors, d'apres

le théor=me de d¢ Rhum, il existe une (r - 1)<forme i telle cue A = d;« sur
-2() . 0na s ' .

(';, .’,~"~,:) = ({:71+d‘* 5 ’/\J) ((’"}1 3 '/‘5"‘;“;') 9

t



en effet :

1
d'apres la formule <e Stokes, donc @

i o, 1A o) = f' .\ - FAN - ‘o= (‘} ' H - i
R AT P /ac;*' [reRUE e P eyl

la classe de courles [ (3, ! ast done égale 2 r

admissible : mai Ip ’f\ N = 7 n ° 1 s =
pour tout ¢ admissible ; mais, oo e(,*) # donec : jc d; faclf

® ot fermée sur X .

7. domologie et couples ce formes différentielles.

THEORSME 3. - Suwposors ¥ orientée ; soit [ 4, « | un représent.nt d'ua élé-

AT ‘ . : - .
ment de H (X , &) vpour lequel 1z forne & est ® sur I : alors, ofw) ect
ment de o b 4 o @St sur A10TS ect
le support d'un (n - r)-cycle singulier localement fini appartenant 2 la classe
d'homologie duale, dans la dualits des variétds, de la classe de cohomologie défi-

nie mar [ %, ) dans le théorsne fondamental.

IO D

Schéma de la d:smonstraticn. - Soit R un recouvrement ouvert de £ suffisam-
S————— — —— by . o m e n umean e - ann "N
ment fin pour que, sur chaque ~uvert U, de R, il existe une forme \%.i tel-
I 2

i
le que £ = d~§i (leme de Poincaré). S»it = un r-simplexe singulier, petit

d'ordre R dont le hord ne rcncontre mas e(.)

(1) La classe de cohomologie ¢ du cocycla qui, 2 ciaque o« associe l'entier
RI( B, ) , o] est 1'imige, par 1'isomornhisme canonique du thzor2me 1, de la

classe de cohomologie de | =, wuf ;

(2) Le résidu

ROE, ) y — = = u/:'&oau)— \.}'i

est localement constant, i. e. inviriant rar une petite défornation de ¢ , cela

permet d'affecter, 2 chaque (n - r)-face F du rolvidre o(w) un entier Ny,

de sorte que R[( %, «:) , ¢ soit £gal au coefficicnt d'enlacenent de 4 D F
e

et du bord du siwplexe -~ . D'anrés le choix de n, , la chalne ﬂf* n, F est
. £

I

un cvele.

_(3) On montre, & 1l'aide du leme 2.8 de [4) que la classe d'homologie de
%ﬁJnF F est égale 2 la clasce c .
D'ou le théoreéme.

I1 résulte alors, du théoreéme de dualité des varietds et du théordme 3, le théo-

Y 3
reme suivant @
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THEOREME 4. - Si X est orientée , 1l existe un isomorvhisme canonique k -

—

A (K, A) S H(X,A) o (X, 4) est lc module d'homologie des chai-

nes singuliéres locuilement finies de dimension n - r .

7. Produits dans ‘gf(x , A) . - Soit h 1'isomorphisme du théoreme 1 et soient

p . ’ - G, .. A . G S s
ay et a, deux éléments de H (X , A) et H (4 , A) respectivement. Par défi-
. - ~.-1 - = A . ]
nition le produit 2y 2, est h [hflu hapj ou « designe le cup.produit.
'—r* xr . . .
Avac cetts convention I (¥ 5 &) devient une algébrs ot h un isomorphisme
o
d'algebre.

De plus, & l'int:@:rsection de “sux classes d'homologie correswond, par ¥ ; le

produit de leurs imires pzr YV .

&, Cas q§§“variétes riemanniennes comvectes ; usage das formes harmonigues. - Sup-

posons que X soit une variété riemannic me comnacte ; alors, d'avrés le thioreme
de Hodge, il existe un isomorvhisme canonigque entre 1'esmace voctoriel des formes
H k

harmoniques de degré r et l'ssvuce de cohomologie réelle de dimension r .

. 2 « 3 . Gy
THEOREME 5. - Dans les syrthsses ci-dessus, toute classe de H (X , &) mpeut
= 2 Lot Sy  YOMLE Cianot H oAl

8tre représentée par un (4 , rj-couple (&, «) et un seul tel que g soit

harmonigue.

DEMONSTRATION. - Soit a un é1uwent de H' (X , A) et soit (( , ©) un
couple tel que [ v; , W] appertienne & a et satisfasse au; conditions du
théoréme 2. Nous evons vu que le classe de cohomologie réelle de @ est bien
déterminde ; d'aprés le théoreme de Hodge, il existe une forme harmonique et une

seule 91 qui lui soit cohomologue :

= T+ de
oi ¥ est & sur X ; alors :
( 4{;1 s (,\)) = ({., + d - 5 ./,g\.) - ('-« s A = 4) s

1
C. .. Fo D,

R

9. applications et probléme [1;. = J. 22LLS reprisente los classes de Stiefel-

Whitney d'une variétd riemannienne & l'aide de couples de formes différentielles
qu'il construit explicitement (formes généralis=zes de courbure de Gazuocs et de
courbure giodisigue). (Voir [6]; risult.t annoncé dans [1] at dans [5]). Voir
également A. 4PAGYOL [3].

Probléme (formulé par »LLE'DOERFER) : construire des ccuples de formes rerré-

sentant les classes de FPortrjagin d'une variété.
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10. Varietés analytiques complexes. - Le théordme 1 est, en particulier, valable

pour la structure réelle défin’e par lz structure c-mnlexe d'une variété analvti-
cque complexe X ; il reste & mettre en évidence los relations entre les pronriétés

2 N s 2 2 T »—* - ~ 2 )
analvtiques complexes ce la variéte ¥ et H (4 , A) . On donnera deux excmples.

2
Sur une variété analvticue complexe ¥ , soit E°(X , 2) le groupe abclien des
classes de (2 , “)-couples [ £, ] oz & est we 2-forme holomorphe fermse
. 2. , ]
et 4. une l-forme méromorvhe ot soit B™ (X , 4) le sous-groupe des classcs Ce

courles [0 , df] ou £ est une fouctinn méromorvhe sur X . alors :

s « sy 2 o < . r~{ - 2., .
Si X est une variété cde Stein, le groupe T (X , Z)/B°(X , 5) est canonique-

2, :
ment isomorphe & H (X , 4) .

. 1,1),., 5 :
Désignons par E( **/(z , 2) 1le grouve des classes de (2 , Z)-couples [ 2, w]
ou ' est une forme C forméo de type (1, 1) et «. une 1-forme semi-
méromorphe (i. e. induisant, en chaque point de X le quotient d'un g-rme de for-

h'e

me €® de type (1, 0) per un germe de fonction holomorphe) sur X . alors :

Si X est une variété algébrique projective complexe, le sous-groupe
H(l’l)(X s 2) de HQ(X y 2) formé des classes de cohomologie entidre dont 1'inz-
ge dans la cohomologie complexz est de type (1, 1) , est canoniquement isomorphe
3 un quotient de 3(1’1)(X y Z) .

La démonstration utilise des résult.ts classiques sur les diviseurs (J. P. SER/3,

S. LEFSCHETZ) et les formes différentielles (J. P. ¢TRET, Y. V. D. HODGE) sur les
variétés de Stein et les variétés algébriques respectivenent, et procide d'une mé-

thode voisine de celle cui conduit wu théordme 3.14 de [4].
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