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} ’
COMPARAISON D'OPERATEURS DIFFERENTIELS

par Jaak PEETRE

Le but de cet exposé est de donner quelques compléments & un théoréme de
HUORMANDER relatif & la comparaison d'opérateurs différentiels. Les résultats
principaux ont été énoncés dans une note aux Comptes Rendus [ 7] .

NOTATIONS, = Nous allons considérer des opérateurs différentiels P de la

forme P—é[a D,, ou 3 =d1 ...Oﬁk est un indice multiple,
Y

-1
De=Dy e B Op= (V-DT o xb)

Pour tout x eRn , désignons par ai 1n valeur de &~ au point x .

Posons P = > a DO;\ . P, est un opérateur différentiel & coefficients
constarts. Pour Y 6 & 2 egpace des fonctioms -indéfiniment dérivables, on a
PY = Z(ld] ™o, ©P” (Eormule de IEIBNIZ) , on les P® sont définis par la

relatich ?}} = (/2 g)d“/P\ EJ;" étant la trapnsformée de FOURIER de

al® H . Faisons en outre la convention d'éerire M , N, ... au

g eee quand il s'ogit d'opérateurs différentiels & coefficients

constants.

1, Généralités sur la comparaison d'opérateurs différentiels.
P p

Soient L, un ouvert non-vide de R , P et Q, des opérateurs différentiels
sur (1, et b, 39 et F , des espaces de distributions sur ) , nous
allons considérer des relations du type suivant

f €Y et Pfe¢ ﬁkj entrafnent Qf ¢ % .

Par abus de langage, nous dirons qu'une telle relation est une relation de
comparaison pour les opérateurs P et Q . On sait que les relations de compa-
raison sont extrémement importantes dens toutes les questions de régularité et

d'existence de la théorie des opérateurs différentiels.

EXEMPIES. - Dans sa thése [2] , HORMANDER a ¢tudié systématiquement.des relations
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de comparaison dans le cas d'opérateurs difrérentiels a coefficients constants.
En particulier, il traite les exemples suivants.

10 X-— L @, "\j = Lz(r}) , T = 12 €Y HUR.I/IA\IDER démontre que,pour que
fe L (')) et M € 1? (Y) entrafnent Nf ¢ 12 () pour wa ouvert {1, il faut
qu 11 existe un nombre -y tel que

(1) | M2 <y T ()]

pour tout Y€ R, Inversement si cette relation est satisfaite f € L () et
Mf € L () entrafnent Nf ¢ L (Q) pour tout ouvert N relativement compact
de R

20 X = ’\:K = ?le Lz(f‘) . Ici on peut démontrer que si f ¢ LZQ) et
e € L (‘Q) entrafsent Nf € Lz(n') pour un ouvert Q , alors N est (sauf

pour n = 1) nécessairement de la forme aM + b avec a et b constants,
Le cas suivant est peu traité dans la littérature
30 ¥ = qﬁ = Lz(ﬂ) , f l c( ) . Evidemment, pour f € LZ(Q) et
Mf ¢ Lz(-(l) entrafnent Nf ¢ L1 () , il faut que (1) soit satisfaite, HURMANDER

a déterminé les M tels qu'il n'y eit pas d'autres N possédant cette propriété
(ce probléme est 1lié au probléme de déterminer tous les opérateurs différentiels
4 coefficients constants hypoelliptiques).

Les considérations ci-dessus s'dtendent immédiatement au cas de plusieurs
opérateurs, Il faut alors remplacer '\} par une suite %'ﬁqi g d'espaces de
o J
distributions et P par une suite '&Pi { d'opérateurs différentiels,

2« Généralisation d'un théoréme de HURMANDER. Cas des coefficients constants.

Dans ce numéro et le suivant, nous étudierons une généralisation du théoréme
de HORMANDER, cité au 1° d'abord pour le cas des coefficients constants, puis
pour le cas des coefficients "variables",

Soit s un nombre réel, nous désignerons par i 1l'espace des distributions
telles qu'on ait & la fois £€ £'et (1 +L\)s/“f6 1? (L\:Di"-r cee +D§=
Leplacien). Nous désignerons par f —> ||f| [S la norme

el = (fl(i L0252 a2

Pour s = 0, nous écrirons Hel]l au lieu de ||fHO .

“e
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On a alors le

THEOREME 1. - Soient M et N, des opérateurs différentiels & coefricients

constants ;3 les conditions suivantes sont équivalentes

o ’ S
i, I1 existe wa nambre s , tel que f ¢ &' et Mf € K entrafnent NP € H .

ii, Pour tout s, f ¢ & et Mf ¢ H° entrafnent Nf @ H® .

iii. Il existe un nombre \{ tel que
{.
Ty 1< — | 2
mE 1<y T @)
ok
pour tout % € B" .
Plus géncrelement, on 2 le

[
THEOREME 2. - Etent donnés M et N, des operateurs différentiels & coef=-

ficients constants, et et & , des nombres réels, alors les conditions
;) il ’ )

suivantes sont équivalentes.

i, Il existe un nambre s , tel que £ C (' et Nf G #°*f entratnent
NE € BT O,

ii. Pour tout s, £ € &' et M € B5* entrefrent e BV,

iii, I1 existe un nombre X tel que
-+ 5T P yas A 3T @3
A

pour tout 3 € R%,
e B o~

Suivent HORMANDER [2], nous dirons, dans le cas du théoréme 1 , que M est
plus fort que - N et , dans le cas du théoréme 2 , que (M ,§{ ) est plus fort
que (N s 3") .

y
DEMONSTRATION du thcoréme 2. -

ii. = i, ¢vident.

s+

2]

i, —>ii , Soit s wun nombre tel que £ ¢ £' et Mf € H entrafnent
NE € 5" % ot soit t un nombre autre que s . Nous allons démontrer qutalors
redr et M € H* P entrafnent Ne ¢ B ™., Posons g=(1 +(J)(t"s)/2 £
Soit w une fongtion dans Q qui équivaut a 1 dens un voisinage du support de

f . On dorit

Mg = Mug + M(1 - w)g .
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On a Mg € g0 et g est indéfiniment différentiable en dehors du support

de £ 3 onen déduit Mg ¢ B F ', ot Mg € ¥ . Oor on a

e = (1 +0)E 872 w0 e n) B2 g L

Lle premier terme appartient a Htm—; le deuxiéme est indéfiniment différentiable

dans un voisinage du support de f . Donc on a Nf ¢ Ht+ ¢ .

ii, — iii. = En ap_liquant le théoréme du graphe fermé, on voit qu'il existe,

pour tout ouvert (L relstivement compact de R" et tout s , un nombre C tel

que

[nell, sC(IImi'lw + ltflls,,?
pour toute f & 0 JLPrenons s tel que s+§> 0 et s+9 2 0.,
Remplagons f par e ! ou £#0 et § ¢ R . Un calcul facile montre

alors qu'on a

2128+ [ aley=l Deos 12 1% 2 ,
¢ (1 + 313 f‘mgl o™ R 1P R ag ¢

2 2y8+ 1R\ S+P =1, -1 o( 2
L G, 07 (1 + 1+ |T (|~ g T
¢ oy P e 171%) flg*lgl( Tz Pergy

2012 ag +flz'|<1 (L« g H%F gEn | agy

d'ou on déduit 1l'inégalite désirée s
S12\T N 12
1+ 7% I1\ D17 (1+|?l )R I LI €Y
5
N
(iii) =3 (ii). Mous a2llons nous appuyer sur le lemme suivant.

IEME 1, = (Inégelités de HORMANDER-IERAY). - Soit M un opérateur diffdérentiel
4 coefficients constants. Pour tout ouvert -l relativement campact de R y il

existe un nombre C tel que

|1e™sl] < ol el |

pour toute f ¢ ®Q , quel que soit .,

Aut.ement dit, f¢ ' et M € L2 entrafnent M7 £ € L2 « En appliquent

le partie (i) == (ii) du théoréme 2 (d¢ja connue) , on arrive ainsi au

IEME 2, = Soit M un opérsoteur différentiel & coefficients constants. Alors,
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- > . ,
pour tout s, f € g‘ et Mf ¢ H° entrafnent M f € i , quel que soit % .

, Soit maintenant f£ € C' et Mf € BV, On o donc aussi M f ¢ B0,
L'hypothése (iii) , combinde avec le théoreme de PLANCHEREL, montre alors qu'on

a- Nf € B°Y®,

11 nous reste 3 demontrer les indgalités de HORMANDER-ILERAY.

DEMCISTRATION du lemne 1. - Mous nous appuyerons sur le résultat suivant,
pour la premiére fois utilisée par MAIGRANGE (57, conséquence du principe de
maximum pour les fonctions holomorphes. (Pour la démonstration, voir par exemple
HURMANDER [3] o)

IEME 3. - Soit @ (t) une fonction nolomorphe et p(t) un poly.bme de degré

m . Alors! on a

1p5(0) 4 (0)] £ (m!/ i) YWY ™! :{» ) ¢en)|? Idtl)l/2
| |4|=t ‘

(5(t) est la dérivée d'ordre k de p(t)) .

Nous appliquons le lemme 3 avec

p(t) = Mz + te))
et
() = T(g+ te,)
(e1 = (1, 0, see , 0)) . On obtient alors:
@) @17 < @Y/ @R n? enT J(m:l iz + o I? 12T+ tep)|® Jatl

d'ou dlaprés le théoiime Go PLANCEEREL

N 1
| |t 2] | s_(mz/(m—m:)l sup |1 et = ag|]

t] =1

Parce que {1 est relstivement compact par hypothese, ceci entrafne 1'inégalité

et gl] < clhel ],

d'ou le lemme par récurience sur 1'ordre de dérivetdion.

3, Généralisation d'un théoréme de HUKMAKDER. Cas des coefficients tyariables",

Nous allons meintenent formuler, pour un cas d'operateurs differentiels a

coefficients "veriables", un thdéoréme de comparaison qui généralise, dans une
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certaine mesure, les résultats du numéro précédent. Nous allons considérer des

opérateurs différentiels P de la forme
J
P = av I,
Z J 4
J

oi les M. (en nombre fini) sont des opérateurs & coefficients constants et
aJ des fonctions indéfiniment diffcrentiables.

En outre, nous faisons l'hypoth:se suivante

Pour tout x € R" , l'opérateur Bx est plus fort que chacun des k% .

Alors on a le

IoN
THEOREME 3. - Tout x ¢ R® admet wun volsinage ouvert flx tel que, quel que

soit s, f ¢ C;7 et Pf ¢ H°  entrafnent N, L€ B pour tout i ,
Tt x
Supposons maintenant que Q soit un opsr-teur différentiel de la forme
-3 bl o,
Q 2%. ;00

J
ou les Nj sont tels que chaque (Nj » 8) est moins fort que le Mj correspondant,

pour un © convenzble, et les b’ sont des fonctions indéfiniment différentiables.

Alors, le résultat suivant découle aisément du théoréme 5.

COROLIAIRE. - Si f € 8;1 et Pf €.H°, alors of € B0,

X

Principe de démonstration du théoréme 3. Le plan de démonstrotion est classique :

te On febrique des inignlitds "a priori". On prend s 2 0.

Tout x ¢ i admet un voisinage ouvert Izk tel qu'il existe des constantes
C et Cs (C ne dépend pos de s) pour lesquelles,

ol gl < ofleell + 0 57 lhe; 21
J J
I1 s'agit de faire une ¢tude essez fine des multiplicateurs de H® et des
inégelités de HURVANDER-IERAY .

sup(s -~ 1 , 0)

b. On effectue une régularisation. Btant domnce £ € &'  avee Pf € HS ot

1
X

, on remplcce f por ﬁ;i » £, ob (éi) est

M, £ ¢ goup(s=1, 0)
i

une suite- de fonctions dans D qui converge vers S (fonction de Dirac) d'une
maniére conven-ble. En appliquant un lemme (classique) de FRIEDRICHS [1], on
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déduit M, f € H® .
(2) et (b) donnent le théoréme 3 pour le cas des distributions d'ordre

suffisamment grand. Il nous reste donc 2 passer aux distributions 4'ordre

quelconque,

c) On fait un relévement sur l'exposant s . = Supposons que f € &1 et

. X
Pf € H° et M, £ ¢ I-It . Prenons un nombre entier pair N avec t + N 20 et

J -
posons g = (1 +0) N/2 f . On peut maintenant raisonner comme dans la démonstration
du théoréme 2 , sauf qu'il faut faire plus attention au fait que P n'est pcs
inveriant par les transl-tions de R® (d'ou la ndcessitd de prendre N pair}) ,

APPLICATION : Hypoellipticité., - Si 1les Mj sont tels qu'il existe un nombre
k> 0 tel que, pour chaque j et chaque & # 0, (M; , k) est moins fort
que -{Mj% s alors le théoréme 3, combiné avec la formule de LEIBNIZ, montre

‘que ‘P est hypoelliptique.

On retrouve ainsi un théoréme de HURMANDER [4] et MALGRANGE [6] (voir
aussi 1l'exposé de ZFRNER [8]) ,
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