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éQUATIONS ELLIPTIQUES A DOHN&ES DISCONITIUES

par Guido STAMPACCHIA

Il est bien connu que la répularité des solutions d'un problémc aux limitcs pour
une ¢guastion du type clliptiquec suprose que les coofficicnts ot aussi les autres

donndes du problémc soient suffisamment régulicrs.

C'ost sculement depuis les trovaux de MASH [4], DE GIORGI [1], MOSER [3] quton a
quelques résultats do régulerité localc pour les solutions dos dquations dlordre

2 A cocfficicnts mesurcblcs ¢t bornése

Jo me suis posé le problémo dfobtenir quelques résultets de régularité pour leos
solutions de problemes cux limites rclatifs & unc dquation clliptique d'ordre 2
4 données discontinucs. Des problémes du mbme gento ont été étudids por Ce B,
MORREY [2].

Je vais cxposcr d'abord les propriétés de sommabilité des solutions dec t.ls
problémes on donnant des théorémes valables sous dos hypoth&scs concornent lcs
cocfficionts d'ordrc inférfour & 2 moins strictes que cclles quo j'ai utilisées

dens des travoux antéficurs ([5], [6]1).

Jc donnerei cnsuitc des énoncés de théorémes do continuité holdéricnnc on rone
voyant & [7] pour les démonstrcotionse I1 sorcit trés utile (en vuc de 1'étude des
problémos non linécires) de généraliscr ces thiordmes, comme jo 1l'ci foit pour los

premiers résultats ici démontrése

WOTATIONB, = Soient Q un ouvert borné de K-, & sa frontiérc ot
Q=0 uon 1'adhéreonco de Q o Soit 1t (Q) 1'cspaco complété de CL(T) (fonc-

tions unc fois continfiment dérivables sur ! ) par rcpport & lo norme @

Il gy = Bllz gy * 2, B sl

ot. soit Hé(Q) 1tadhérence de q;ﬁﬁ) (fonctions de 8167) nullcs sur OQ ) dans
1
HE(Q) »
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Soit V un sous=cspace vectoriel formé de Hl(Q) contenant Hé(Q) .

HYPOTHESE A, = T1 oxiste @ vérifient = = %sé <%, ct B>0 tols quo, V
uevV, 1'on ait s

il g gy < Bz )+ 2 Ty )

REMARQUE, - Si V = Hé(Q) , 1'hypothdse & ost vérifée avee
SOBOLEV e

= %‘- - ;ﬁ- d'aprés

Q=

oQ
On va considérer maintcnant les fonctions suiventes 25 € L7(Q)

(j_ 2 7 =1 432, seny m) telles que 1l'on ait

m
(1) p2 g3 oy (x) & & <Mza2 k>0, xe9, & ck)
i=1 * i,j S

b N 1_1 1
b GL(Q) ou —.b-'-'-'z-"-a

i

d N 11 1
diEL(Q) ou a-<§"-a-

c N 1l 2

CEL(Q) ol -é-<l-'a-
fieLr(Q) oh r 22
o oo1_ 1.1 1

fOEL (Q) ou 176_?+§'—-5 .

1
Si V=H ), ona ¢

_ n L1_1.1

b—m, d>m, C>§-’ I—_-(;—--I-:“'m )

On posc, pour u , v € H(Q) ¢

e(u,v)—f [Za w)Du DJv+§b(x)Duv +Zd(x)uDv
i =1
g +c(x)uv]dx
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m
(f,v):/Q[va-!-ii.lfiDiv]dx .

Si u(x) e V ot vérifie la rclotion

alu, v) +Au, v) 2( ) ={(f, v) quel cuc soit veETV ’
L7 (Q

on écrira
u € 8}\((} 9 V) °

Les solutions (cu scns de le théoric des distributions) dos. problémes aux
limites plliptiquus d'ordre 2 sont decs fonections u(x) e 87\(0 s V) o Par
cxemple ¢ problémc de Dirichlet avee V = Hé(Q) ; probléme de Noumann avee
V= Hl(Q) ;3 probldmc m&lé de Dirichlet=Neumann avee V , sous~cspace des fonc—
tions de Hl(Q) dont la trace sur un sous-~cnsemble 61 Q do 0o stannulce.

II

Démontrons maintenant que si (1) ct 1'hypothdsc A sont vérifiés, on a

[ 1]

Si A ost suffisammont grand, il oxistc P , M >0 tols quo V v eV

2

2 ' +
mIvHHl(Q) Salv, ) + M, v, - sﬁl!leHl(Q)

ae Si bi = di = ¢ =0 c'est évident (sans 1'kypothésc A au domcursnt).
be Si bi ’ di s ¢ sont des fonctions bornées, c'cst facile ¢ toujours sans

1lf'hypothése A , utiliscer 1'inégalité
2 ab & Sa2 + b2/8 .

ce Soit b, € LP(Q) ; alors, &3>0 ctant donné, on pout choisir k >0 tcl
que ¢

/{X;‘bi(x)>k} Iy (x) - WP axs e, '/{x;bi(xk—k} by (x) + K| ® axg &P
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Alors, puisquo ¢
by (x) = {6 () 1y + [y () = by () T

ol {Bi(x)}Ek désigne la fonction guc 1'on obticnt cn tronquant bi(x) oux

niveaux k et = k , on peut décomposcr le terme
J b (x)D.vv dx en J.{b (x)}k D.v v ax
Qi i Q Ui ~k i

ot

Jo Ty () = (b () F] By v v ax

Pour le premicr t rme, on est ramené a (b)e Le sccond termo, dtapres Itinégalité

de Holder ct 1'hypothésc A , cst majoré par @
| n 1k + + o
by = oy O vl Il o oyl 0 <oy ol el

Les autres termes se traitent de facon anaologuce

REMARQUE., = les constantes trouvécs dépendant de bi ot pas sculcment de la

norme “biHLb .
I1I

La théoric des problémes aux limites nous permet meintencnt d'offirmer ceei ¢

I1 oxiste X >0 tol quo, si A>%, si f ostdans lo dual [HX(Q)] do
H'(Q) , il oxiste w €V uniquo tcl quo, Y veV, l'on ait &

a(u, v) +Alu, V)L2 ={f, v)

de plus, il cxiste C >0 tel que @

Il ol
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On désigne por &, 1'application [Hl(Q)]' +V que nous venons do définir. Soit
9;\0 la restriction To 8, a LZ(Q) ot soit 9;\1) 1'applicction difinic sur
? (Q) par s

_ (1) : -
o, =9 f s f£+Df =0 .

Avoc cos nototions, si u e &,(Q, V) , ona

u= 9;\0) fo + %9;\1) £

= M1

Nous allons démontrer un théoréme qui nous assurc que les applicctions 9&"3’)

sont du type (r , v) ot quo 1l'application 9§\O> est de type (ro , V) o On dit
qu'unc applicction £ -Tf définie dans L%(Q) cst de type (2, b) si 3 ¢ >0
tel que ¢

el L <cliell,, , v rer®@ .
L L

Iv

Nous aurons besoin d'unc hypothésc supplémentoircs Nous appellerons {u }k
(respe {u.}k ) 1a fonction obtcnue cn tronquent supéricurcment (respe inféricurc-

ment) U ou niveau k

K .
{u} =inf{u, k}; {u}k = sup{u , k} .
}EmT}ﬁﬁ B, = Il cxistc un nombre ko 20 tel que, si v €V, clors {'\r}k eV
si k 2ky, ot {v}keV si k<=k, o

REMARQUE, ~ Si V = Hé(Q) ou V= Hl(Q) » 1thypothesc B .est satisfcite avee
B =0

THEOREME 1o - 51 ue 8}\(0 s V) , les hypothésps A ot B étant satisfeites, il

oxiste unc constonte N >0 telle que 1l'on ait
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(2) IluHLv < N(lluHL2 * iiillfiHLr + HfOHL”O)

ol %}-: L. (-2]-‘- - ali-) lorsque ccttec quantité cst strictement positive ot v = © dans

I1 suffira do démontrer cc théorgme lorsque di =¢ =0 ¢t cuo A ecst suffisam-
ment grond. Supposons cn offet lc théoréme vroi dens ce cas 3 on ve éerire clors ¢

kB)’ ao(u s V) +N(u, v)L2 = /Q ffo v +Z'fi DiV] dx

ou 8y ost co que devitont la forme a quand on y remplace di ct ¢ par O ot @

o

=f0-cu+(x-)»)u, "f"i fi-diu .

Puisque c(x) €L® ob -c]‘-<1-% ot uel, l'ona cu e’ vec

'-%< l\-é‘-'-'é'-'l'(%'--é), ct il cn découle que TOGLS cvoe —;—<l--§--

d 1 L

. C1_1 1 2 1. 1
Puisque d; €L” ol 3 <y ==, l'onao d; w eL” avce “E‘<§"a""&'“2"'

On pout done déduirc de (3), cn utilisant lc cas suppos’ vrai du théoréme 1,
a

comptc tonu de cc que s, £ >2 , quoc u el L avee a, >a . Ensuite, si
a a
wel ! s il on découle, do la mlme foon, que ue L 2 avee @&, > o (ot plus

s .2 1 ) 1 — 1 1
preeisément el it el

2 1 1
OLn roettrape r o

)e On pout rofeire lc méme raisonncment Jjusqu'a cc que

Done on supposcra désormeis que a(u , v) = 2n(u s v) .

Pour démontrer le théoréme 1 on va utiliscr deux types d'inégelitds 3 les inée-
galités qui résultent du fait que u € ‘SA.(Q » V) , qu'on pout appclor inégalités
d'éncrgio généralisdes, ct los cutres qui résultont de 1'hypothésc L, c'ost=a-dirc
des inégalités, de Sobolovs Mais il cst utile de commoncer per démontrer le résule-

tet que voiei ¢

4
LEMME PRELIMIMAIRE, = Soit ¢(t) wunc fonction non négetive, non croissante définic
pour t 31:0 20 o Si pour tous les h ct k vérifient h >k >k0 s ona ¢
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o(h) € =2 [o(x) 1P

(h = ¥)*
C, @, P étant dos constantos positives et B# L, on a alors, on posant
a
=T !
1° 53 B <1, il cxiste, unc constente Cl >0 , ne dépcndant ni de ¢ ni de

ko s telle que si h >-ko :
C
¢ms$mmbmg¢w] :

2081 B>1,
oy +d) =0 on  a%= %ok Pt

DEMONSTRLTION, -

1° On posc ¢

o(n) = -‘%—)- ot/ (1-p)

d'ol il résulte, pour h >k @

< B h v .
9() MM]%~W¢M

Maintcnant 4 si h =2k, ona

Y2k) <2 [9(x)1P

ct 81 on posc encorec @

w) < ¢ BL) (a1 )Y gic)

C' =  mox
kb<k<2ko

on trouve ¢
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n

V2 B
Y™ x) < lZ\lz(k)]"3n 2 7 < (1 + o) o=V/1B ‘

ct Jo lemme en rdésulte.

2° On posc

= ~-.1-'.-
k o=k +d(L 2n)

ot on démontre par récurrcncc que

L1}

(k,)
‘P(kn) £ ’;'i:in-o—' o

On en déduit lo lemmc on faisant tendre n veors I'infinie

On introduit les notetions suiventes ¢
AYK) = {x 3 x e, ulx)>1}
A%(k) ={x; xeT, ulx)<x}

On se scrvira de la notstion A(k) pour énoncer des rclotions velebles aussi
bica pour A*(k) que pour AT(k) .

=Sy Jo - 6P ax = f u - P ax

%=

A(k) : ID; ul ax = /Q Z TDi[u - PR ax

2y = mos Alk)

LEMME L. =~ Sous lcs hypothéscs 4 ¢t B, il cxiste doux constantes n >0,
[31 >0 telles que, si ueV ct si ay <n, 1lton zit

(4) ! ui <B ‘;k all{..z/a
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, ) 5
(5) ai/ smv’f{ (h > k)

DEMONSTRATION, = 81 w €V, k >k, d'aprés l'hypothése B 3
u - {u}k eV 0

D'cprés 1'inégalité de Holder et 1'hypothése A , on a ¢

2 aRl/a 1-2/a 1—2/a
& < g Pl < pled + 7)oy :
On peut choisir n asscz petit pour que pnl'g/ “<1 ot alors on a 1tinégalité

(4)

Si h>k ona:
In -2 2/ ¢ IRUNITES P/ g WP ¢ gl + 72

D'apres (4) on a alors 1'inégalité (5).
Démonstration cnclogue si A(k) = 47 (k) »

Lo rdsultot suivent est 1'inégalité d'énergic généreliséc.

LEME 2, - 81 ueé (Q V) , si les hypothéscs A ot B sont sctisfaites, ot si
A>K>0, il oxiste dou.x constantes y s, A telles que si [%| > ko s on cit ¢

) Py + P ol

Fo= 2 gl + llggll .

R RIS

DEMONSTRATION, = Puisque u € &, (?, V)

afu,v)=4{,v), V veV .
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On pose v =u = {u}k ( € V par 1'hypothésc B) ot on obticnt ¢
/A(k) Zaij(x) D;u Dju dx +/A(k) 2 b, (x) D, ulu = k] ax + %(k) ulu = k] dx
= /4 (k) 2 £, Dyudx +Jy folu=xJax
On o évidemont / ulu = k] dx >0 , ot d*aprés (1) ¢

W < /2 ey dyu ppmax

Meintonant, si on fixe & >0 , on pout trouver un nombre L(e) de fagon que

l'on ait ¢
/A(k) Zbi(x) Dius[u - k] dx < Cvi_ + L(O) ui

(c'ost cssenticllement cc que nous avons démontré cn II1).

Do plusyon a 8
2 1 L 1-2/r
2/(1{) iud.X$CNk"'('(';) (k)fzdx sz*()lk'll
ot onfin on trouve, cn changeent au besoin la fonction L(o) H

Ty ol = ] ax gl /% < ol e #)12
L
S o7y + 4] +2(0) ligglfy)

gl lieglf, ol lﬁ S LI

L

Fin do_la démonstrotion du théorémo L. = D'aprés les lemmes 1 ot 2, plus cxicetomont
dtoprés (4) ot (6), 1'on a ¢

2 2 1R/ 12 /r
Vi $ YR Ve 7y Fi 2y ’
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12 /o,

sl a, <n et yB n <l,ona:

v; < B Fi a}J;-Q/r )

k ~
De 12 ¢t de (5), on conclut @

2/oc ‘33 r a1.«2/1'
“n (h 1)

clost-a-diro qu'il oxiste ¥ tel que, si Jkx| >% @

By Te (12 Ty fomi/z)
mes &(h) = ahsh 1({1 /rYofe _ (h - k) X [mes A(k)]a(l 1/r

D'aprés le lemme préliminairc od l'on foit ¢

o(t) = mes A(t) , a=oa, B= a(%:...%)

dtol

1_ _i_1,1_1_,_1
5= (W=Pla=g-gez=5-G-3

on a la conséquence suivante ¢

Si ue &)\(Q V) , lcs hypothéscs A ot B étant vérifides, il oxiste doux cons-
tontes Cl>0 ’ kl >0 +tclles que si k >k s ona sl

C
mos A(k) =mos {x ; [u(x)] Zk}s-i{-% [F: ¥ kr mos A(kl)]

mos Ak, +d) =0 ob d%=2%[nos A(kl)]“("/z“"/r"l/“) rd
L1 _1 1
ai - <2- 5 °

k, doit 8trc choisi dc fagon que mes A(kl) <ne



Puisque u € L2 (Q) , on peut satisfaire cette indgalité en choisissent

”‘1H 2
P
L n
et donec on a ¢
Il
k‘l’ mes A(k ) < —------nv__l .

(1)

On a alors

mes {x ; |u(x)] >,k}\<-(-:-2{3 [F: + ”u“vz]
k L

si >%’--—a1=- et ¢

B~

supluC)l S GIF, + [hll 5]

si <

1
--a-.

LS

e

Si Vv = o, la démonstration du théoréme 1 est achevées Il nous reste & examiner

le cas v < w,

Rappelons qu'une transformation lindaire T de L% dans 1'espece des fonctions
mesurables est de type (a , b) feible s'il existe une corstante C >0 telle que
1l'on ait :

: b
£l
12 , a
mes {x ; [72(x)| 2¥} < o|— ) V fel .

Revenons aux applications 9&0) ’ 9&1) que nous avons déja considérées. Main-

tenant on peut dire que ces applications sont de type faible (ro s V) et (r, V) .

On utilise alors le théorime de Marcinkiewicz (ZYGMUND [9]) ¢

Soit T wune application de type faible (a1 , bl) et (a, , bz) ol 3

1 1 (]
OS-é;S-g;SI- (1=1,2) .

Alors T est aussi de type fort (a , b) pourvu que
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L _ Ly <
s=(Let)/a +t/ay , g=(1=-t)/b +th,  (0<t<1) ,
clest-2=dire cu'il existe une constante K(t) telle que 3
Ieell . <x(t) Ikl .
LP L2

Ce théortme permet d'achever la démonstration du théoréme L en falsant varier r .

REMAROUE L. = Par la méme méthode, on peut aussi démontrer le théoréme 1, quand
1_1 1 1

I35 et i 1 ~% « Nous ne le faisons pas ici.

REMARQUE 2, = L'inégalité du théoreme L est uniforme lorsque les a; varient
de fagon que (1) soit uniformément satisfaite, ¢ dans un ensemble borné de L® s
les di dans un ensemble borné de 14 ot Jes b, dans un ensemble borné de

fonctions uniformément sommables dans Lb o

REMiRQUE 3. = Le théoréme L donne aussi des majorations dans 1Y des solutions
u € Hioc(g) NV d'une équation (de type non variationnel) ¢

2
2 a (x) Eé%neéf— =1
13 1 0%y

b
ol baijlaxi e L°(Q) .
I1 suffit d'écrire cette équation sous la forme @

2D, (2Za,,D,u)=- 2 D, a,, B, u= .
P S 1,5 ¥ 137

Vv

On va maintenant revenir sur l'hypothése A en supposant que V = Hl(Q) « Nous
désignerons par I(x , p) la boule de centre x et de ravon P , et par I'(x , p)
sa frontiére. Si =(x) est un ensemble mesurable de '(x , 1) nous appellerons
fZ(x)] sa mesure 2 m -~ 1 dimensions et S(x , p) 1'ensemble des points de
I(x, p) que x projette dans Z(x) .
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On dit que 1l'ouvert Q satisfait A une condition de c8ne généralisée d'ordre
p. (p> 1) , s'il existe une constante p >0 et, pour tout x & Q, un ensemble
o(x) de TI(x, 1) tels que ¢

S(x, p) cQ
et de plus,
1/ %(x)] € LP(Q) .

I1 est facile de dimontrer que si Q satisfait & une condition de cdne généra-

lisée d'ordre p ol ¢

]
oY e
Ble

-

-%"‘

Sl

alors Q vérifie 1'hypothése A ([8]).

Qe
1l
S
1
Bl

-

En particulier, si p = +=, c'est-a-dire si |=(x)|>¢ > 0 ona

et on retrouve ainsi la condition de cbne habituelle.
Vi

Nous allons maintenant supposer que les fo ’ fi sont tellescue les solutions
u e 5)\(0 , V) sont bornées, et étudier si ces solutions sont continues et hdldé-

riennos., Il faudra diverses hypothéses sur Q .,

A ce propos, on ve introduire la définition suivante ¢ Soient A un ouvert

borné de R° s Qq une constante > 1 et q* la constante telle que -%;:-J-'- -% °

Pour B constante non négative, on désigne par &L , B, q) la famille des
sous-ensembles B de LK tels que 1l'on ait

hall <p 2 |b, ull
Lq*(A) 1=t 1 1%@)

pour toute fonction u de C-&) nulle sur B .
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On dit que Q est admissible par raprort & Hé@ﬁ) s'il existec deux constantes
>0, p>0, tclles que l'on ait

aQnI(Y,P)Eg[Q(Y:P):ﬁ:QJ: V ye o, P<-§ (1\<q\<2)

Qly , p) =32 nI(y ,p) .

J'ai démontré ([7]), dans le cas b, 5 cC bornés et d; =0, le théoréme

suivant

THIOKRME 2. - 81 u € &,(0 , Hy(Q)) ot si Q est admissible par vepport 3

0y T . 1 _ 1,1
Hé‘(Q),sn.deplus fOeLU(Q), fieLr(Q) (1 =1, eee ym) (T=?+E)’

ol r>m, alors u satisfeit 2 une condition de HSlder sur Q.

Un théoréme analogue, valable sous les hypothésecs plus larges cn cc qui concernc
les coefficients bi sy C di mais plus strictes cn cec qui concernc 1l'ouvert
Q a été démontré par C. B. MORREY .

J'ai aussi démontré des théorémes de ce gonre pour dfautres problémes aux limites

-

que celui de Dirichlet, & savoir le problémec de Noumann ot lc probléme mdlé de

Neumann-Dirichlet. Je renvoic & co propos & llarticle déja cité [7].:
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