JACQUES L. LIONS

Quelques procédés d’interpolation d’opérateurs linéaires
et quelques applications, I1

Séminaire Schwartz, tome 5 (1960-1961), exp. n°2, p. 1-6
<http://www.numdam.org/item?id=SLS_1960-1961__5 A2 0>

© Séminaire Schwartz
(Secrétariat mathématique, Paris), 1960-1961, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Schwartz » implique 1’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SLS_1960-1961__5__A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire SCHWARTZ 2«01
5¢ année, 19%60/61, n® 2

QUELQUES PROCEDES D'INTERFOLATION D'OPERATEURS LINEAIRES
ET QUELQUES APPLICATIONS, II,

Conférence faite par Jacques L. LIONS,
rédigée par Henri MOREL

Méthode "holomorphe"

On va donner une deuxiéme méthode systématique de construction de couples d'inter-

polation, méthode utilisant cette fois la théorie des fonctions holomorphes (vecto-

rielles).

1. Les espaces [AO ) v] e
On désigne par J@(AO ’ Al) 1'espace des fonctions & -»u(f) définies pour

C=g+in, 0L EL1, & valeurs dans Ay + A1 s ayant les propriétés suivantes 3

-~

(1) ¢ -u(c) est holomorphe dans 0 < <1 o hy *+ 4, » continue et bornée

dans 0 L EL1 - AO+A1;

(ii) u(in) e by s M »u(in) étant continue et bornée de R -»4j ; on posera

llly = suplaGanll, 5
n 0

(111) u(l +in)e A, , n -u(l +in) étant continue et bornée de R =4, , on

posera

lall, = suplia(a + 1),
n 1

Muni de la norme
Il y = bl » Il

on vérifie (& 1'aide du théoréme des trois droites) que }G(AO ’ Al) est un espace

de Banache

Si meintenant v est une mesure sur [0 , 1] , ou une distribution & support com-
pact sur ]O , 1[ , on définit, pour toute u € R(Ao' ’ Al) 1'intégrale
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Jo! u(e) av(E) e hy + 4,

(pour le cas oi vy est une distribution, ef. [4]), 1'application

(1.1) w /b ug) avie)

est continue de J{i(AO . Al) » 4y vh o

On désigne alors par [AO R v] 1'image de R(AO s Al) dans 1l'application
(141) ; muni de la norme (quotient)

(1:2) ”ﬂl[A hoy] T inf Hu“ shy) ’
0TI ()= “o

1'espace [AO 5 Al , v] est un espa~e de Banach.

Les espaces [AO s by oo 8(6)] . 0<6< 1, ont été introduits simultanément et
indépendam: :~5 par A.L. CALDERON [cf. Conférence de Varsovie septembre 19%0 (& parai-
tre)] et Jo-L, LIONS , [1].

2. Propriétés d'interpolation.

PR
THEOREME 1, = Si 7 € E(AO ; BO) n E(Al : Bl) (notations de 1'exposé n° 1 de

ce sémi_naire) , alors, quel que s0it v , 7 applique lindairement et continiiment

[AO s Ao v] dans [Bo > By s v] , avec une norme Smax(md ’ ml) s 5i
wj = norme de ® dans E(Aj H Bj) s J =0, 1, conséquence facile des définitionsa

I1 serait intéressant d'obtenir une majoration de la norme de = dans

£llag » &, 5 v1 s [By s By » v]) sumoyen de wy , @, et v,

On peut répondre 2 cette question dans le cas vy = &(8) ; cn notant que
bl sy = Ant IIG™ Il .
(0L K u(6)=0

N
THEOREME 2.2, = 81 v = 8(6) , la norme de = dans

2[4 5 4, 5 8(6)] 5 [By , B, , 6(6)]) est <uy Ol .

THEOREME 2 - 3c = Si AO c Al 5 BO c B1 s les injections étant continues, et si
ay,b » K(a, b) est une application bitinéaire continue de Al x B1 - C1 et

g,_e_Ao Bo->'wo (

CO > C; 5 C troisitme triplet comme By s By s @) alors
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a,b - K(a,b) est une application bilinéaire continue de
[ag s A, » 3(8)] x By , B, , &(8)] » [Gy, Gy &(6)] s

3+ Espaces [AO s by 5(m)(6)] ’ [AO s Ay 5(9)](m) .
Notons d'abord ceci ¢

(1) [ » Ay » SO € g 5 Ay 5 81(0)] € wen € g 5 45 8™ (@)1 o

leg injections étant continue s (6(m)(9) = dérivée d'ordre m de la masse 1 au point
8; 0<6<1).

Désignons par }C(m)(AO s Al) 1'espace des fonctions u(C) telles que
Uy ul y cee g u e K(AO ’ Al) s muni de la norme naturellee, On introduit alors
l'application u = /01 u(&) dv(€) , comme au numéro 1, cette fo%s)de K(m)(Ao , Al)

7 s m
dans Aj + Al « On désigne par [AO , Al ’ v](m) 1'image de & (AO ’ Al) dans

cette application, munie de la norme quotient (On a ¢ [Ao s By s v](o) = [AO s &y s v])

On s alors @

(3:2) [y 4, &{e)](m) clag s by <°>(e)](m -1) oo clag s by 8(6)] ’

les injections étant continues.

4+ Remarques diverses ¢

- E-bension & n + 1 espaces Ly, eeey An .
= Cas ol les Aj me sont pas des espaces de Banach.

= Interpolation par rapport 2 une famille n({) d'opérateurs dépendant analy=-
tiquement de & (cf. LIONS [1]).

5¢ Exemples.
Pg

P R
5.8l A =L O, A =L ', alors [hy,4 , 86)]=L" o

1 _1-6,08

= L S o

Py Po Py

Ceci, et le théoréme (2.2), donne Riesz = Thorine

- 3 - p = p p
5ike = Si AO—L 2 Al LMl (espaces L* pour les mesures Midp ’ Mi>0

localement p=intégrable), alors
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M
-6 O 1
[ag s 4, » 5()(6)] = L§m ) X = 1= 12(1 + ILog M-(;Pm)"P

M, P
[Ao ) By oy 6(6)](m) = I_%)m ] Y = Mé"e M?(1 + |Log M_é_rm)

5030 = & désigne la transformation de Fourier sur R? s variable duale y »
On désigne par H ’P( ) = g»P 1l'espace des distributions tempérées f telles

que

sl + ) s) e P,
muni de la norme

lell o o = 5720+ 22 51 .
el LP

Alors, si 1< p <,

g » &y » 8™ (0] =

e

{£ » (1"‘L°g(1“‘}'2))-m(1"}’ sf e 5LP , a(@):(l-e)ao-o-eal}

et [Aj L, 5(e)] (m) s'obtient en remplagant m par =m dans cette définition.

5e4¢ = Naturellement ces exemoles dorment des théorémes d'interpolation entre

espaces de types différents. Par exemple, si n est un opérateur linéaire continu
q
de H'P dans qu s et de EO'P gans Lt s alors c'est un opérateur linéaire

q
continu de [H1?P y gOsP s 8'(0)] dans [qu s L 1 , ()] .

Appliquons ceci avec nt = injection, 9 =Py 9y donné par le théoréme de
1 1

SoboleV ¢ == == = — (>0 ) . 0On en déduit que tout élément f de
. b P o (10)/2
glP | 5OP | &(0)] (i. o. vérifiant (_1 +37) 5 € %P ) appartient 2
1 + Log(1 +3y°)
b Y L =9

L~ ,L",08(6)], et 1'on montre que ceci implique TTTTog W f€ LP , pour

toute fonction M > 0 , et appartenant 2 Lt
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5.5« {CALDERON, Conférence de Varsovie, septembre 19%60). = Soit Lq) 1'espace
d'0rlicz associé a une fonction & strictement croissante, telle que
®(s)/s » O (resps « ) lorsque s -0 (respe ) ; L% désigne 1'adhérence

dans L. des fonctions simplese Alors si AO = Lgo ’ Al = Lc'}) s 1l'espace

® 1

[ » &, » 8(6)] est L) ob ® est définie par

2 ("0 %) = qys) =0 (6)

5.6 = I1 serait interessant de comparer les espaces [AO s Ay 6(9)]( ) s
(4 » 4, 8 m)(6)] aux espaces T(p , 0y Ay 50y By b ) lorsque

1 1
—a':‘ -
s Y g P=206s

On vérifie ceci (cf. LIONS = MAGENES, [2]1), pour 1< p < o,

l-e"‘e’ 1"‘6, 1"9"8,p
H

Pecwt™Pcy

(5.1) H pout tout € > 0 .

[On n'a pas ul=6p - 1-6p , p#2 (cfe Ju=P, KLHANE, Communication personnelle),

wl-e,p est défini au paragrephe 6de 1'exposé n® 1 de ce Séminaire]e

La démonstration de (5.1) et des exemples (543) utilise un théoréme de MIKHLIN

[3l.

547, = Dans le cas hilbertien (cf. exposé n® 1, § 6, 2°) on a ¢

. 1
T(2,a,AO;2,a,Al)z[Ao,Al,é(e)],-é.-c-a-.:e .

La démonstration de ce point est trés voisine de la démonstration de Ne ARONSZAJN
[1958, Communication personnelle] du résultat d'interpolation de LIONS, [cfe exposé
n® 1, § 1e ARONSZAJN, Conférence de Berkeley, Lvril (& paraltre) ot KREIN (S. G.),
Conférence de Varsovie, septembre 1960 (a paraitre)].

5684 = I1 y a une infinité de problémes non résolus, consistant a étudier les
propriétés des espaces [AO s By v] pour divers v et divers Ay s A

"0,

ql)

1 L

Po
EXEMPLE, = A, = &L ~ 3L

0

p
A =Lt ;L

Que peut-on dire de 1'espace [AO s Ay ,6(6)] ?
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Autre probléme $ Quand a-t-on

Autre probléme & Dual de [AO s Ay v] ?
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