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/
QUELQUES PROCEDES D! INTERPOLATION D'OPE’IRATEURS LINEAIRES
ET QUELQUES APPLICATIONS, I.

Conférence faite par Jacques L. LIONS
rédigée par Mlle Nimet EL ABED

INTRODUCTION, = Dans toute la suite, un triplet (AO ’ A1 s ) désignera un
ensemble de trois espaces vectoriels topologiques

19 & localement convexe

20 Ay et Al deux espaces de Banach, AO et Alc a

Ay n A, dense dans chacun des A, (i =1,2) , étant entendu que, dans tout
cet exposé, A c B signifie : inclusion algébrique et topologiques

Si Ao et Al sont deux espaces de Banach, par une construction algébrique
évidente on définit 1l'espace vectoriel Ay + A e On munit cet espace de la topolo-
gie définie par la norme

L Il )
% € 4

ale Al

||l =
Ag*hy

AO + A‘l est alors un espace de Banache.

si (4 » A a) et (By » B1 , B) désignent deux triplets, nous dirons que
ne E(A s By )n Si(A1 » By ) & ), si m est une application lindaire continue de
(A0 n A ) dans (By n Bl) pour les topologies induites respectivement par A,
et By, A et B, . Il se prolonge alors par continuité a Ay et A1 , d'ol 1a
définition.

IEMME, = Si ne ﬁ(AO s BO) n SB(A1 ’ Bl) , alors il se prolomge en un opérateur

de E(AO+A1,BO+B1) .

( y £(a, B) désigne 1l'espace des applications lindaires continues de A,
dans B e
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D}f:FINITION. - Soient deux triplets (AO , A1 y @) (BO ’ Bli . 8) o Nous dirons
que A et B forment un couple d'interpolation relativement & (Ao ’ Al) et
(By » By) sis

10 Ayn-AjCAcAy+ A, BynB cBc BO+B1.

2° Tout élément de £(4, , BO) n (A Bl) est dans £(A , B) «

A (respe. B ) sera dit un espace d'interpolation pour Ay et A (resp. By
et Bl )o

REMARQUE, « On pourrait poser des problémes plus généraux.

ae Si les Ai sont, par exemple, des espaces de Fréchet, existe=t-il des espaces
d'interpolation qui soient des espaces de Fréchet ?

beSiles A, sont des algdbres de Banach (ou encore des algdbres normées),
existe-t-il des espaces d'interpolation qui soient des algébres de Bamach ( resp.

des algdbres normées) ?

On peut ainsd résoudre des problémes des types suivants $

2

- Connaissant des propriétés sur des espaces il et I , en déduire des pro=-

priétés sur des espaces IP convenablos.,

- Connaissant un résultat sur des dérivées d'ordre k et (k = 1) de fonctions
ou de distributions, en déduire des résultats sur des dérivées d'ordre fractionnaire
p avee k=1 <p<k.

Méthode des traces

1. Définition des espaces de traces.

Soit (4; » A @) un triplet.

DEFINITION 1s14 = On note W(p , @, Ay 3 a5 B, &) ,
I<pghos 1<qgre

6 et Glejo,l[

1'espace des fonctions u , telles que 3



4 1=03
(1.1) ta ue€ Lp(]O ’ +oo( 3 AO)

(1.2) e 1300, + ol ; A4y

w' désignant la dérivée de u dans 1'espace 0'(J0 , wl 3 AO) des distributions
sur JO , +o( & valeurs dans Aj »

Remarquons que 1'hypothése (1.2) a bien un sens j en effet, u est localement
somuable sur JO , + w( d'aprés (1.1), donc ue®'(J0 , +«l 5 4j) c0tQ0 , +«;0)

W sera muni de la topologise définiec par la norme 3

ull, = maxf |l u ’ P
Il @b py » nLq(Al)}

W est alors un espace de Banache

PROPOSITION lele = Pour tout T <+ ©, et pour tout ueW , ona 3

wetlo, 1054 , we L0, 705 a) .
En effet 3

/o' “u(t)HAO at = /" I* u(o)ll t~ % at

-
e ull e, <4
F(o,r (5A0) L OO:T[‘S,&?
1 0N t ’, el * 1 — 1 - 6 '
d'aprés 1'inégalité de HElder, avec —— =1 + >1 .

ap a
Doncy pour tout T < o, u est presque partout égale & une fonction continue
sur [0 , T] & valeurs dans Ay + A, , ot u(0) est définie (en identifiant u
3 cette fonction continue).

_Considérons 1'application ¢ ¢ u -»u(0) , de W dans Ay + Ay o Soit
o) =T(p , @, Ay 5 a5 s A) eSL Np,o,hysa,p,A) désigele

noyau de cette application g (P, @, Ay 5 a s Py Al") 1'espace quotient muni

de la topologie quotient, § 1'isomorphisme algébrique de % (ps @y AgsasBy Al)
sur T(p,a,Ae;q,p,AI_) s alors T(p,a,Ao;q,ﬁ,Al) sera muni

de la topologie-image par & de la topologie-quotient ; c'est alors un espace de
Banach pour la norme ¢
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ol = gme

™p 5, oy Ay 3 a s By Al) (avec les conditions imposées aux parametres que nous
omettrons par la suite) sera : "espace de trace". © =-i1)- + a désignera le

"paramétre de dosage".

THEOREME 1410 =81 (&, » A » @) 5 (B, , B, , B) désignent doux triplets, 7
un opérateur lindaire continu de £(4; , Bo) n £(4y Bl") de normes respectives

o) et o) alors pour tous p 4, q 5 0 4 B tels que ¢ 1 <p, a$ + »,
6 et 9, € Y, 1,

nEQ(T(p,oc,Aosq’ﬁ:A-l)BT(P:O"B();q’ﬁ’Bl))

“-e

la norme de 5 dans cet espace étant & 1 Y I avec Y = T ee__ %
- |kl % ulf=Y s 'HY
alT u( )='a { Lp(]O oo(3 Ao) L OO,WE,A )24

Soit weW(p ,a,Aj350a, P, Ai') ;5 posons uy(t) =u(At) pour A>0,
alors ux(O) = u(0) .

Donc ¢

lallp < inf [l

1-6
= o s oA I wll
%;‘.‘f{ p( b “IPOo,m(,AO) : L3(00,(;4,)

I1 vient :

ally < I i P il
o < {6 Sl s Lpoo,m(,&

pour tout u tel que u(0) m a . On en déduit le lemme.

Soit a€T(p,a, 453 a, B, A‘l) ; par définition, il existe
uew(p,a,AO;q,ﬁ,Al) tel que u(0) =a .

Soit ne £(Ay s By) n (4 4 B)) , soit v(t) = nlu(t)] ,
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, % u e 1500 4= (5 &)

Ao

6> VHBOS ay % ull

donec

t* v e 130 , =( 5 By)
tP vt e 13000 , =( 5 B,)

avec v!' =nu! .

or nfa) =v(0) , donc m{a) € T(p , @, Ay 5 a, P, Bl) et & définit une
application lindaire de T(p , a , b s B, Al) dans T(p 5 @ 5 By 3 QB , B,) o
1 est continue en tant qu'application dans ces deux derniers espaces, en effet 3

. o -y B Y ’
lIm(a)llp SQR VHLP(jo,oo(;Ao) I HLq(]osW(;Ar)}
<ap Vo) [l

On en déduit le théoréms.

On voit facilement ques:
AonAlcT(p’a’AO;q’p’Al)CAo'I'Al
donec @

COROLLAIRE 1.1. =81 (Ay , 4, , ) 5 (By » By » ®) sont deux triplets, alors
les espaces (T(P’O‘,AO3Q9F3’A1)5T(P,°‘ ’503013[39]31)) forment
une famille de couples d'interpolation, dépendant de quatre parametres, relati-

vement aux triplets considérés.

On peut définir d*sutres - espaces de trace, avec exbension aux dérivées d'ordre
>1 (efe [7])e -

On se propose de résoudre le probléme suivant ¢

P Py
Solent Ay =1L ° s A =L ! 3 existe=t=il des paramé’pres réels p 4, % 4, q 4 B

p
tels que 1l'espace L © soit un espace T(p , @ , AO 59 9 ﬁ,Al) avec

1_.1=6,06,

Py P Py
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On démontre les résultats suivants ¢

PROPOSITION 1.2 =S1 py>D , Dy >4 6=%=%+a=%+ﬁ, alors

™Mp,%, L 5q,B,L 7 )clL

avee =8 4+ 8 =L ; cos doux espaces sont identiques si p = Py et a=p; .
Po  P1 P

On rettouve le théordme de M. RIESZ [12]
e . Po Py %
Si 5 est une application linéaire continue de L dans L~ 4, de L dans

q
L 1 s 8VeC Py 2Py s 9 24 5 alors n est une application linéaire continue

P - - -
de L O dans Lqe,avec —Lzé—-—-?--»—e-—:l——-@-+§-,denorme swé ewe.
Pp Po Y P Y 1

- On peut également étudier le cas des espaces de Sobolev [11].

2+ Dualité des espaces de traces.

Soit (Ay » Ay » @) un triplet, Ay et A, &tant des espaces réflexifs,

soient A(') et A{ leurs duals forts respectifs ;3 alors il est clair que

Ay n Al ¢ A} c Ay + A}

et que A(') n A:’L est dense dans AE) + Ai e On peut alors poser le probléme de

comparaison des espaces de traces de A(') et Ai s et du dual fort de
T’(Pa“’%?Q:B,Al) .

THéORM Rele =81 Ay et A, sont des espaces réflexifs et vérifient 1'hypo-
thése suivante : il existe une suite d'opérateurs P, (R=1,2 4 ese) 5 do
by dans Ayn A, et de A dans Ayn A, tels que P &y (resps P 8y )
converge dans A, (respe A ) vers ag (resp. 8y ), pour tout 3y € A ( resp.
tout a, € Al) ; alors, pour 1<p<+w, 1<p'< 4w} 0<6<1, 0<O, <1,

T'(P;G’Ao3q’]3,A1) = T(p',-ﬁ,Ai;p',-a,Ab)

101 , 1 1
avee == + - 1 — — = .
pfpr St grtq =1

Reprenons les notations du paragraphe précédent. ¢ est alors 1'isomorphisme de

W .
N‘:‘(él)’&a’f*oiq.:ﬁ,%) sur T(p,a,AO;q,ﬁ,Al) qui applique u sur
u ™ .
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Alors la transposée de 1l'application ¢ , soit §§ s €st un isomorphisme de
T'(p, oy hy3a,p,A) swlepolairede N(p,a, 45 350q,p,4) dans
(W(P,O‘9A05q9[3,‘ﬂ*1))"

On démontre les lemmes suivants [9] et [7] reepectivement s

IEME 2.1, - Toute forme lindaire continue L sur W(p , a , Ay 5 qsp, 4)
est de la forme 3

L) = Jo™ (s u(e) , o(e) ab + [P we) , g(t)) at

| J ' 1,1 1.1
wew, £eI? 00,005 4), gclf 00, o(54), s =s+q =1,

p
les crochets désignant les produits scalaires respectivement de Aq et Al ,
'
Al et Al; )

LEMME 2.2, = Pour tout élément L du polaire de N(p , o , Aysas By AI) ’
soit N0, i1 existe Ge W(q' , - @' , AL 5, =a, ad) s tel que

'(1) L(w) = fy""Cu' , 6> at + ;" (u, 6 a6,

G(0) étant déterminé de fagon unique.

.On peut alors considérer 1'application ¢ qui, &3 L€ N0 s fait correspondre
G(0) , G étant 1'élément de W(q' , -=p' , AT 5pT , = ay Ab) vérifiant (1).
On a alors le lemme suivant ¢

IEMME 2.3, = L'application ¢ est un isomorphisme de NO sur

T(Q’:"ﬁ,Ai:’P""a,Af))o
On déduit des lemmes précédents quell'application % = q;?@ définit un isomor-
phisme de T'(P)G’Ao,'q,ﬁ’Al) sur T'(q',-ﬁ,A{;p',-OL,AS).
D'autre part, si b€ T'(q' , - B, Al 5p' 5 =a, A)) , il existe
GbEW(q’,-ﬁ,Ai;p',-a,Aé),telque:
@ (b) = G, (0)
avec

t (] . [eo]
(% by uy =/3 (ut 5 G at + /57 (u, Gy dt
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Si u(t) = @(t) a, (¢ fonction continfment différentiable & support compact,

a4 valeurs réelles, telle que ¢(0) =1 ), alors ¢

(% b, w) =G (0) , a) = (b, guy= (b, a) =(ob, a)

donc les deux espaces (T(p , a , Ay 3 as B Al))' et
T(p' » =Py Al 59 , -0, A(')) sont identiflables algébriquement et topologi-

quement.

3e Bspaces T(p , @ , D(A) 5 a5 B, Al) .

Solent A1 un Banach, G(t) un semi=groupe borné fortement continu dans A1 ’

A 1le générateur infinitésimal de G(t) , Ay = D(A) 1le domaine de ce générateur

mini de la norme du graphe.

Soit Al(p sy & y A) 1'espace des éléments a de A tels que ¢
2 a(t) a -l e PO, =05 8)

cet espace muni de la norme qui en fait un espace de Banach

ll () oy = el + U7 €72 o) =l 3 a0

P |
THEOREME 3+l = Pour tout couple (p , @) tel que ¢ © =i13- +a e J0, t[,

1<pg+ o, les deux espaces T(p , @ 5, Ay 5P 5 O Al) et Al(p sy & 4 A) sont

identiques algébriquemont et topologiquement, sans qu'il y ait identité des normes.

ae T(p sy a, AO 5Py Oy Al) C Al(P 9 Oy A) .

Soit uew(p,oc,Ao;p,oc,Al.),avec u(0) = a 3 posons @

(341) f=u =AMz

alors t*f est dans IP(0 ,(; A) « Donc £ appartient & L (0 , T(; 4,)
pour tout T <+ d'aprés le paragraphe 1, et par suite G(t =a) f£(o) est

dans Ll(jO s TC 3 Al)’ puisque G(t) est fortement borné. Alors u est solution
du probldme de Cauchy défini par 1'équation (3.1) jointe i la condition u(0) = a .
Donec @
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u(t) =/Ot u' (o) do --/0t G(t = o) £(o) do

6(6) —a=/,f w(a) d = /g ot = o) £lo) &

D'apres une inégalité de HARDY - LITTLEWOOD - POLYA [2 ] pour ::% +a <1,

1'application @

g - £ /Ot o 2 g(o) do
définit un opérateur de IP()0 ,w( 3 Al) dans lui-m8me, de norme au plus égale

1 =9

3 ——— ,0r t*u et t*f sont dans IP()0 , wf 3 Al) ; donc, si M désigne
la borne supérieure des normes des opérateurs G(t) , on a s

(a=1) + +||A|
1t (6(t) a - a)HLp(]O’m[;Al)S 1 bl’l(-l_ éHAII) Il

pour tout u€ W tel que u(0) =a , ce qui démontre la premiére assertion.

be T(P sy s Ay 3P yay hy) =4(p,a,A) .

I1 suffit de démontrer 1'égalité algébrique. Soit a € Ai(p s & yA) 4 nous

voulons construire une fonction u, de W telle que ul(O) = a ¢ Considérons la

1
fonction continue pour t >0 :

u(t) = % /Ot' C-l(o) a do

alors u(0) =a, et u(t) est dans D(A) pour tout t>0 ., Si f désigne une
fonction continfment différentiable, & support compact, égale &2 1 & l'origine,

on voit que ¢
t% uf e LPQ0 , =( 3 4j) .

Il suffit donc de démontrer que, en remarquant que si on pose u = fu ,
ul(O) =a, t*u est dans IPO0 ,( ; Al) e Or

u‘:%(G(t)a-a)-fgfoﬁ(G(O)a-&) do ’
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pour tout a e D(A) on a @
/s -(%; (@(o) &) do = A /o &(o) a do =/ AG(o) ado =G(t) a=a

1'opérateur A Stant formé, on en déduit que, pour tout a € A, 3

G(t) a-a_‘}_'
=g =g (W)

.o

Or ac€ Al(p s & 4 A) , donc £ %™ Mu) est dans IPQO ,
part ¢

Al) o D'autre

6% Jo° lla(o) a - all, av 7 /" (o) a - ally ) ao

N

1 aml,
7 I (6(o) )“LPOO ol s )

d'aprés le théoréme de Hardy, donc la fonction 1, = u. cat dens

Wip 5 oy Ay 5Py Oy Al) s ce qui achdve la démonstration du théoréme.

4o Applications.

Nous noterons dans ce paragraphe par Ck s k entier 20 , les fonctions
numériques sur R , k fois continfiment différentiables, périodiques, de période
1.

Solent Ag = ot s A= ¢ 3 G(t) 1le semim-groupe des translations défini par

G(t) £(x) = £(x + t) ; alors il est clair que le générateur de ce semi-groupe
n'est autre que 1'opérateur de dérivation Tiéf » Le théoréme (3.1) nous montre
alors que T(p , &, c© s Dy Oy cl) est 1'ensemble des fonctions f continues
périodiques de période 1 a valeurs dans A, telles que les applications

{t - ta-l(ft - £)}

soient dans LPQ0 , «( ; CO) pour 6 €)0,1(, 0<pg + =, en désignant
par f, la fonction : x >f(x +1t) .
En particulier si p=«, 6=1-a, f est dans T(w,p,co,-oo,p,cl)

8l et seulement 8%il existe M < « tel que ¢

£(x + t) - f(x)||co cml=®
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On voit donc que T(x, o, CO HEC IR Cl) = Lip‘B s OU Lipe désigne les
fonctions de GO vérifiant une condition de Lipschitz d'ordre 6 « On retrouve

le théoréme @

&
THROREME, - 1 me £(c” , ¢') n (¢! , ¢') , alors £ e £ (Lip,, Lip,) «

On peut alors poser le probléme : 1'espace C1 peut=il &tre défini comme espace
d'interpolation du couple (GO s 02) ? de fagon générale, si A est un générateur
infinitésimal d'un semi-groupe, dans un espace de Banach A, , D(A) est=il un
espace d'interpolation pour le couple (D(A°) , A,) ?

Notons ceci (GAGLIARDO, Communication personnelle ; on peut obtenir aussi ce

résultat par les méthodes présentes) :

PROPOSITION. = Si e (0 , ¢®) p2(c® , ¢®) , alors n est dans £(C
et dans S(C1 , ci=9 pour tout & € JO , 1( . ( CPT% désignant ici 1'espace
des fonctions f de C° , p entier >0, O0< a<1 , dont les dérivées d'ordre

1+e’ 01)

p vérifient une condition de Lipschitz d'ordre a )e

5 Généralisation.

Soient Gl(t) eee Gv(t) , une famille finie de semi-groupes bornés fortement
continus, deux & deux commutatifs, sur un espace de Banach Al $ soient

Al s sens Av , leurs générateurs infinitésimaux respectifs

.
Ay = N D(4,) .

i=1 L

Nous désignerons par Al(p 5 Oy Ay s aee ’/\)) 1'ensemble des éléments a de
A1 tels que @

'ba-l(G‘i(t) a - a) € Lp()O 9 °°[ H Al) pour i=1 » 2 9 eee 9V .

Muni de la norme ¢

“la”kl.(p’a,l\i,'..’/\v) = “a“A1 + E: (/000 ‘b(a"'l)p“Gi(.t) a - a”p d.b)l/P ’

AAi(p s O g A1 s eee o Av) est un espace de Banache
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R

THEOREME. = A, (P 5 @ 5 Ay 5 ooe ,Av)=T(p,oc,A0;p,a,A1) , les deux
espaces étant identifiables algébriquement et topologiquement pour 6 =-11; +aeP,i,
1<pg+ », sans qu'il y ait identité des normes.

REMARQUE, = On pourrait généraliser ces résultats, en remarquant que la démons-
tration repose essentiellement sur 1'inégalité de Hardy - Littlewood = Polya,
laguelle est valable dans des espaces de Lorentz, cf. (8].

6. Applications.

1° Une généralisation du théoréme de Sobolev. = Soient

AO—‘H 1P -y :PLV) A1=Ho’p=Lp(§jl)=Lp

les Hk’p désignant des espaces de Sobolev. Soient x = (x1 9 see xn) un point
de .\B,f ’ Gi(t) les semi-groupes définis par $

Gi(t) f(x: 9 ese Xn) =f(x1 9 eoe g Xi +1t 9 soe g Xn) pour i=1 ’ 2 9 oea g0

alors il est clair que les générateurs A; me sont autres que les opérateurs
de dérivation partielle 3

_ 9
N =
i
et que
i=n
Ao = n D(A ) .
i=1

Le théoréme (5.1) permet de caractériser les éléments de T(p , o , Ay 3Py, Al)
comme les fonctions f de ILP(R®) telles que @

i=
2 U O ot b/
i=1

1 ces g Xi + 1t 3 ece Xn) - f(Xl g ses Xn)} dXI
<+OO [

On pose T(p 4 a , Ay 3Py 0, Al‘) = wi=oP ’ 9=% + 0 4 D'apres le théordme

de Sobolev, pour -é::% -% >0 , il existe une injection continue de gl oP dans
L2 . Considérons 1'application identique de IP dans lui-méme ; par interpolatiom,

1=6

on en déduit donc une injection continue de W P dans T™p 4 &, 14 $IPL%, IP) N
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Or d'apres le paragraphe 2, on sait que

T(p,oc,Lq;p,a,Lp)ch ’
avec
SSE DT
dtou le @
THEOREME, - Si 6=%+a€]0 , 1(, alors wl“‘@’P@f) c IF(BY) avec
r=%~1;e, %:%-%>Oo

REMARQUE, = Ce théoréme constitue une généralisation du théoréme de Sebolev au
cas des dérivées d'ordre fractionnaire. Ce résultat n'est pas nouveau, seule la

méthode semble nouvelle.

Pour 1'étude de 1l'interpolation dans les espaces de Scbolev on pourra consulter
GAGLIARDO [1], Jo=L. LIONS [5] et SLOBODECKIT [10]. Une extension aux groupes est
donnée dans Je=L, LIONS [6], aux dérivées d'ordre supérieur dans J, LIONS [4].

20 Cas des espaces de Hilbert. = Soient AO et A1 s deux espaces de Hilbert,
AO cA o, Ay étant dense dans A, o Alors Ay peub 8tre considéré comme le do=
maine d'un opérateur A autoadjoint tel que AO = D(A) , ot D(A) est muni de
la norme du graphee.

On montre alors que pour p =2 3
. . .
T(2,a,A0;2,a,Al)=D(/\e) ’
ol 6=a+%.

7e Variation des espaces de traces en fonction des paramétres de définition.

Ies T(p , a, Ay 45 B Al) définissent une famille d'cspaces d'interpolation
4 quatre parametres. On montre les deux résultats suivants dis respectivement 3
Je=ke LIONS ot & PEETRE (résultats non publiés).

.Y
THECREME. 7ele = Soient PsP;5dsaq 90y 0y ByspPy tels que

pl?’p’ qlaq b

l+a=-1—+oc
1Y

:eEOl
5 )0, 1

1
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1
94

I

+ B +[31=91€]0,1( H

Q-

alors

T(p’a’Ao5q’B9Al)CT(p1 ’al ”Ao;ql- ,ﬁl"Al)

' o , P YP
1'injection étant continue, et de norme < (T-§7§)(1 Ve (Tf:%§_) 1 ou
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THEOREME 7.2 -:51 Ayc A, 1'injection de Ay dans A étant compacte,
alors 1'injection de T(p , a , AO 3a. By Al) dans A1 est également compactes
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