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Séminaire SCHYARTZ 3-01
4e année, 195¢/50, n° 8

Deuxiéme martie : UNICITE DU PROPLEMT DT CnUCHY
A METHODE DT CALDEROE

rar Bernard MALGRANGE

1. Un exemple élémentaire.

On se propose de résoudre le probléme suivant : soit f wune fonction d'une
veriable réelle une fois continuement différantiable, nulle pour les valeurs
népatives ou nulles de la variable, et définis sur un intervalle contenant l'ori-

gine. Démontrer que 1'inégalité :
af ) o
entraine que f = O sur cet intervalle. On va utiliser une méthode susceptible

de se généraliser. (On pourrait pour ce faire utiliser le théoréme des accrois-

sements finis, ou bien (ce qui est équivalent) utiliser par itération la formule

x
le(x)! g (35 |£(t)|dt ; mais i1 serait alors difficile de généraliser).

0
LEMME 1. - Soit \%’é i) 3 alors on a 1'indgalite suivante s
(1.1) o A2 g s )R g
) e ' Ox 7 J ¢ {'

pour tout k nombre réel nositif.

2
DEMONSTRATION. - Soit ¥ = % Lf . (1.1) est alors équivalente & 1'inégaliteé

suivante ¢

' AW e yl® e
(1.2) fldx Toc axzkj,yl dx :

Si alors on développe le oramier membre, on trouve :

d 2 2( 2.2 ol
f"aﬁg’ dx + ¥ jx |§]* ax - 2k <J
et un calcul "simple" montre que :

(1.3) 21«:6{;[}:%—3)—&?&:-’1{(“}‘/]2&}('

ce qui démontre (1.1).

Soit alors T <« Rt . On veut montrer que f =0 dans [0, :gﬂ : soit X dans
J) tel que & =+ 1 sur [0, 'g:‘] , 6t X =0 pour x »C . D'aprés (1.1)



on a alors :

y [* RICE 7)? o 212 ax ¢ )""'ek(x- 7)* 'd(?xf)!2 o °
Jo Jo
Or —(-i--(—:—}-{—f-.-)— {e ltf| sur [0, %"J , donc
; 2 T2 2 2 (qj Kk(x-T)*1d(k£) |2
J(ek(x“"?) UXD 2 gy ¢ ( RICOMILEINES s * e
0 0 .

4

et par suite :

,I‘- rnd 2 v
(x - ¢) j ek(x"'“) | fl2 ix <
Jo

(T' ek(x-‘Z‘)2 ld(aﬁf)lQ

: dx
j ir/z ax

En comparent les croissances des deux membres de cette inéalité quard

k — o , l'ayroth3se que of #0 sur [0, é;ﬂ conduit & une absurdité.

Dans cet exvosdé, on s'efforce de trouver des inégslités du tvee précécent pour
* 3 & > J X

certains opérateurs intégro-différentiels du vremier orcre.

2. Inégalités de Calderdn-Trives.

Dans le cas précédent, 1'utilisation de la fonction (t - 77)2 itrés? convexe
améliore grandement les inégalités. CALDEROF travaille avec (t +-%)k et ne don-
ne pas explicitement d'inégalités du tvpe (1.1) (qu'on appellera indgclités du
itype Troves" (cf. exposés ultérieurs)). Ici on suivra [2] (avec un petit complé-

ment, i. e. le théoréme 2.2 qui est une remarque esssentiellement due & MIZOZATA

(31

_ e . . SN .
MOTATIONS., - Soit (x) = (X, , X, 5 soe 5 X.) un point de R , et t<« R .
1 2 n o ~
(Les Xs sont les coordonnées "d'espacsW, et t est Tle temps®). On conserve
les notations de 1'exrosé 7. On considére BE(L) pour s > 1 ; on considsre

également les espaces Ho pour p =2 qu'on notera - s la norme (resp. le
produit scalaire) de H™ est notée | ”m (resp. ( / )m) . 3i on oublie 1'indice

m, c'est qu'on considere le cas m =0 .

Si k(x , v) est un noyeu, on pose Bl(x , v) =k(x, x -v) et

f\\{ = ﬁf(rgl,?fgg) (cf. =xposé 7).

Soit elors R(t) une fonection une fois continuement différentiable de la va-
riable t (t £[0, a]) & valeurs dans BE(E) pour t fixé (i. e. une fois
continuement différentiable & valeurs dans ﬁis(d}?) pour tout entier m posi-
tif) et soit : )

! -
(2.1) D=5¢+ ER(t) A -
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Posons alors :

(2.2) D = -g— + P(t) A+ iG(t) A

ou P(t) (resp. Q(t)) admet pour symbole la partie réelle (resp. imaginaire) du
symbole de OR (au sens de 1'exposé 7).

On s'intéresse alors 2 deux cas particuliers :
a. P=0: D est alors dit hypsrbolicus ¢

b. Pour tout t &[0, a] fixé, P est inversible dans -i: (L2 s L7) , D est
alors dit elliptique.

On cherche alors des majorations du "type Tréves' pour D .

THEOREME 1. - Si D est hvperbolique, il existe L lb > 0, c70
& T o1 te e /f y &
tels que pour tout t « [0 , ol et mour tout k&\ ‘)[O r] (1- ) on ait, dés

que k 7 k. ¢
o ° K(t-T)? 2 % (6=T)2 02
(.3) ' je' Y I xﬂlo dt 3 Ck }( g T ”"-f”o at .

_,-I A . - 3
TEEOREME 2, = 51 D est ellintique, alors

1° On a les mémes conclusions que dens le théoréme 1 3

2° Lorsque T € [0, "tr)] s 11 existe des fonctions cl(‘t) 5 cQ(T) , stric-

tement positives, telles qup (T') — ® si T —» 0 ; et il existe ko(‘f)
tal que, pour tout e /f‘ (11) s on ait pou.r k > ky(T) ,

( ) 7 i! ¥
(2.4) (‘(t"” o2l as 1 KT FAYR - —-L‘,é-ng% at

. ozm [0 Ry

3. Démonstration des thdorémes 1 of 2.
5
-7 )~
On pose (*J = ek/2(t r) “f ; (2.3) devient alors

(3.1) jﬂd“ k(b - T)Y + PAY + 10AYIR et ok J[ﬂt’)’ﬂz dt .

Pour minoresr le rremier membre (qu'on rote I), on utilise le calcul approXxinatif,
et on sépare les narties approximativement hermitienne et approximativement anti-

hermitienne.
(3.2) 1= (IGE+ a0yl at +L A - k(6 - T) YIP gt + x flltyﬂz
‘ + Jl + J.,

en tenant compte de (1.2) et en posant :
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J, = - 280(t - T)(EGA Y] )

iy =2REE s schylEAy)

ftudions d'a»ord J . Toit Q l'adjoint de & . Ces deux opérateurs sont ap-

prox1mativement egaux, commutent avproximativement & S\, et (G - Q*)/\ (resp.
2

A@ - Q%)) optrent de 1 dans L ; Or; on a :

QA ) + Cplaciy) = (A - Aty lyp) .

Done - pe
- '. L
: ' 2 N I
5D 1t [ -0 P s come | Iy as & [ 1yl e
Jo 0
en prenant T assez vetit ; (3.1) et (3.3) entrainent :
Iy, Zf / Iyl® at si P=0

ce qui démontre le théoréme 1.

ftudions maintenant J. 3 d'une part on a, en intégrant par pertie

2@{(—(1-%’-)-IPAW») at [{(.ﬁ_!s,\ Yo+ (PAL y |d_5)_)}
= g(—arl(?j\_- NP*) ) at —{« i\wt\)dt .

D'autre part, on a (trivialement)

Jea - NP W)+ l\qjl(Q*Z\P* -PQA) W)

27(1Q :“».&ylp_/‘s;,q‘)) = (ig /'
d'ou

2=f__+mAww A e - [ Ayl e
+ ((i!’xk’z IQ*AP" = P*Q/) W) at

. P s F . -
Mais = étant un opérateur borné, on a :

BRI Cte()/!l%%i +aeh gl Tyl a +) IAul Tdbas)

Faisons alors la remarque suivante : P est inversible,donc on a 1'inégalité :

(Ga) Il co AW cellphy - (e =T ¢+ (T - 8) W)

~

Done pour T assez retit, Lk, assez grand, on a, pour k >0 ,

&)

(3.5) 13, ¢ 1/2f!|%'ti + 16 Ayl® av + 172 / leny - (e - T) Wl at
+1/2 ) ylf at
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Er-.regroupant alors les formules (3.3), (3.5), (3.2), on ebtient 1'inégalité

suivante :
(3.6) I3 1/2 ( IL;— +iG A /” at + 1/2 {HP:\. W= k(b - T) kl/ﬂz dt
+ /4 § Iy 1F ae

(.

Si on regarde le dernier terme de cette inégalite, on en déduit le théoréme 2

(1°). Regardons maintenant les deux cerniers termes de (3.5) ; on as, a fortiori :

H

ou k

0 - ;.-1 9 é °

Des transformations simples (laissdes au lecteur) et (3.4) entralnent :
(f‘c)
\
1 2 (1 o oo [ 14

Revenant maintenent & la fonction '| on a :
lerg + aehwll < y 1Ay

Ce qui entraine :

P
s
N

Jo(e-T)* B at 2I+2Xf T Al e

N

et en changeant cl(q:) en 61(15)/25 on trouve la formule (Z.4), ce qui achéve

la démonstration.

RTMARGUE. - Cn a, dans le théoréme, fait 1'hvpothise que lzs svmboles de P et
-8 N
C étaient une fois c-ntinuement diffdrentiable & valeurs dans #4 (2.) pour
s> 1, en realit? on ne s'sst servi pour antliquer les théorenes de commutation
7

R arP . L - .
approximative que de P 2t de § et non de =— . T1 suffit donc de faire les
- * dt
A

hyvpothéses suivantes : les ~wboles de P ot dz G sont continus en t 2 va-
. S, &« ap . R g -
leur dans ¢ () ; et % est continu en t 2 valeurs dans RO(E)
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