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GsLCUL SYMBOLIQUE APPROXIVATIF

par Bernard MALGRANGE

Dans la suite, la sphére unité sera notée L1 ou !-

est nlongde, ou encore simplement (] quand il n'y aura pas de confusion rossiltle.

selon l'espace ou elle

Y

Infin ds et do désigneront les mesures superficielles de {%k et C1§ res-
2

vectivement.

1. Dérivées des distributions valeurs vprincivales (v. p.).

Soit ke  (cf. exvosds 3 et 4)
= i + V.poI

Par définition :

ok N oy
i MR-
5 | ( S
= - - O - X i °
° a0 - Hn ?bzui“x

Intégré »ar parties, le dernier terme devient :

Or la deuxiéme de ces intégrales vaut :

7 (0) oY (0)
- j ¥ (x) dx, N oo A dx  + 3 —%%%;»

Ix!=1

En introduisant P.f;é%ﬁ défini mar la formule
1

(.P.fgaa}i ;> = lim [ S -O&‘i \pdx + £(0) f;,edxz A oo N odx )

- c
! . 0 !X]>? 1 xl=1

il vient :

o _ NP L) \

&I—P.f.-a_)-c—l-"' 01-5;{—.. ou

i

(1) / 4

01=C+ j xlyﬁdxz I\ oo A dxn, c; = J xi!{dx2 Aoos A an
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(lorsque i #1 ).
Soit maintenant f(x) wune fonction homogéne de degré 1 - n et de classe C

sur R" - {01 (donc localement sommable sur R ). Appelons EBE—J sa dérivée

usuelle sur R - fO} . L'intégrale jr f(x) dx, A +e0 A dxn ne dépend pas

A ol - 2
de £ . Par suite xi=t
/ 3
f
/ [——] dx =0
l<!x}a{ Jxl
d'ou )
Lo,
(2) J [-S'D?-J ds =0 °

!x!zl 1

En reprenant alors le calcul de la dérivée au sens des distributions, il vient

aisément :

( -gﬁ; = ¢l + voo.] 6f} ol
%y 1
(3) ]
c = £(x) dx2 Ao A dxn .
!x!zl

2. Lemme fondamental.

T 1408

Soient k¢l et a £ R (> 0) . Le novau P 8. (k Y) -k *(a. )
oté [a. , k *] ) opére de PO dans H Tt et de 4Ps 1 dans iPsC (pourvu

que 1<p < @ ) avec une norme au plus égale a2 C(p ,<i) ”a” @, 1+ qk” 1 ) .
4= @
a. La deuxiéme partie (application de HD’-l dans HP? ) s'obtient par trans-

by

position & partir de la premidre appliquée 2 k(- x) et a(x) .

¢ -
b. k= c¢é + v.p.® mais comme [a. s ¢ *] =0 , on peut surposer c¢ =0 .

C. rour toute \f(‘/D , 11 faut majorer dans L® 1ies fonctions la. 4 k *th

et 6;»({a. s X *JL{ . Yais pour la premiérs, cette majoration résulte directe-

ment de ce que nous savons sur leg opérateurs de multiplication et de convolution
dans les L? . D'eutre part

[a. s k *J(P) aa"(k * \f) + a. QEF- LP &ﬁ * (a.4)
J J

aao(k*‘—»{')*'[a. , ék. *JLF .
J

Le premier terme de cette derniére expression est majoré par un nombre de la for-
| " L Qs L4t s 28 .
me Cp ”aib,l [l 0 ..ﬁ’ﬂp Le dauxidme s'écrit d'aprés (1)
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[a. , P.f.%:ﬁ. *jk{' PN ci[a" R .gé-*_g
J i

Mais [a. , %—S—ﬂ; %— et, toujours d'aprés (1) :
J

ol &< ]
437 (8Y)
d. Yous sommes donc ramenés 3 majorer 1'expression :
[a. , P. f *JLP = P.f. { ?)X—'(V) la(x) - a(x - v)] Pix - y) dy
= 4{ + P.f. .[
ly|>1 lyl¢a
a&’{— étant sommable pour IV‘ > 1, la rremiére intégrale satisfzit encore &

1'inégalité cherchée (et méme, ici c'est seulement !!aumo qui intervient).

Maintenant, il nous reste 2 majorer :

e ) ) fa) el -] Ylx-v) ay
Ixler ™

Or, d'aprés la définition de RI* .

[a(x) - a(x - y) - &= Y5 %:(X)] £ Haiﬂglﬂk lyl 1%

mais ly|1*™ %(v)

est sommable (localement, mais c'est désormais tout ce qui
J
nous intéresse). Nous pouvons donc remplacer a(x) - a(x - y) par z Y, &a—a—(x) .
e. I1 stagit donc maintenant de majorer :

P.f. ./ Z l-&-(x) (v) \‘?(x -v) dy- WPf j K(Y) \Q(X -V d
lyle1 ayKl ]

Mais :
1&‘ sz‘(x ) - &%

Les formules (2) et (3) (ou Xix joue le réle de f ) nous raménent donc aux
résultats des exposés précédents. (En particulier (2) montre que les papties fi-
nies de la derniére expression sont en fait des valeurs prlnclpales)

Le lemme est 4émontré.

ik '
RIMARGUE. - S1 a€ B+ (AD0), [a., k *] opre de HP™ dans mHP?®*1
avec une norme au plus égale & C(p , 4, ) ”aum P+ 13 1 pourvu que
b A (
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- /(g m<#-1. (La démonstration est la méme).

3. Les théorémes du "calcul svmbolique approximatif®.

THEOREME 1. - 8i e BUHE) (>0), k(x, x-y) -k(y, x -7) opbre

de gP?0 dans gl et de 1”71 gans PO avec une norme au plus égale &
oo , ) [l ,
& ‘e 14, n+
B

DEMOVSTRATION, - U'aprés le lemme de décomposition (et son comvlément) démontré

dans 1l'exposé nrécédent :

o

k(x , v) = A a gx) oy(v)

14 Y 5 . I I
ou aye BT n e et Xlayl | ol <ol L.,

1 .
B () ANV

L'orérateur étudié s'ccrit dorc :

kK(x , x-v) -k(y , x -y) = & [a{-(x) b{(x -y) - a{)(y)'b{,(x -y)J

Sl A
= 2. [af. » bp *] .

Le lemme fondamental, appliqué 2 chaque terme de cette série achéve la démons-

tration.
A [} - d s »
THEOREME 2. - Soient ki et k, dans AMNE) , alors 9%, o Fk, - Bl » k)

1y
opere de #20  gans wP? et de 37! gans #P?° (avec ung norme majorde per
le produit des normes, comme plus haut).
p

(8¥, o Pk, désigne le composé des noyaux &k, et Ok, , considérés rar
1 2 1 2

) - 400y 4050
exemple cowme opérateurs H >4 ).

DENMONSTRLTION. - Ici encore; on écrit

_ E:_ 1, 1
kl = a.'e(«{') ble(v)
_J) .2 2
On en déduit facile-ent :
o Y1, 2 1. .2
6}1 o © k2 9(1‘(1 ; k2) - ’é';"'m aﬂ(x) [amo 9 b‘e *‘]O bm % °

Maintenant, il suffit de nouveau, d'appliquer le lemme fondemental 3 chacue

terme pour achever la démonstretion.

COROLLAIRZ. - [Bk, , Bk,] opére de 790 gans w1,

1 E
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REMARLUE 1. - Dans 1'énoncé du théoréme 2 , il suffit de supposer k, € ﬂSl(E;) 5
. _ 1 , . .
car on n'apvlique pes le leame aux ap (ce n'est plus vrai nour le corollaire).
\ Lot s
REMARCUT 2. - avec les hvrothises : ¥, ky k, £ yg'+ (X)) 1les théorémes 1
et 2 se généralisent, affirmant que les opérateurs considérés operent de gPs ™

~pym+l ; . .
dans H"? nourvu gue - ng m g‘t -1 . (Démonstration analogue) .

Tous &llons maintenant donner deux autres formulations de ces théorémes en uti-~
lisant la terminologie de GIRaUD, TRICOVI, MIKHLIF (voir [1, et [2}).

. ~
k étant dans ﬁz(izy) on considdre ;F& ¥ £ 1P(Z) . Posent n= Bk, on
zppelle : 7(n) :‘fﬁ; k le srabole de n, et 1'on définit n par : #(n) = ~(n)

. * o o—— . . .
Soit encore n = k(v , v - x) l'adjoint de n .

;0 dans prl

R X - * S
Le théorime 1 dit alors que n -n opere de &

Posons encore :

——

:r(nl'i nz) = ﬁ(nl) 0’(n2)

gPl

Alors, le théoréme 2 dit que ny on, - nl-r n, opére de Hp,O dans
= ~
{ = ’ / S . X
CALDERON et ZVGMUND [1] énoncent ces théoremes de la facon suivante (pour les
travaux antérieurs traitant du cas p =2 , voir [2]).
THEOREME 3. - Soit <% 1'opérateur défini par :

A= FEFyy

Sous les hvrothéces des théordmes 1 et 2, les orérateurs suivants operent de P

dans lui-méme :

@. [n, AJ
b)), (7 -n)N\ et A - n*)

). (n1 on, -mn ] nZ)JXA et A(n1 on, -n,l n2) .
.
0N . - : | — ¢ T 4l
DEMONSTRATION. - Puisque ;! - L 2 3

X
A__ S O _ i
S Su (ri“v'p’;xm'?l') ’
I\ opére donc de HU’O dens Hp’—l et de Hp’l dans Hp’o .
| — . dr, or,
) A i o i ¥
[Il ,.A—]L? —-CL—-[H(E* \<?) —-aiz*nk{ﬂ o

S

D'aprés la formule de dérivation établie dans 1'exposé n® 5



. 7-06
<6ri* ) = <2 ) - OS5 (rx )
n-gjt L&’ —&;n I‘i*.\-F, - / 6)-(_1. I‘i Lf”

1

o, A= 2ty vl - BED) o (ry m]
Do

Le premier terme opére de L' dans lui-méme, d'aprés le corollaire du théorime
. 1 . a2
2, et le second aussi parce que k& 37 (Z) , ce qui démontre (a).

Guant & (b) et (c), ce sont des conséguences directes des théorémes 1 et 2, et
des définitions.
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