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Séminaire SCHWARTZ 3-01
4e année, 1959/60, n° 3
18 novembre 1959

MULTIPLIGATEURS DE FLP (suite)

par Bernard MALGRANGE

1. Le théoreme de Sobolev.

Considérons 1'espace R* (n 2 1) et un nombre réel Y tel que O « X <1.

La fonction x — le 1= 5 est localement intégrable, définit donc une distri-
bution temperee et on sait que F (jl_- 5 = K -
EIRE S 314

>

( X, une constante).

THEOREME (SOBOLEV, [2]). - L'opérateur de convolution —-(-1—1—)—— * est de type

(p, q) dé&s que "1]5"%’)( et 1<p<K<gc+m (i. e. 1orsque 1< p¢ -;l-{- .)
Deux lemmes seront utiles pour la d3monstration :
IEMME 1. - Si f € L° , on a 1'indgalitd
S a3
(R Fe®) 1P = |1/p gclel  pour 1<psz2 .
> R'Zn 1P
i i

(indgalité démontrée dans 1'exposé numéro 1).
LEMME 2 (Marcel RIESZ). - Solent p et p' tels que 1< pg2 ot .1154,%, -

1'application \p— Zif est alors de type (p , p') .

En effet, pour p=1 et p =2, le résultat est immédiat ; le cas général
résulte ensuite du théoréme d'interpolation de Marcel RIESZ.

Donnons le principe de la démonstration du théoréme :

. ’ . 1
a. En ralsonnant comme & 1'expose nfiméro 2, on montre que _ * est de
x| T-y)m
type (1 ,1 —) faible.

Y

b. Supposons le théoréme acquis pour wuj couple (py, g telque 1< p« l
et % -% X « Par dualité, le théoréme sera vrai pour le couple (q' , p')
1,1 1.1 . 1 1 1
5 +f-\-' =1 et 3 fa, =1 (en effet, cette fois, FUY =) et 1<q'¢ S}J_ )e
Ona (p, a) =@ , p') si et seulement si p =1i ,et lorsque p croit de

1 2 —:—2——- q' décroit de L 2 ; 11 suffit donc de démontrer le théoréme
1T+y? TT%

¥ ¥

“veo
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pour 1<p$T2—.

¥
2

Ty

¢ i1 faut

c. Démonstration du théoréme dans le cas D=

2
montrer que |L——|(1——2(-)—n- k—"" e C”\'\”p . 1+y

+ %l" =1, il suffit donc (lemme 2) de démontrer

» et donc q =

Puisqu'ona 1 < qg'¢ 2 et

.olr—‘

que
M = il calvl, s

ou encore, q' étant égal & p , que | —;—1-5 :,ZLY" 5 £ Czﬂ\{ﬂ
A A
p =

inégalité qui est consédquence immédiate du lemme 1, puisque 1 <
d. Résumons :

| | 1
. - * est de type (1 , =) faible
x| -y/n L-¥
( 2 2
1+y *1-y )
Par le théoréme de Marcinkiewicz, cet opérateur est donc de type (p , q) pour
1< p«<

est de type

liy s ce qui achéve la démonstration.
REMARQUE. - La démonstration qui précéde est due & ZYGMUND [3].

2. Opérateurs intégraux singuliers.

: ’ . -~ " . Pe n
Dans tout ce paragraphe, on désignera par ()} la sphére unité de R , et par
A

. o s n 1 N . .
X une fonction définie dans R - }{O‘-\ s & valeurs complexes, satisfaisant aux

N

conditions suivantes :

0

oo

~Fny

1. ¥ est positivement homogéne de degré - n dans ’ﬁn -
2. ¥(») est intégrable sur la sphére £ .
3. ‘ ¥ () dw =0 .

J

IS

1° On se propose de définir la distribution “valeur principale de " (v. o8

<

de ). Donnons-nous d'abord & > 0 , la boule fermée B, de centre O et de

rayon € et choisissons ot € ’r/(R) ; % =1 dans BE .

a. Soit Y€ ‘-73(§n) quelcongue : f - 4 (0) ot € A et, de plus,
- Y(0)x =0(|x|) lorsque x —»0 . On en déduit que

f w0 [x) - J(0) 4(x)] ax

Rp

~n

a un sens.
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b. L'intégrale / | ¥ (x) ot(x) dx ne dépend pas de €' , lorsque
x|y ¢

€' £ € :cela résulte de 1l'hypotheése f X(w) dw=0, et de 1'homogénéité de .
N

On posera :

A OPORS Jlxb,EX(X) A(x) &x

A

c. Considérons enfin l'application

P — fnn ®(x) [x) - Y(0) «(x)] ax + {(0) v. p. JRn;c(x) oL(x) dx

oA

on démontre alors immédiatement la proposition suivante :

PROFOSITION.

1. & étant fixée, on définit ainsi une distribution ¥k ;

2. Congidérons, pour & » O , la distribution ke définie par

<k, t;ff) = ( x%(x) \{'(x) ax

Jlxls e

ona k= a;l—l‘n(l)lr's dans (fi' .

3. k ne dépend donc pas du choix de .

DEFINITION. - k s'appelle la distribution valsur principale associde & X ;
1'opérateur de convolution \.f 3k * \,* s'appelle opérateur intégral singulier

associé & W .

Dans la suite, pour & = 0 , on posera ko =k .

2° Le premier résultat concernant le type des opérateurs intégraux singuliers

est donné par le théoréme suivant:

THEOREME 1.(cf. [1]). - Soit p tel que 1< p <+® , et supposons > une fois
continuement différentiable.

1. L'opérateur intégral singulier associé est de type (p , p) -

2. Les opérateurs k, » sont de type (p 5 p) >

3. Les opérateurs ke » forment, wour ¢ > C variable, un ensemble borné dans

.E(Lp , LP)  (muni de sa norme) ; ils convergent, lorsque ¢ — 0 , vers k »

dans l'espace Ec(Lp , LP) . (Les applications lindaires continues de 1P dans

P , muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts).
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Grace aux résultats de 1'exposé numéro 2, il suffit de vérifier les propriétés
suivantes :

1. Pour £50, ké est une fonction localement intégrable dans Alin - {_O§ .

2. Les distributions Ké = i/:k forment, pour & > O , une partie bornée de

LG)

&

°

3. Il existe C 2> O tel que, pour tout & 3 0 , et tout t > 0, la relation

/

la condition 1 est trivialement vérifiée.

ly] < {5' entraine

bt e G- 3) -k ()] ax g0

Vérification de la condition 2. - Choisissons fAe b, /3=1 pour |x] € 2

ﬁ=0 pour !x!),B .
a. Cas o & =0 . - k est un courant de degré O , homogéne de degré - n ;

donc Fk = K est homogdne de degré O . Pour montrer que K€ L (R ) 5 il suf-
fit donc de prouver que la restriction K' de ¥ & 1 < !‘i’ < 2 est dans
LP1 < lgl < 2) . Pour ce faire, écrivons k =Rk + (1 - k.

1. Ak est & support compact, donc F (ﬁk) est analytique entiére : sa restric-
tion 3 1< [§]< 2 est biendans LP(1 <[5! < 2) .
2. (1 -/&) k est une fois eontlnuement différentiable dans Rn 3

-52-——[(1 -/‘»)kJ est continue, égale a—{—— si x| > 3 s donc est 0(———=) 1lors-

5 ] 'n+1
que |x|—>+® : on en déduit —(SE-[(l —f«) k] L (En) et finalement

Ei FL -/a’) k] € L; (E\ ), d'ou le résultat.

b, Cas o £ > O . - Les divers JFk{c étant déduits les uns des autres par ho-
mothétie, on peut supvoser & =1 . Soit donec k, , une fois continuement diffé-
rentiable nour |x|> 1 . Pour prouver que F kl € Lim (&n) , on écrit encore

=pk, + (1 -5) K .

1, /‘k est & support compact et bornée, donc ﬁkl € Li(Rn) et par suite
N /3 k € L (R ) .

2. (1 -/’;) kl =(1-A8)% car 1 -3=0 si ]xl < 2 , done
(1 -p) k =k-gk.

On sait que *k & L;(Rn) done /(Rk) :;;C « Fxe LEP@EY .

;

Finalement f[(l - A) k| = Fx - f‘({sk) %ZD .



3-05
Vérification de la condition 3. -
a. Cas o €=0 . - Par raison d'homogénéité de k on peut supposer t =1 .
Soit done x| » 1 et |yl <« %— , et I le segment [x , x -y] . K est une

fois continuement différentiable sur I , et donc

be(x - v) - %G| < |yl sug |-&-—(Z)l\
z¢€
.

1¢ig A
puisque X est homogéne de degré - n . ( 02 1ndépendant de x et y ) D'ou

' -v) = ¥(x)| dx £C dx <6 .
f[xlél et ) 2 [IXIN Ilel

b. Cas ou £ >0 . - On peut, par homothétie, supposer & =1 (mais t quel-

ik

conque !) Fixons t et y et faisons une partition de l'ensemble des x tels

que !x].3 1

Soit 01={x;!x]zt,|xl>1,|x-yl>1§
O2 = <{x H x| > ¢ s |x[ > 1, 'x - y{ 1 }
03={'x,lxl»t,lx!sls!x—ybl}}

(XY

0, = {x:; xl s ¢, Ixl g1, 'x - vyl <
-sur O, : k, =X donc (cf. lecas £=0) lk, (x -y) - k (x)] ax €¢
1 1 0 1 1 1
1
Sur 0, :ona Jxl> 1, lx-yl¢1, Iyl ¢3 dome 1 Clx] €145
2 2 z
<

et |x|% t;donc 0, estvidesi t>2 .51 t¢2, 0, est contenu dans

1 < ‘Xl-$ 2 : dans tous les cas

( lkl(x -y) - kl(x)| ax £ [ Ie(x)] ax <0, .
0
' 2
-Sur O3 : par un calcul analogue a celui fait pour O2 s, on trouve :
j Ik, (x - 3) = %G| ax < f b ] ax ¢ oy
0 1/2dxl¢1

3

-Sur 0, : kl(x) =0 et kl(x - y) aussi.
Donc
[ ht-w el a0
0, |
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on a donc

5! | G- 3) -Gl ax ¢ c= 0+ 6y % 0y dds que Iyl¢
x|t

™|

la condition 3 est satisfaite.

REMARGUE. - Les raisonnements précédents pourraient s'appliquer (avec des modi-
fications de détail) si 1'on supposait seulement que #(w) vérifie une condition
de Holder d'ordre * > 0 . Nous ne nous y attarderons pas, car nous obtiendrons
ultérieurement (cf. exposé numéro 4) des résultats plus précis par une autre mé-
thode.

BIBLIOGRAPHIE.

[1] CALDERON (i. P.) and ZYGMUND (antoni). - On the existence of certain singular
integrals, Acta Math., t. 88, 1952, p. 85-139.

[2) SOBOLEV (S.). - Ob odnog teoreme funkcionad'nogo anadiza, Mat. Sbornik (Re-
cueil mathématique), ¥. S., t. 4 (46), 1533, p. 471-497.

[3] 2ZYGMUND (Antoni). - On a theorem of Marcinkiewicsz concernlng interpolation of
operations, J. Math. pures et appl., Série ¢, t. 35, 1956, p. 223-248,




