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UNICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY
POUR CERTAINS OPERATEURS ETIIPTIQUES A COEFFICIENTS VARIABLES (fin)

par Henri MOREL

d'aprés Lars HORMANDER [1]

Introduction.

On démontre mne in“galité de Carleman & coefficients variables (théoréme 2)
en utilisant le théoréme 1 de 1'exposé précédent ; puis un théoréme 2 pour des
opérateurs satisfaisant & des conditions un peu moins restrictives. On obtient
enfin des théorémes 3 et 3' de prolongement unique 3 travers des hypersurfaces,
avec une restriction portant sur la courbure de ces hypersurfaces, dans le théo-
reme 3' ; enfin des théorémes sur les produits de deux opérateurs satisfaisant
aux hypothéses de 3.

THEOREME 2. - Soit P(x , D) = z:ao((x) DX un opérateur homogéne d'ordre m ,
ol les a ” (x) satisfont & une condition de Lipchitz uniforme dans un ouvert iQ!

contenant 1'origine. Supposons P(x , D) elliptique & 1l'origine :
(Hy) (R0, ¥) =0, TerN=pL=0
et une condition de simplicitd des caractéristiques remplie

(H,) (PO, 5,8, 5 eer 5 5)

(B, 5 vee 550 &R% = foh=pl(0, 3,8, § ) #0

alors on a une insgalit”’ de Carleman :

Je>0, & >0, 130 VY (r, 8,5¢5, ,T’S)M)]‘{Uog c0,
ué ouvert contenant 0 , tel que, \V/u E U)U;g
(1) (1% v82ym=lxl-t o m-lof [exp(Z"Z‘ ¢5) 0% ul? ax

4\01/;xp(2T(f5 ) |P(x , D) u}z dx
(f5:= (Xl - &) 4 é(xé + oeee + X )
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DEMONSTRATION.

Premiére partie. - On va diduire de (HO) et (Hl) deux infgalitds, (Il)
et (I?).

IEME 1., ~ Les conditions (Hi) et HZ) impliquent qu'il existe deux constan-
tes C1 et Dl , un voisinage ouvert U; de 1'origine, un voisinage C\b) du
covecteur (1 ,0,.40.,0 tels que Yxe W , YNEC AV, A>0, on ait

JT >0 , E réels :

(1) ¥ + 1T ¢ o (|P(x , §+ irul? + 2% Pk, T4 it |?

vy

(1) | §+ ichlz(m‘l) < Ci(jélf’j (x , €+ 109

DﬁMONSTRATION. - Démontrons (Ii): supposons IE + 17T N‘z =1, et montrons que
pour x=0, N=(1,0, ... , 0) , le deuxiéme menbre ne s'amnule pas.

Premier cas ¢ ¥ =0, on aurait P(0 , E) =0 donc & =0 : contradiction.

oy

Deuxiéme cas : T # 0, si (%'2 y eee s i—'n) £0 (H,) implique le deuxime
om 27t o3y
est Igl +it| » le deuxi®me membre contient un terme proportionnel (Hj) .

membre de ( Il) ne peut s'annuler ; si (f; = 0 1le premier membre

On démontre (12) sans peine ; on trouve s et C\;) par continuité.

Deuxiéme partie. - (Il) et (I2) , ol on laisse x fixe, ( x = X, ) vont

donner & 1'aide de la transformation de Fourier une premiére ébauche de ( IO)

ol figurera P(:s;g , D) ..On passera & une in‘galité avec P(x , D) en utilisant
la condition de Lipchitz & laquelle sont soumis les coefficients de P(x , D) .
Poue cela, on va décomposer u & 1l'aide de la partition de 1l'unité déja uti-

lisée (cf. les exposés 12 et 13)

/__,é':?(x -g) =1

gzl :

goit U, = @(x1 VT - g s % VT - By 3 see 9 X, VaS - gn) ‘u(x) 1la par-
tition de 1'unité est localement finie : au plus 2" de ses termes sont diffé-

rents de O en un point. On a
u = A .
Z g

_ — = o B |
Prenons X, = (gl/\/”f s eee s gi/\‘/‘té’ ces ) 3 soit Ng— frad &fé(xg) . Les

composantes de %—Ng sont
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1 € < <
- N X - ") d X ) \’)X H
2 g( gl b g2 b ’ gn) H
on aura Ngé."}? , pour tout x _sur le support de u si les rap)Horts
x
& g
T, = —————r
i x -
€1 3

sont assez petits : r, < 50 ; faisons 1'hypothése :

(Hz) ue® (?Lé) ’

les diemdtres apparents de U 5 étant 4% alors r, < A supposons 5430
Multiplions chaque membre de (I ) (i=1, 2) , scrite pour x = xg(—: '?,Lg ,

N = N = grad \fé (x ) , par l:f"u (;' + iTN | ot intégrons. En appliquant la

formule de Parseval et le théoréme de translatlon, il vient :

(1,) fz_d()l s Por(et < x , N, >) dx
Io(l—m g
<G [(P(x ,D) u 12 2|N|2|P (x, » D) I? « exp(2%<x ,>) ax

fZ (m'il)lD U, | exp(2T< x , g > ) dx

lo<|—m—1
< ¢ f(,‘:lP(_x D)u|)exp(2 C<x, N, >) dx
J

ol les (2) sont los coofficients du binfme de d°m & n variables. (En offet,
transformons par exemple le premier membre, j‘ja désignant 1'opérateur de trans-

lation par a :

frf . iTNg|2m|ug(g . i’CNg)z a¥ = f”_ﬂN [§|2m|ug(§)|2 a% .

Or Iglzm m) ’529( 3 il vient @

;(T:-m

I1 vient onfin

[Z@)@f(ﬁ Ugeoxp(T < x5 N, > ))y(ug exp(T<x , N, >)) dE ’

. o
soit : f}:,(;l)ID ug|2 exp(2T <x , Ng >) dx .
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Troisieme partie. = On fait apparaftre le poids exp(2'l‘wr) « On a, sur le sup-

-1 ¢=1"
|2 1, [xi-xg.]<’tlé 1i=2,3, 0 ,n
i

port de u, lx1

) 2 2 -1
l‘% (x) - 'ﬁ(O) - <x, N, > = l(x -xgl) + 5((}:2 -ng) + ees))g 0T

t !
donc en posant C, = O, exp(2n) , C, =0, exp(2n) , il vient

/
! Z IDO( ugl2 oxp(2ty,) dx

I =
(1) &, )\

czfuP(xg , ) ul® e TR PP, D)u ) emplevy ) ax

(I) A, . flofl—m lD u l exp(Z‘CL‘pg)dx
<C ( J '|pd (x, » D) ug|2 oxpl2Tyy) ax

Quatriéme partie. = On fait apparaftre aux seconds membres de (IS) et (16)

P(x 4 D) , avec x variable : sur le support de uy, s ona

-1/2 -1/2
Iao((x) - ad(xg)l LC7T 1/ ] L/ ,
si on suppose :
donc (Cauchy-Schwarz)

|P(x , D) w - P(x_, D) ulfcc Tt 5~ / %R 5 o' >o .
€ Idl—m

D'autre part, prenons ‘Uzg cf2 s ouvert contenant 1l'origine tel que

(B)  xalg=lerad ¢(x) - grad q5(0)] < §

il suffit pour cela dec restreindre un peu plus W g que nc le fait (H ) . Si
u é.fD(U/j u C@CU/O( et sur le support de u, ona:

N
| gl <3 o
car Igrad k‘)({)(OH = 25; on obtient donc avec de nouvelles constantcs ¢
2 [ 2 -1 (-l X2 25200 2
I A C. NP D +T . |D
( 7) m,g < 3!1' (x ’ ) ug‘ C 3 l;l——; I 'ugl +T IP (X 9D) ug‘

¢ U
+Te Lo IDOLu Ig}exp(ZT ) dx
o[t €| 16
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si on suppose :

() T4 > 20, et C, =3,

ot

(H6) T 5 > ,21)3 ot D, = 2D3 :

(1) Ai,g {iP(x » D) u, 2+ 8Pl (x , D) u i2 l%’l 0% u IZ}
exp(Z’C’Leé) dx

de méme 2

(1) Ai_l,g< ciﬂ%'lpj(x , D) ugl2 ep(2Tyy) ax .

Compte tenu de (19) , (18) devient

(L, £ < c5j{(P(x » D) wyl* + T* OFP(x , D) P +r§§:IP5(x,D) ugl‘z}

m,g

exp(Z’L‘;m) dx .

Cinquiéme partie, = On va faire apparaftre u au licu de ug .

ae. D& ce qu'en un point au plus 2¥  fonctions ug ne s'annulent pas, il vicnt
par Cauchy-Schwarz :

(1) D% ul® <2 ) % 2
g
g
, N
ce qui donne, cn posant Ai = f/___. IDo"u |2 exp(2Tk%) dx ,
" ]0(=m g
2 .

b. Application du théoréme 1 (exposé préeédent) : pour majorer,a 1'aide d'expres-
sions correspondantes en u , les somies d.s termes en u apparaissant en som-
mant Vg les deuxidmes membres de (IIO) et (Ill) » on a,(Leibniz), en dcri-

vant jb pour le multientier dont on enléve la premiére composante et en 8crivant
P pour P(x, D) :
! [ SMe * .‘"5 o
pX y = DFP qlpl glptl2 Dl O ’
g —_T—P T
ol B

les ~3T ayant unc borne supsricurc, il vient par Cauchy-Schwarz, et (1) ¢
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il IUIZI 5 <C,,Z,(ldl Bl o™l 2 .

Or, on peut appliquer le théoréme 1 : ici, le poids exp(21"<%) est différent
de celui de 1'énoncé du théoréme 1 ; on s'y raméne par une translatisn j; (la cons-
tante du théoréme 1 ne dépend pas de 1'ouvert) ; si on pose t2 2 ’

tg-...-tz—Z’Cs,llv:Lent:

+
.

(2) ’Cldl 6’0( VI IP glz exp(ZTLlpg) dx < Ccw (B2

g

m Am-l

ol

= f[Pulz oxp(ZTLFS) ax .

ce On édcrit pour tout g les indgalités (Ii) (i=9, 10) et on sommc Vg ;

les inégalités (19) donnent, compte tenu de (1) et (2)

2 Vo=l (1,2
(111) K4 <Cs T 5 (B + A o Ao 1) ,

les inégalités (Ilo) donnent :

(112) A <C (1 + T4 )(B ALK 1) )
I1 reste & faire une transformation élémentaire sur (Ill) ot (112) ; (112)
devient (I,,) tenant compte de .
14
ii >\2 912
“m-1
Ay }\Am—l < 3ot -2z
2 2, 2 2 2 \R
(1,,) 2 <01+ 02T B e cR(1e 82 TP 2,
de méme (Ill) dov:.ent :
F(" -1 5_1(2 2/2(1+ 62’”)+(1+ 82"(:):’& 1/2
d'ou :
2 Sy=1 2
(1) g <05 (1 +v06)(1/T5+ §)) < oglt v o (TH ™ B

on choisit alors é 0 et M tels que

To>u, §< 50::,5}11 (i>2)

et
' -
05(1+02)(Ml . SO) <1 ;

2 ! 2 -1 “1 LN
on a alors : K1 < C6 B~ T S donc, d'aprés (114) :
2 2 2
(I0) 2o+ 8%) B .
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Sixieme partie. = L'indgalité (116) est celle du théoréme 2 pour || =m .

On démontre par un calcul presque identique & celui de 1'exposé 8, paragraphe 1,
que s )

< r _ A
(3) t(1+ OZ’C) j|m|2 exp(Z‘Ck(/J) dx gﬂD v|2 exp(Z‘C\M) dx v vfmu,é

en supposant xelbg :ﬁ,lxil< g . De (3) on déduit, si |&] < m @

,Tk‘fé(l L 02T )k"% Azje < 6(k) Ai £ <x

done @

m—lo(l(l +52 ”C)m ~fx| fgxp(g'm“)]D d}c<A2

ce qui) avec (116) , 6tablit définitivement lc théorémec 2,
De la méme fagon, on obtient :

L. ! . . . 5 2 2 2
THEOREME 2 . - Soit W= (x - 0) + X, + ess * X+ Supposons les mémes con-

dlt:\.ons vérifiées par les coefficients de P = za DY ; supposons (HO) et
(H,) : .
, i 2
I IPM0, B+iTNy)|® #oO
J=1
pour §,'c réels # (0, 0) . Alors 30>0, &,>0, M»0,
Vit , 6, S< ¢ O,T5>M), _—:]UJ()CQ- ,telque Vuc;(}‘)UJS on a

(1

O) (1+d°T )""“"(‘"1 meloc] (X 2 oxp(2Tp ) dx

(C[lP(X,D) u| exp(ZLLfé‘) dx .

On remplace (I) par (I ) , ol [T IP'](x s E + 1"L’N)| remplace

lp (x , E + it N)| { des théorémes 2 et 2' on déduit :

THEOREME 3. - Soit k = {x y X < %o+ eee v X0 |5 solt P(x , D) vérifiant

les conditions du théoréme 2 ; soit u , vé-
rifiant dans un ouvert b, contenant 1'ori-
gine

|Px , D) u| <G Z 107 4

lo(l <m

et u(x) =0 pour xékﬂ(ul alors, EW ,
ouvert contenant O tel que :

x W = ulx) =0 .
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DEMONSTRATION du théordme 3. - Soit s < b et tel que x< U§ =|xl 1<§.

Soit XC@U)CS X(x) =1 sur ?}; C?L (%2 ouvert , Oé.?,b2 ) ;s ona
v = xuﬁ(ﬂ%é . D'aprés le théoréme 1 on a donc :

(1 + TH?ymmll =t Tm-lo(lfexp(2’tﬁ€éfx)) D% v]? ax

£C exp(2’t<,f5 (x))|P(x , D) vl2 dx .
Or, sur %2 , v=u done |P(x,D)v<C, D% ul en se testreignant au

premier membre ¢
(1 -0y ’!"’1)[ exp(Z’C\tzg(x))ZlD ]
C exp(z'c%(x))ip(x , D) v| dx

or v(x);(O._./xl>x§+...+x=ﬁ7(%g(x)<(x-5) +éx 452 x;!o,
donc (XG_CYLZ)::(L%(JC)<5 -K) ol & fixe >0 ; or \M(O) 6 s il

existe ‘ILC'UJ A voisinage ouvert de l'orlglne, tel que
xé:‘?L::,-%zé(x)> 5% -5 .
On obtient alors
—=1 , ol 12 2
(1 =CC, T ) exp(Ty) SIp% ul® ax <o |P(x , D) u|® dx
1 w Cu)

2
si T—> o on voit que u(x) =0 pour x& .

’ \ 1
THEOREM: 3 . - Méme 4noncé que le théoréme 3, P(x , D) vérifiant 1lrs hypothéses
1
du théoréme 2 , et k dtant remplacé par 1l'extéricur de Yé(x)é 52 .

REMARQUE. - (x) = L{Jg (O) avait un contact du second ordre avec le parabo-
loide X 1(x2 + eee * X ) « I1 n'en est pas de méme pour k‘JS qui a da étre
1ntroduit pour obtenir une 1nnga'| ité de Carlemen dans les conditions du théorémec

2 3 si bien que le théoréme 3 ne donne l'unicité du prolongement qu'a travers
des surfaces assez convexes.

/ A
THEOREME 4. - Le produit de deux opérateurs satisfaimant aux ccnditions du thio-

réme 2 donne lieu & une in‘galit? de Carleman et un théoréme de prolongement
unique.

Démonstration analogue & cellec de 1'exposé 8.
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