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SOC U QU

Séminaire SCHWARTZ Exposé n° 6 bis

Problémes mixtes
pour 1'équation des ondes
Année 1955/56
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COMPLEMENT A L'EXPOSE N° 6

Nous avons annoncé le théoreme :

THEOREME, - 8i () est borné, 1'injection de 62&( Q1) dans L2(.(1) est

compacte (compldtement continue).

Appelons 6:&
—~ 9

Cﬁ(Rn) le sous-espace de GZH(Rn) formé des fonctions 2
support dans {2 . On sait ([1], 11-02, théoréme 1) que, si on appelle f 1la

fonction sur R" obtenue en prolongeant f e(ﬁ%( ) par 0 sur {2 ,
la]

f __- f est une apnlication continue 623(() ) s 6%.53(Rn). D'autre part,
si gn est la restriction & £Y 4'une fonction geaLz(R ), 8 —> gn est
une application continue L2(Rn)____; L°({Y) . Comme alors 1'1n3ect10n

6. (A-L) —> L ( £)) se factorise en 63 sL.)__;,CD ‘-2( n).__e, L (R ),_ﬁ,
—_ L (()) , 11 suffit de démontrer que 1 1ﬁ£ectlon 6%_(\(R )—= L (Rn)
est compacte, c'est-a-dire que la boule unlte“ae C rx(Rn) est relatlvement

compacte dans 12(R™) . Nous nous appuierons sur le

LEMME. - Dans un espace métrique complet, tout ensemble A ,relativement compact

a £ prés quel que soit ¢ , est relativement compact.

Relativement compact & & prés signifie : il existe un relativement compact
KS tel que tout point de K soit distant de KE d'au plus € . I1 existe
en effet un recouvrement de 5/4 par un nombre fini de boules de rayon &/4 .
Les boules concentriques de rayon & recouvrent A . Par suite, quel que soit
& > 0 il existe un recouvrement de A par un nombre fini de boules de
. rayon € , ce qui entraine bien que A soit précompact donc relativement

compact puisque 1'espace est complet. Le lemme est démontré.

Soit alors ?<563 et pour 1 e moment fixe. (3 est bornde dans 631 FI(Rn)
- ) >
~done dans &S’ s donc 1l'ensemble des f x ¢ ,ou fe 15 s est borné donc
relativement compact dans 43 ; et par suite dans L2 dont la topologie est

moins fine.

Nous allons maintenant montrer.ques quel que soit £ ,on peut choiéir'@aﬁ)

de fagon que Ilf x P - bl 5 €& pour f ¢ €3 . Nous nous servirons d'une
L .
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parametrix de 1'équation de Laplace : si on prend une fonction <, égale &

-C=z=~- -(;1——2-)-3—- au voisinage de 0 , vérifiant Oz«> - C , et ayant son sup-

port dans la boule 032 : 'xl;g &1 , ona

AN ( ) = 5 - P ol ?e‘_(h) et support de fCB{_
1
et par suite- fx D (—-r(:l-__-z) =f - f x T
r
ou encore f-Pxf=5" 62*6'(02)
— X

On sait que si g € L2 et M est une mesure & support compact, g x p&Lz et :

g * pl g A|
12 12 S”

ce qui donne ici :

e - pxfl g SN2, . (——-5)\
1? et 1P e x' r
1
nous avons donc maintenant & majorer :
) X xioc
[, |5 Gl < §“2-n>-;ﬂ o) I gE] e
E1
0( ‘ &1
: X
or : | == dx’C( d&x = k, dr = k, €
B " JErs = go ' Lol
1 ~1
N | k2
On peut prendre ™ de fagon que '—gx—{\ < = (il suffit de prendre une fone-
1
tion 0(0 égale A —(——_-17« au voisinage de O et de support contenu dans la
n-2)S
n
boule B, de cent. O et de rayon 1, et X (x) = X (-3:-(—)) , done :
~1
k [k
1 ‘ e ‘ 2 dx 3
—_— =l €\ &= = = r.dr =k,/2.¢
gBE r27% ot g €1 0% 3071 3 1
1 . ot ’
et finalement |2 <k &
B, Q 1 1
“1
taty P — s
d'tou |if P*f"2'{"k“’1 .

L

En prenant k'Fl £ cela montre bien que ﬁ est relativement compacte & ¢ prés.
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