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Séminaire SCHWARTZ

Problémes mixtes
pour l'équation des ondes

Exposé n° 1

, [Cet exposé reproduit textuellement
Année 1955/56 1'exposé n® 14 du Séminaire SCHWARTZ 1954/55]

L'OPERATEUR DE GREEN ET LA RESOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET.
par Laurent SCHWARTZ

Cas de l'opéreteur - £\ + A pour des valeurs complexes de A différen-

tes d'un nombre réel négatif :

€ est un ouvert donné de R™ . Si A est un nombre rdel positif’y, on

notera par ((f , g))A le produit scalaire hermitien :
of og 4 -
iy =5 = Bax o+ A £ g)d
oo =g (G Eyes 59< Bax

(On éerira ((f , g)) quand la spécification de A ne sera plus nécessaire).
Ltopérateur Dy =- A + ) (On notera éventuellement D comme plus haut)
établit un isomorphisme de @3;2(51) sur {£Yi2(52) pour leurs structures hil-
bertiennes .
On a trés précisément :

((v,9)), = < Dy v, ¢ > pour toute (¢ ¢ @éz(ﬂ) .

L'OPERATEUR DE GREEN (A > 0) .

DA établit un isomorphisme topologique de 63;2(52) sur d)'ég(f)) .
L'isomorphisme inverse définit un nouvel opérateur continu Gy qu'on désigne

sous le nom d'opérateur de Green associé & DA « G jouit des propriétés

suivantes
PROFOSITION 1 : &) Do G est 1'opérateur identique de 63';2(9.) .

b) G o D est un projecteur de Egig(fl) sur Gbiz(gz) .

a) C'est la définition. Montrons b) .

Si f € aiz(ﬂ) s Dyf=-AFf+ Af done Dy f ¢ @'ig(ﬂ) . Done
D) (5 5(0)) = O(0) done (& + D) )(E () = DIo(N)

G .(D\ Gy)«e D, =G, . D . Cet opérateur est un idempotent, donc un -
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projecteur. Le noyau est l'espace des f tels que GDf = O done

DGDf = Df = 0 , c'est l'espace Nj des solutions de 1'équation homogéne. Pour
la structure hilbertienne ({ )) I GD est un projecteur orthogonal, car
H est orthogonal & @ (£)) (puisque ((u , v)))' =< D}\u s V> ) donc &

0 2() -

PROBLEME DE DIRICHLET :

Etant donné T € () Ii2(ﬂ) et g & éiz(Q) trouver u tel que

10) Du=T ;
2°) u - g € 6352(52) .
La solﬁtion au probléme posé est donnée par u = Gy T « (g - Gy Dy g) .
En offet, si on pose u-g=v ona Dy v=T-D g=5 et SG@'Ing(Q)
elors u=G) S +g , u:G,\[T—D/\g]-rg:G/\ T+(g—G/\ Dy g) et
D)\(g"G.\ D>\ g) =0 . On a donc la

PROPOSITION 2 : La solution u = Gy T + (g - G/\ Dy g) du probléme de

Dirichlet (A D> 0) est somme de la solution "nulle au bord" Gy T de
1'équation Dy v =T et de la solution (g - Gy Dy g) de 1'équation homoge

ne Dy w=0 qui prend au bord les mémes valeurs que g . Elle dépend conti-
nuement des données.

PROPOSITION 3 : ﬁéz(ﬂ) est somme directe topologique de
1
a) G}Lg(Q) et de

b) 1'espace Ny des solutions de 1'équation homogéne Dyu=0 . Ces

deux espaces sont orthogonaux pour le produit scalaire (( ))\ . G 3 Dy

: =T —T
est le projecteur de QLz(Q) sur UJL2(9.) .

Remarquons que si g est la donnée au bord, g - G/\ D>‘ g ost sa projec-
tion parallélement & @IIJQ(Q) sur l'espace des solutions de 1l'équation
Dy v=0 .
RESOLUTION. DU PROBLEME DE DIRICHLET POUR DES VALEURS NON REELLES DE A

Existence de 1l'opérateur de Green.

(On considére {QIlJz(_Q) plongé dans @'éz(ﬂ)) . Appelons D; et G, les

opérateurs correspondant & A= s ((u, v)) \ est alors le produit scalaire

canoniquement associé 2 852(51)
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((Gy Dy v, 9))y = <D>\v,§>:<Dlv,—<é>+(A-l)(v,.?{?):

= ((v ’LP))]. + (>‘— 1)((G1V s (f’))l
done v+(/\—l)G1v:G1D,\ V. ‘

Comme G, est biunivoque, Dy v =1f est done équivalent a
[1+(N- I)Gl]v: G,f .

Soit 51 la restriction de G; & {Diz(ﬂ) .

Si 1+ (A=-1) 61 est inversible, on en déduit qu'il y a une solution et

une seule, et qu'elle est donnée par v = Gy £, avec
= -1
G, = (1+ (A- 1) Gy) 7 Gy
. s, @1
D A et G A sont des isomorphismes réciproques, resp. de Lg(ﬂ) sur
0 Ifz(n) ¢t de O Ifg(n) sur GJ;Q(Q) .

PROPOSITION 4 : 51 est un opérateur hermitien positif de norme < 1 (pour
la structure hilbertienne canonique (( ))1 de B Ii?'(ﬂ) )y .

DEMONSTRATION : Soient v et ¢ des éléments de @ig(ﬂ.). On a (v ,§> =

= ( (51 Vo, <€))1 clest-a-dire que 51 est associé & la forme sesquilinéaire

(v ,9) = 5

v ZL‘; dx qui est manifestement hermitienne positive, et de

Q :
_ - — Ov OJOW
vvax < vV dx + & =) dx
SQ jﬂ _(.Q‘{E;‘i 0% ’

on en déduit que la norme de G, est 1.

PROPOSITION 5 : Si A est un nombre complexe différent d'un nombre réel
négatif, alors (1 + (N - 1) 51) est _inversible et Gy = (1 + (X - 1)51)"1 Gy
est tel que

2 1 1
a) (Gy Dy ) =G, D et G, D D)) = 0) (R
y Dy 3y Dy et (¢ ,\)(ELQ( ) L2( )

b) D, Gy est 1'identité de @'iZ(Q) sur lui-méme, G est une
r P e ————————

fonction analytique de A & valeurs dans N @'iz(ﬂ) , @ig(ﬂ) )

DEMONSTRATION : G ) est une fonction analytique de A\ , si A ER , car

alors I_l”r g[o, 1] , [0, 1] contenant le spectre de 51 , et

(1 + (A= 1)-(51)"1 est comme on sait uhe fonction analytique de A dans ces

conditions. Le reste est trivial (voir cas A rédel > 0 ) .

I1 en résulte immédiatement le
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THEOREME 1 : Si A est un nombre complexe différent d'un nombre réel néga-

tif, alors on peut résoudre le probléme de Dirichlet pour 1'opérateur

-4+ )\ par la formule de la proposition 2.

G, est ltopérateur de Green associé & - A + ) . Les donndes étant
fixes, la solution, lorsque ) varie, est une fonction analytique de A .

Terminons par une majoration de la norme de G At
PROFOSITION 6 : a) si R(A)X1 , Gy f| ¢ 1

b) si R(\)CL et :
oubien : R(A)30 et [NZ3R(N) ‘
oubien : R(A) <O et 3()\);40 , alors ”G,\ i Siﬂ-kl|

¢) si R(A) 1 et z,uzgnm sAleyn < ﬁ‘-

DEMONSTRATION ¢ @11’2(.(2) est muni de la norme définie par le produit sca-

laire (( , ))1 . Le spectre o) de 1topérateur 1 + (A - 1)61 est formé de
l'ensemble des points 1 + (\- 1)0*1 c'est-a-dire contenu dans le segment

rectiligne [1 , Al s la plus petite distance d(¢" ,\) de 1'origine a cet

ensemble est donc minorée par :

cas a) d(ey) >1 (distance de 1l'origine au point 1 )

cas b) d( c'\) > M (distance de l'origine & la droite passant
’ IA= 11 les points 1 et X )

cas c) d(O'/\) > X (distance de 1'origine & 1'extrémité A du

segment [1, A]) .

Ce qui donne les majorations indiquées, puisque || Gy g1,

cas b)

Cas b) m . Cas a)

cas b)

Fig.




