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Exposé n° 5 (L. SCHWARTZ)

RAPPELS SUR LES SUPPORTS DE PRODUITS DE CONVOLUTION

Notations : (a) Le support d'une distribution T sera T

(b) Si y parcourt L et si x parcourt un ouvert 0 5 l'ensem~
ble des x-y sera noté {X -4 , Ctest un ouvert, réunion des ouverts 0 - ¥ »
v € A, translatés de L, Lorsqu'en particulier A contient l'origine,
L0, ’ |

Définitions : ﬂﬁ C £ sera l'ensemble des points dont la distance a [: est

> & c.ad., . x € Qe®d(x ,Cﬂ)> &

Théoréme 1. Si ScC A et ICB , SxTCA+B
(L. Schwartz, Théorie des Distributions, tome II, p. 12 ct ailleurs).

Proposition 1. Si Sc A et si T est nulle dans O-A, S % T est nulle
dans 0. |
L'hypothése sur T entraine que T ¢ C(IL-A) . St xeflet y e{: Q-a) ,
on ne peut avoir x + y & {1 qui cntrainerait y€ O -4 , Donc x +y & (,Q
(fermé car £u est ouvert), Il en résulte que S % T ¢ Cﬂ ct SxT est nulle
dans {L . ‘
Corollaire. Si Sc A gt si T gcst nulle dans (2-4). , S x T est nulle
dans ﬂE . ¢

On vient de voir que A +f (L-4)c ‘(;-Q Or CO.£= [ﬂ. + BE s
B. = boule \x}< €. Donc A +[j(ﬂ—A) + Bé c(ﬁ. + BE ou cncore
A +{: (D.—A)E c Cng (cqfd) .

Ainsi :

(1) Sch& , T=0 dans (ﬂ—A)E => S % T=0 dans L1
(2). Sch+Bg , T=0 dans {1 ~A = S% T=0duns O
(3) Sc A+B T=0 dans ({i- A)E e S'* T=0 dan?“‘n‘fl,&

E s
Proposition 2. Si S c A, si T est définie dans {) ~-A mais non forcément

prolongeable et si L)l -4 ¢ A.l , ensemble fermé tel guc la convolution pour des
distributions de supports 4 et Al sont possibles, alors S » T gest définie
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Prenons une distribution T, qui coincide avec T dans (-4). et telle
que T ¢ (QL-4) /o . T1 est prolongeable, a son support dans Al ; donc

S x T a un sens. Cette définition cst indépendante de dans <L car si

[3
on remplace T, par T} , ona T1 - T} = 0 dans (L£r - A% , donc
S T, =8 xT] dans £ (cf, Corollaire de la proposﬂuon 1), En faisant

alors tendre £ vers O , on definit S % T dans L1 ,

Proposition 3. Si S ¢ & et si T, prolongeable ou non, est dans L -A C Al

(voir prop.2), une fonction indéfiniment différentiable, S » T est dans &

unc_fonction indéfiniment différentiable.

comme précédemment, elle est indéfiniment différentia-
. On a le résultat

En choisissant T1

ble, donc S x T, cst indéfiniment différentiable dans Il{_

lorsque £ —>»0.,

Remarque. Le résultat subsiste si S , définie dans R* et de support c A ,
cst dans ¥ (R), et T dans @J'(G-A) .

Proposition 4. Si S ¢ A et si T , prolongecable ou non, est dens £l - A c Al

(prop.2) une fonction analytique, S x T cst dans {1 une fonction analytique.

La démonstration étant locale, on prend L petit (done borné). La valeur
de S % T nc dépend alors duns . que des valcurs de S dans Un. ensemble

(1)

tique dans (-4 , on prencnt £ =T, on aura @

borné « On pcut donec supposcr que A = S est compact. Comme T est analy-

| P £l < ¢! ypi! duns (0= a) .

Par ailleurs S , dc support compact A4 , est some de k dérivées de

fonctions continues de supports contcnus duns A + B :

s=2 olg \q\{m»/;g Exe
a .
D'aprés la proposition 2, S = f est 1ndei‘1n1m<,nt différentiable dans L1 .

(1)_ L'hypothésc relative & 4 ot Al signific que 1l'addition (g,\)) —>E+y
restreinte & A x Al » st continue & 1'infini, L'image réciprogue d'une par-
tie bornée de A4 + Al cst alors bornéec dans A x 4y « Donc pour connaitre

S % T dans {1 borné il suffit dec comnaitre S dans L - Ay
section avee A est bornéc. Si alors ﬁC G)(R ) est égcde & 1 sur
o Al) N A, on peut remplacer S per f3 s e £y .

dont 1° 1nter—
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Dans n2£ s on gura la mojoration

|DP(ext)l € \sxDP £lg X \gq «DP*% rlck M oI pl+m) (ypi+m) !
q
donc S x £ c¢st bicn analytique dens —QZ&’ donc dans <%,

Remarquc. On curuit pu utiliscr uneprolongement aux valcurs complexes des va-
riables. L'intérot do la méthode de mejoration est qu'eclle s'étend aux classes

de fonctions indéfiniment différentiables différentes de la classc enalytique.

APPLICATION AUX EQUATIONS aUX DERIVEES P4RTIELLES.

Théoréme 2. Soit D un_opér.teur différenticl & coefficicnts constants,

ayant unc_solution élémentairc & gouche indéfiniment différcntiable dans C 0,

et_soit T unc distribution dans l'ouvert £i de R*.SL DxT=8S est

indéfiniment différontisble dans ) , S 1l'cst aussi.

Soit cn effet T unc raramétrix & gouche de support contenu dans la
boule BE .Ona T=toxS+LxT . Comne ?_UCBE et que Se ¥ () ,
tox S cst définic ct indéfiniment différcntiable dans 'QE . Comme L ¢ B€ et
que T ecst définic dans L1, L » T cst définic dans ﬂe ; comme L e M(RY),
LxT cstdans £ (I)F) (remarque suivant la prop.3). D'cw le résultet, avec
£E— 0.

Ce théoreme donne la démonstr.tion compléte de le proposition 3 de 1'expo-

gé n° 4, dans le cas clliptique.

Théoréme 3. Soit D un_opératerr différentiel & coefficicnts constants,

N

ayant une solution élémentaire a_gauche, analytique dans C 0, et soit .T
une distribution &finie dens 1'ouvert (L de R, Si D% T=3S est analyti-
que dens L, T l'est avussi.

A). Supposons d'abord D x T = 0 dans > borné (T est solution de 1'équa-

" tion homogénc).

Soit T, € ¢ () , égele & T daons Q. . hlors T,=ExDT
1 compact L L", voleur de T1

celle de E dans ﬂe-— K < { O, alors E est abhalytique dans cet ouvert,
v

est analytique dans {L

1.Ona.

dans QE ne dépend que de

donc (prop.4) T ;, et par suite T dans (L , en

1
faisant tendre & wvers 0 .,

€

B). Soit maintenant S eanalytique quelconque. Le théoréme étant puremeht
local, on peut prendre £l aussi petit qu'on vcut, Mais s'il est assez petit,

on peut, d'eprés le théoréme de Cauchy-Kowalcswka, trouver une fonction
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. v - (2), _ - f) =0 4d- 0
analytique f dans £ telle que D f =S ; alors D(T = ons

donc d'aprds L). T - f est analyﬁiquc dons L ; et pdr suite aussi T .

/ . s . 2
Ce théoréme donne la démonstration de la proposition 3 de 1l'exposé n° 4
dans le cas anclytique-elliptique. La démonstrotion a 1'inconvénient d'utili-
ser Cauchy-Kowalewska et par suite d'&tre absolument spéciale au cas analyti-

que. Une autre détonstration sera donnée dans 1'exposé suivant (n® 6) .

2 . .
( )— L'équation Df = S est en effct analytique, on peut donc trouver f en

. . ~ . & o Ve .
choisissant méme un certain nombre de ses dérivées transversales sur une hyper-
surface non caractéristique, égnlcs & des fonctions analytiques données.



