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Exposé n° 4 (L. SCHI/ARTZ)

CONDITIONS D'ELLIPTICITE

On a déja défini dans les exposés précédents la notion d'opérateur elliptique :
D , opérateur différentiel & coefficients indéfiniment différentiables, est un
opérateur elliptique (resp. analytique-elliptique), si, quelle que soit T , dans
tout ouvert ot D.T est une fonction indéfiniment différentiable (resp.analytique)
T est une fonction indéfiniment différentiable (resp.analytique). Lorsque D est
un opérateur différentiel & coefficients constants, on sait qu'il posséde au moins
une solution élémentaire, E , DE= ¢ , © est analytique en dehors de l'ofigine;
donc si D est elliptique (resp. analytique-elliptique), E est indéfiniment dif-

férentiable (resp.analytique) en dehors de 1l'origine, On a la

Proposition 1 : Une condition nécessaire et suffissnte pour gu'un opérateur dif-

férentiel A coefficients constants soit elliptique (resp.analvtique—elliptique),

est qu'il existe une solution élémentaire gui soit une fonction indéfiniment dif-

férentiable (resp.analytigue) dans 1'ouvert complémentaire de 1'origine.

Nous venons de voir que cettc condition était nécessaire (et qu'alors toutes

les solutions élémentaires ont cette propriété).

Sa suffisance sera une conséquence de la proposition. 3 relative aux systémes

(voir plus loin),
La proposition 1 admet le ¢

Corollaire : Un opérateur différentiel & coefficients constants, analytique-

elliptigue, est elliptique.

En effet sa solution élémentaire est indéfiniment différentiable en dehors de

1l'origine, puisqu'elle est analytique.
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o 3R , '
Application : AN 9 > a pour solution élémentaire
i=1 Ox.
i
-1 1 1 ‘
J 2 5. _(n-2) pour n# 2
nr
E =
1 1
1 % log - pour n =2
n
‘ -2 : s .. _ 2K° :
(r =V x; » S, =aire de la sphére unité = - (n) ) 5 donc A est analytique-
2

elliptique. On calculera ultériecurement une solution élémentaire de A -) ,

qui montrera que A -~ X est analytique-elliptique,

Opérateurs metriciels et matrices—distributions.
On peut dtendre la notion d'opérateur elliptique au cas suivant

Une metrice-distribution de type (£ ,m) sera par définition une matrice 3 Y
lignes et m colonnes dont tous les coefficients seront des distributions définies

n . .
sur un méme espace R~ . On notera la matrice générique de ce type par

(Q/:m)
T et ses coefficients par Ti i (C'est aussi une distribution & valeurs
s .

dons 1l'espace des matrices (~2,m)).

Si le produit de convolution de chaque coefficient d'une matrice Tl par
chaque coefficient d'une matrice T, est bien défini, alors on peut définir
T, » B, lorsque. T, est de type () ,m) et T, de type (m,p) par les régles
usuelles du produit des matrices., Ce produit de convolution est associatif dans

les mémes conditions que dans le cas scalaire, mais non commutatif,

Un opérateur différentiel désignera maintenant une matrice de type quelconque

dont les coefficients sont des opérateurs différj?ti?ls D, j On notera un oné-
(¢,;m !

rateur dont la matrice est de type (4 ,m) par D . On fera opérer les opé-

rateurs sur les matrices par les régles usuelles du calcul matriciel, Par exemple

(2 ,m) (m,1)
D . T sera la matrice de type (.Q,l) dont la iéme ligne est donnée par :

m
D), => D. . T.
( )1 j=1 1,J J

(mym) 3
I désignera.la matrice unité de type (m,m)
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On o éviderment DT =Dd s T en appelent DS 1a matrice dont les coef=-

ficients sont D 3 § . Or noters mssi pir D Ilo motrice Do
’
les opérateurs envisagés jusqu'ici étaient du type (2,1).
(e,m) ) ]
Définition. Un opérateur D sera dit elliptique (resps. analytique-ellip-
m, 1

tique) 8i toute matrice~distribution Ly ) a ses coefficients indéfiniment déri-
( QD’m) (m,%)

vables (resp. analytiques) dens tout ouvert ol a ses coefficients

indéfiniment dérivebles (resp. analytiques).

Proposition 2. a)'§i D1 et D2 sont deux opérateurs elliptiques (resp. ana-
lytiques-elliptiques), alors D1 D? est elliptique’ (respa analytique-elliptique)

b) 81 D, D, est elliptique (resp. analytique-elliptique) alors

D, est elliptique (resp. analytique-elliptique)

Démonstration. Regardons seulement le cas elliptique, car la démonstration

est la méme dans le cas analytique-elliptique.

a) (D, D2)T = D, (92 T) . D, étant elliptique, les coefficients de

D2 T sont indéfiniment différentiables dans tout ouvert ou ceux de (D1 Dz) T 1le
sonte Donc puilsque D2 est lui aussi elliptique, ceux de T sont indéfiniment

différentiables dans tout ouvert ol ceux de D2 T le sonte

(remarquons que DD, T , Dy T , T sont tous du type (k,1)) , done dans
tout ouvert ol les coefficients de (DI D2) T le sonte
CoQoF.Dc

b) Dans tout ouvert fL od les coefficients de D2 T sont indéfiniment dif-
férentiables il en est de méme de ceux de D, D2 T puisque dans Sl ces coef-
ficients sont des combinaisons linéaires de dérivées de fonctions indéfiniment
différentiables, donc puisque Df D? est elliptique, les coefficients de T sont
indéfiniment différentiables dans .

CeQ+FaD,

Applications et exemples.

a) Lorsqu'on saura que & ~ A est elliptique, on saurs aussi que tout poly-
nome en_ A, & coefficients constants, est elliptique. Car un tel polynome s'éerit

(B = AN (2 =) e (8 =N) .

b) A= 'bgz- . % - A est elliptique donc EQZ' est elliptiques Il en est de
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méme de S% car g% et g% cormutent, Si un opérateur différentiel ordinaire
4 coefficients constants est elliptique, alors chacun de ses facteurs & coef-

ficients ccnstants est ellintique. Dens le cas général Dl D2 peut &tre ellip-

tique sans que Dl le soit, d
(n,1) 'éxl
Soit 1'opérateur grad = ;
o
éxn/
(lyn) d
et soit l'opérateur div = (g%- y eee 3 )
1 n
Ona s div.grad =2 s = A . & est elliptique, donc
i=1 &Xi
(n)l) » A
grad 1l'est (ce qui est éviden% directement en appliquant le théoreme des primi-
1,n)
tives de distributions) mais div  ne l'est manifestement pas.
_ (4 ,m)
Béfinition. On appellera solution élémentaire & dr?iteede 1'opérateur D
myf)
une matrice-distribution & J colonnes et m lignes E telle que
(%;m) (m)“pv) (‘Q)Q/)
D x E = 9 . I
(mye )
Une golution ¢éldémentaire & gauche sera une autre matrice~distribution F
(m, 9.) (¢,m) (m,m) (£ 4m)
telle que F__ % D =S, T ,si D, est elliptique (resp. analytique-

elliptique) alors toute solution élémentaire & droite (s'il en existe) a tous ses
coefficients indéfiniment différentiables (resp. analytiques) dans le complémen-—

taire de l'origine.

En effet, ona ¥_ Di,k Y Ek,j = Si,j ; pour j fixé, c'est vrai pour tout

2
i , ce qui prouve que la matrice
E, . 0 (1)
1
S (Lm) @y (L @&y ol (2
E, = vérifie D % E, = $, , ol O,=]:
J J J J 5 (;)
E . .
M o/ ()

done D Ej = 0 dans E 0 , donec Ej est indéfinimeht différentiable (resp.
analytique) dans C 0 , donc aussi tous les coefficients de E .

[N.B. Cette condition (nécessaire) n'est pas suffisante.
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Exemple s une solution élémentaire & droite de

oF
ox
div = (—a— 2 = ) est E : oi F est une solution
T ox, 8}}{2 5oeer 6xn
OF
ox
n

¢lémentaire du laplacien /\ , car div B = AF= & .O0r F donc E est dans

o) .
‘\/O une foncticn analytique, cependant div n'est pas elliptique 1.

Proposition 3. Une condition suffisante pour que 1'opérateur matriciel D
soit elliptique (resp. analytique-elliptique) est qu'il existe une solution
élémenteire & gauche, & coefficients indéfiniment différentiables (resp. analy-

tiques) dans 1'ouvert complémentaire de 1'origine.

Démonstration., Soit E wune solution &lémentaire & gauche de D et fed)
tel que ﬂ (x) = 1 dans un voisinage dc 1l'origine. Par extension de la défini-
tion clessique, on pourra appeler @ =3 E (produit multiplicatif) une para-
métrix & gauche car nous allons voir que wrx D= 0,I-L o L est une ma-
trice & cocfficients indéfiniment différentiables & supports compacts dans R"
Si D est de type (§,m) , T sera de type (m, ).

Le coefficient o 3 de < % D est, d'aprés la formule de Leibnits,
b4

X, , = D, ., @, ., = 2. D .E ,)-0L, .
1,J % k,j ik P ( k k, ] 1:k) 1,d

Dans chaque terme de L i ﬁ apparait comme toujours différentié au moins
une fois, donc Li . est nulle au voisinage de l'origine, et comme elle est in-

7
définiment différentiable dans [}O , elle est dans QD o

Par ailleurs la parenthése vaut Si ] S ot 2 §=¢ puisque (2 (0) =
’
ce qui prouve bien notre assertion.

» -@Sc;it 11(1aéint§nant T une matrice—distribution du type ({,1) telle que

(m; )1 .
D » T = o,qui est du type (m,1),ait tous ses coefficients indéfiniment

différentiables. Comme deux des trois matrices-distributions ont leurs coeffi-

cients & support compact,le produit est associatif, donc
T-—L*T:(SI-—'L).M.T: (o%D) ¥« T=wrx DxT)=Tx(

done T=L T+ T3 A,
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L & tous ses coefficients dans & s L» T a donc tous ses coefficients
indéfiniment différentiables ; il en est de méme de © = « puisque o a tous
ses coefficients indéfiniment différentiables. On remarque aussi sur cette formule
que si des Tj - 0 dors 3}' et que D Tj.a 0 dax: L, alors Tj -» 0 dans ¢ .
La proposition 3 est donc démontrée lorsque D T est indéfiniment différentiable

dans tout RT . Il reste & compléter la denonstration lorsqu'on suppose seulement

T défini dans un ouvert S de R® et D T indéfiniment différentiable dans cet

\

ouvert, puis & démontrer & proposition dans le ces analytique.

C'est ce qui sera fait dans les deux exposés suivants. Nous donnerons ici
quelques remarques complémentaires sur la proposition 3 :
o T
Soit L matrice carrde; de déterminait # O .

Pour que D soit elliptique (resp. analytique-elliptique), il cst nécessaire
que toutes ses solutions ¢élémentaires. tent & droite qu'a gauche, soient des fonce-
tions indéfiniment différentiables (resp. analytiques) dans C 0, et il est suf=-

fisant qu'une solution élémentaire, & gauche ou & droite, ait cette propriété.

En effet si une solution élémentoire & gauche 2 la propriété, D est elliptique
d'aprés la proposition 3; donc toutes les solutions élémentaires a droite ont la
Id ’ hd . . 0 I'd . 3 by
proprieté. En remplagant D par D , on voit que si une solution élémentaire &

droite a la rropriété, toutes les solutions élémentaires & gauche ont la propriété.

Soit alors D elliptique. Toutes ses solutions élémentaires & droite ont la

propriété donc zussi toutes ses solutions 2lémentaires 3 gauche.

Réciproquement, supposons qu'une solution élémentaire ait la propriété. Si
elle est & gauche, D est elliptique d'aprés la proposition 3. Si elle est &
droite, ct s'il existe au moins une solution élémentaire & gauche, celle-ci aura
aussi la propriété, et D sera elliptique. C'est 1l'hypoth&se suivant laquelle D
est matrice carrée de déterminant # 0 qui assure cette existence (su contraire
div  a une solution élémentaire & droite qui a la propriété, mais n'a pas de so-

lution élémenteire & gauche, et n'est pas elliptique).
m,n
Proposition 4« Si D  est un opérateur différentiel matriciel carré & coef-

ficients constants, de déterminent £ 0 , il a au moins une solution élémentaire

bilatére,

Soi > PR S C ici ‘ . s ineur PP Y
sient en effet Dl 3 les coefficients de D, Al j le mincur de Dl,J

b ' 3
Si alors /) est le déterminant de D , c'est un opérateur différentiel scalaire

que nous supposons # 0 « Alors il a une solution élémentaire F . Si nous posons
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Ei 3 =F x Aj g 0 On voit que la matrice E de coefficients Ei i est solution
) b b4
élémentaire & la fois & gauche et 3 droite. Car
ExD), . = E,, %D, . =. Frxd , %D .
(E » )1,3 Ei; 1% * D, 3 Ei: Ay * Dy
= S, . A = o - g >t de méme pour (D %E .
‘ 1yJ Fox 1,J © ¢ Weme p ( )i’j

Ou encore, si on appelle A 1la matrice de coefficients Ai 3 on sait
)

que tA D=0D ;etA = A I , de sortc que si on pose E:FxtA,onabien

ExD=F wiAxD=Fwx AL= &1

"
]

DxE=17I % howF AIxF= 5 I

Rémarquons que dans les mémes conditions le " théoréme des supports" de Lions
est vérifid s+ si DT a son support dans un convexe compact K , et 81 T € g’ ’
T aussi a son support dans K . En effet AI T = tA % (D % T) a son support
dans K , donc chaque coefficient A Tj n son support dans K , et comme

AN #£0, Tj a son support dans K donc aussi T .

Si D est metrice carrée mais que A = 0, rien de tout cela ne subsiste,

I1 n'y a pas de solution él¢mentaire ni & gauche ni & droite, car

dét (D »E) = dét D »dét E=0 donc D »E# & I quelle que soit E,

e e e e e g e g v Bt



