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Exposé n® 3 bis (B. MALGRANGE)

COMPLEMENTS SUR LES THEOREMES D'APPROXIMATION

. Oy
et~

Un théoréme d'approximation :

Soit D wun opérateur différentiel & coefficients constants défini sur RY,
Soient J’- ot {1 deux ouverts de R" tols que O- 3-0-1 , on désignera par
(Q) l'cspace des solutions dans @' () , de 1'équation (1) D.T =0 , par
Hy (Q) 1'espace des solutions de (1) dans @’(Q) , par HD(-Q) 1'cspace des
restrlctlons T a {1 ; des gléments T de H.D(ﬁ) , muni de ka topologie in-
duite par @'(Ql) .

De méme on désignecra par hD(fl) 1'espace des solutions de (1) dans
£(Q) , etc ... Considérent ﬁD('Q) comme plongé dans (' (-Qi) on se propose de
voir gous quelles conditions ﬁD(D.) est dense dans PD(Q-I) . Désignons par L,
les composan%%%n%}g%spactqs du complémentaire de ﬁl relativement & £L (que nous
noterohs dans la suite UQ ) . Les L désignerons les autres composantes
connexes de Cﬂ . Soit ﬁ = (ﬂi) U (U (L )) . 1 est ouvert et c'est la
réunion ded) , ct des enscmbles compacts tde EQ ouverts dans 80-1 . En effot
compactifions {1 par un point & 1l'infini, soit <o, (Eﬂl) U (o) est compact;
or on sesit que, dens uncspacc compact, la composante connexc d'un point est
compacte et c'est l'interscction des cnsemblecs & la fois ouverts ct fermés qui
contiennent ce point., Or la composante de oo ¢st justemcnt (Cﬁ.) U (o) =

= (o) U (U (L )) cc qui démontre ce que nous annoncions.

Appelons enfin il' la réunion de -0—1 et des composantc& connexes compac~

tes de [)Ql , d! 1nterleur non vide dans £, On a L, [\§ Cn’]’; (ﬁ.' x'est

1
pas ndcagsainément ouveért=dans. £) .

Montrons maintenant que

Si D ost différent de 1'opératour identique

' -~
1). Pour que % () soit donse dans H,(Q) il est népessaire que. By =4,

2). 8i D st ellig/tique, pour que hD(.O-5 soit dense dans hD(ﬂl) il est

nécessaire que -0-1 = ﬂl .
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3). Pour que hD(ﬁ) soit dense dans h.D(«QI) , il est nécessaire que
E,_i = .0.1 .
Démonstration ¢ 1). Supposons que 51 £ -ﬂl . Nous pouvons trouver K compact
dans Eﬂ et ouvert dans Eﬂ et tel que KCQ . Soit x &K et soit B
une distribution dans {1 telle que D E = 5( %o) (translatee d'une solution. 51é~
mentalre) Nous allons montrer que sa restriction E a ﬂ ne peut pas étre
approchée par des filtres d'éléments de ﬁD(Q) . Remarqu.ons que, dans Qi s
DE=DEZo0 donc EE& HD(Ql) . K étant ouvert dans Cn 0 U K est ou-
vert dans ﬂ . K étant compact, on peut trouver un voisinage compact V de K
dans <X inclus dans D- UK, Il existe donec A& P(0) telle que A(x) =
pour x €V e¢t o(x) = o pour xeﬁ(ﬂ U X) .

N1X1+e oo +)‘r,xn]

Soient Al""’xn tels que D[e =0 (il en existe toujours

si DAI) .

NyHqteoot
La fonction b(d 171 ann a. son support dans -0-1 puisqu'elle est

nulle sur V UV C(Ql U K) . Elle est orthogonale & tout élément de_ —H.D,(n) .

En effet : soit S& HD(Q) de restriction S 2 Q . Ona
£ B(Mekx) , §>= <D©( X 5 s > puisque D(G(e ) a son support dans
Sll . Et, ’ <D€>(e)'x) . S‘>:<°<e s DS>=0 puisque D S =0, Calcu-~
lons < D(O(e)‘x) , E > , pour la méme rason qu'au dessus c'est

)SX‘ s, F>=<Ca R s DE.);.és{(xo)exxo = Mo £0

(D@e
HD(ﬂ) n'est donc pas dense dans I{D(q) .

2). Lorsque ' est elliptique, l'utilisation d'une paramétrix
permet de prouver que HD = hD (et que les topologies coincident). Ceci sera

fait ultérieurement (exposé 5), d'ol la deuxidme partie de la proposition.

3). 81 D n'est pas elllpthue, pour que hD(Q) soit dense
hD(D.i) il n'est pas nécessaire que el Q- .

17
Exemple : Ll = R s 1Y (o, p= 35—- : Toute fonction indéfiniment diffé-
rentieble dans (} O R verlflant -g-% 0, est indépendante de Xy (pour X, £0

elle est trivialement indépendante de Xy et pour X, = O c'est vral par pas—
sage & la limite & partir de x, #0 , X, —>0 ). Elle est donc de la forme
g(xz) » 6t g est indéfiniment différentiable parce que g(xz) =f (1, xz).
Alors f est prolongeable dans R2 tout entier en une fonction indéfiniment
différentiahle, en posant f£(0,0) = g(0) , et cette fonction est encore indépen-

dante de x, donc solution de 1'équation homogéne.
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Dans cet exemple, <1 1= .Qi P .Ql
Montrons maintenant que si ﬂl # L2 1 hD(ﬂ) n'cst pas dense dans
(Q ) . Comme dans la démonstration de 1), soit K compact ouvert de (‘Q

contenant un point X, intérisur & une composante connexe compacte de ()’.Q
Alors K conticnt un ouvert w de {1 contenant X, e On choisit V , PAX ,
~ , E comme dans 1). D(O< M ) est encore orthogonal & toute .- h.D(D.) .

=~

Soit (’ e (O (R®) de support tendant vers ll'origine dans R pour j ¥ oo,
avec F'] -85 dms £€'(®Y) .Alers D(prE) converge vers 5( J) ? ct & partlr

son support cst dans < , donc sa res’o:r'lctlon‘l P B
7\X)

d'un certain roment. Jj 2 j

Q.  appartient a hD(ﬂl) . Or D(%e

4 ne lui est pas orthogonale pour tout
)\x) 5 f)j % E > tend pour j = &®  vers <I3(c(e

j s car <D(Ae )\X)

E>#£0.

H

Nous sommes maintenant en mesurc de prouver le ¢

.

Théoréme : Soit D wun opéreteur différentiel onalytique elliptique gur R k!

cocfficients constants, différent de I .

Une condition nécessaire et suffisante pour gqu'on puisse approcher toute

solution de 1'éguation sans second membrc D T = O dans un ouvert Q‘l par_les

solutions de 1'équation sans sccond membre dans un ouvert L1 contenant Q—l est

que le complémentaire de v, dans L n'ait pas de composante connexc relati-

vement compacte.

1

Démonstration : Remorquons avant de faire la démonstration que ce théoréme étend

les théorémes connus; comme le théoréme de Rumge sur les fonctions anelytiques

d'une variable complexe, ou les théorémes sur les fonctions harmoniques.

Nous avons déja montré que _Ql -Q était unc condition nécessaire. Prou-
vons sa suffigance. Soit Se€ €!'(Q) et K 1le support de f) S = T Alors le

support de S cst dans -0-1 si K ocst dans & En effet, si X est la réu-

nion de K ¢t des composantes connexes relativiment compactes & | {K > €&
Ec fll :ﬂl “donc puisque lec support de S est dans K (exposé n® 3) notre
assertion est vraie,

L'orthogonal de h.D(Il) s est, nous l'avons vu dans lo précédent exposé ,
D(f (@)) ; 1'orthogonal de ! (.O) dans §! (01) est D(E'(ﬂ))ﬂz’(ﬂ) et de
la proprlet.e que nous venons d’etabllr sur les =wports, nous déduisons quc cet
espace est D({ (Q )) , ce qui prouve que H (ﬂ) et HD(I'1 ) ont méme orthogonal

et le théoréme est complétement démontrd.
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NOUVEAUX_COMPLEMENTS A L'EXPOSE n° 3

1.~ Solution élémentaire.

.

Théoreme : Tout opératenr différenticl D & coefficients constants admet une

solution élémentaire E gui posséde la propriété suivante

Pour tout T~ Lzﬂ €', ExT est localement —-L2

(ce résultat est plus fort que celui de 1ltexposé n® 3 : ccla cntraine en effet
que E est somme de dérivées d'ordre % [g] + 1 de fonctions localement

2 ’ . 4 .
-L” , la réciproquc ¢tant incxacte) .

La méthode présentant une gronde rossemblance avec celles qui ont été ex-

posées précédemment, nous serons tres bref,

Soit ‘Pe CJ, soit & =3 ; on posc : IRl —fcf (Gl,..., )\dul...din
Supposons que 1'hyperplan X, = 0 nc soit pas caractéristique et soit r> 0 :
on démmutre alors (méme méthode que dans (3)) qu'il existe une constante
C(r,D) qui vérifiec 3
v
(1) yP<czD  swp i dFE Dl pour tout ¥ € G
|

le
Mmissons © de la norme Y —> sup W SELWN L sur 1e sous-espace

b/(D de & munl de cette norme, la iig}rrferlinéaire 13%”“9\‘?(0) est continue
}f’(o)& 4) | 5P} =WPW et il suffit alors d'eppliquer (1). D'aprés le
théoréme de Hahn-Banach, cctte forme linéaire se prolonge en une forme linéaire
E sur () , continue pour la norme ci-dessus. E est a fortiori continue pour
la topologie usuelle de o , c'est donc une distribution, qui vérifie <E,
P> = $@©) ou <DE ,¥> = ¥(0) pour toute Ye (), donc D E =33

c'est une solution élémentaire,

Reste & montrer qu'elle a la propriété voulue. I1l suffit pour cela de mon-
trer que si Ye® converge vers O deans L2 cn gardant son suppcrt dans un
compact fixe, alors E x ¥ converge vers O localement dans L2 s Ou encore
que < Ex P , ¥ > converge vers O uniformément lorsque Ye® reste bor-

né dans L2 cn gordant son support dans un compact fixe. Or

I<Ex Y, ¥v>| =1 E, \Dx\v>)g K sup I Xl(? *P)m:
iPlgr
o=k swp W (FFL P) x (PPLy) W
Mais, si u€® , ved, ona: \Plsr
WMux vl = [\F u.Fv | dG‘l...dG’n'SHj’u\\ WFv o= Jhul) el
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, 2 oy
(en posant, comme dans 1'exposé (3) : nul :ju u dxl dxn ).
Par suite, il vient :
¢ v ) .
(2) |<E % , 9> <K sup (he"¥1% f. 0 eIy,

iP\<r
La propriété annoncée suit immédintement de (2).

> ’ o Id 2
Corollaire ¢ Si Te€ €' a scs dérivées d'ordre < m dms L7, ExT a

, 2
scs dérivdes d'ordre &£ m localement dans L7 .

N

Si Te &' ocst somme de dérivées d'ordre < m de fonctions de 12 ,
E x T est sommc finie de dérivées d'ordre < m de fonctions localement dens
1%,

En utilisont ensuite le théoréme d'approximation, comme dans 1'exposé n® 2,
on verra que si S €0) a scs dérivées d'ordrec < m localement dans L
(resp. est somme finie de dérivées d'ordrec £ m de fonctions localement dans
12 ), il existe unc distribution T vérifiant D T =S , et ayant les mémes

propriétds locales.

2.~ Equations avec second membre,

(1)

On peut donner une démonstration plus simple de théoreme 3 , 4&u¢ partie /.

Soit E €& f’k une solution ¢lémentnire de D . Montrons que

(3) = Dp¥°(@)> ¥ k(Q) [d'olt résulte immédiatement 2°, en effet
toute S E£®'°(Q) est somme de dirivées d'ordre £ k' de fonctions de fk(ﬂ) ,
!

d'ol résulte bien qu'il existe T€ ‘E'k (2) tclque DT =28 ],

Soit @ une suite croissante d'ouverts relativement compacts dans Q,

+ oo . :
telle que (9i = s et soient @J’_ des ouverts relativement compacts

dans (2, Oy 3! ; par hypothdse, si S€ €1(Q) , Ds¢ ‘8_'(05) , il existe
un compact Ki tel que S ait son support dans Ki s soit C):'{ un voisinage

ouvert relativement compact de Ki dans O, oW 5@,
k * ‘fﬁj‘b k
Soit f une fonction € &€ (%) ;5 on derit f = > £, fieGD (L) 1e

support de -fi ne rencontrent pas cD;.I 3 on pose ¢ g;-'::g fi * E g; est une
fonction continue.

Dens 0%’_, ona Dg, =0
h. € £°(Q) et vérifiant : D h, =0 dans £, qui approche g; uhiformément

lc lemme qui suit montre qu'on peut trouver

.o

o o . 1 g
sur Oi , autant qu'on vecut; on prendra lhi - gil < 37 sur C9i ;

(1)

~ Cette démonstration est la géndéralisation de celle utilisée dans le théoré-
me 2 de l'exposé n° 2,
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+ 3 (gi - hi) converge vers une limite g dans £°(Q) , et 1l'on a :

Lemme : Les f € ¢°(Q) ¢t vérifient D f = O, d'une parts ct les
fe 'E°(0g) et vérifiant D f = O (dans 0;) , d'autre part, engendrent le

nme sous espace fermé de ‘€°(oj'_)
La démonstration cst analogue & celle de l'exposé 1, page 1-06.

Soit € ‘5‘0(693.1 ) 5 orthogonual aux fe '€°(2) qui vérifient D Ff =0
(dans 1 ); montrons que s est orthogoncl aux fe E°(@;{) qui vérifient :

Df =03 le lemme en résultera immédiatement par duclité.

D'aprés lthypothése, on a, dans £'°({) faible : M = lim D \3 (la
limite étont prise sur le filtre g;;} )(2); a fortiori, dans ©'(Q) faible,
M= lin D v, ; meis on a vu (Troisiéme partie) que 3° @5 E'() est fermé
dons J¥'(Q) : donc M= DV ;s VE €'(Q) ;5 d'apres la définition de Ki s le

support de V est contenu dens Ki .

Si O(j el |, 0\’3. —> & , est unc suite de régularisantes de supports
asscz voisins de O pour que M xoqj ait son support dans cD;'{ pour tout j
ona £ f4y, £> = 1im</uxo<j ; £> = 1im < D(v xqj) s > =

= lim< v xo(j s Df> = 0 , cafd.
J

2 Y ,

( )—~ L'orthogonal de D@ (Q)e ‘€ '°(Q2) étunt 1l'enscmble des f ®°(Q) solutions
de D f =0, 1l'orthogonal de l'enscmblc de ces f est 1l'adhérence feible de

v

DO (@) dans ¢'°(D) , on pout done prendre les vjeé)(n) . '



