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Séminaire SCHWARTZ 26 novembre 1954

(Equations aux dérivées partielles)
Année 1954/55

Expogé n° 3 (B, Malgrange)

COMPLEMENTS DIVERS,., EQUATIONS ELLIPTIQUES

I.- Compléments aux exposds 1 et 2

— Equations homogénes.,

Soit D un opérateur différentiel 3 coefficients constants. On désignera par b

son adjoint et par R , J7(D §).
Théoréme 1. Une condition nécessaire et suffisante pour gue toute solution dang

E; de 1'équation Df = O goit limite dans %§ de polyndémes_solutions est gue chague
facteur irréductible de R g'annule 3 1'origine.

Démonstration. Pour que cette propriété d'approximation soit vérifide, il faut et
il suffit, évidemment, que l'on puisse approcher toute exponentielle-polyndme solution
par des polyndmes solutions., Or, dire que }LE E” est orthogonale & toute exponen-

tielle-polyndme solution c'est dire que s

p
(1) !%i est analytique entiére (exposé 1)

- Dire que ¥ est orthogonale & tout polyndme solution, c'est dire que :
’.b

(1) Qgi est holomorphe & l'origine (exposé 1)

Nous devons donc démontrer que la condition de 1'énoncé est nécessaire et suffi-~
sante pour que (1') == (1).
Soit R :11 R. ol R. sont les facteurs irréductibles de R (1) (qui peuvent

n'8tre pas tous dlstlncts) Si, par exemnle, ona : R (0) # 0, en prenant pour pole

polyndme de dérivation défini par J}b = 3§— s On v01t que ¢

1
5.

R est holomorphe & l’'origine, mais non entiére ; donc j est orthogonale aux

polyndmes solutions, mais non & toutes les solutions S ; la condition est donc néces-

saire,

zl)On démontre sans grande difficulté, et nous l'admettrons, que tout polynbme irré-
ductible R, a pour variété des zéros une variété irréductible en_tant que variété

analytigue.
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Supposons que, pour tout i , on ait : Ri(O) = 0 ; soit . tel que "-ﬁ: soit

G
holomorphe & l'origine ; le variété polaire de la fonction méromorphe J—R&- est formée

d'un certain nombre de composantes irréduct;_bles de la variété R = O ; toutes ces

composantes passent & l'origine ; puisque '—P*:— est holomorphe & l'origine, sa variété

polaire est vide et elle est holomorphe partout. C.Q.F.D
n 2 2 - n 2
Exemple. La propriété vaut pour A = —% s & O = -Qi S ..@.2. ;
L ox ot~ T Ox

Tl SO WA W
Sk 2 it oty

Elle ne vaut pas pour & +Xx (X #0) (dans ce cas, o R(0) # 0, il n'y 2
pas de polyndmes #Z O solutions de 1'équation).

2.— Propriéiés de la solution élémentaire.

Proposition 1. Soit D un opérateur différentiel & coefficients constants tel
que 1'hyperplan x;, = O ne soit pas caractéristique.

Pour tout r > 0 , il existe une constante C(r,D) telles gue, pour tout p €D,

on ait

(2) n\gau?gc(r,m{ueg Dpellle 5?\12}

(on pose HL{:“‘Q =ft‘./ft7dx1,c..,dxn)

Le démonstration résultera de deux lemmes ¢

Lemme 1. Soit H(A) (A =o + i7T) une fonction d'une variable complexe, trans—
formée de Fourier d'une fonction h(x)€J) (R ) 3 on_pose :

B (N) = (A o) H(X) s « € C guelconque, et h, _TH ,

Quels gue soient P réel, Pl) 0, P2> 0, il existe une constante K0 ne dépen-
dent que de P, Py5 Py (mais non de H et de x ) et telle que

f\h/\)' d/\( /}H(}\)}d;\ +f‘H(;)‘2d>\

"?+? : LzP"P
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Démonstration. Partageons la droite 7 =f cn deux ensembles, L1 et I.,2 :
e
Ll 1'ensemble des points ol }A G(I) Kl = min =L % )

4
L .
et majorons separement /IH(/\ )l an et /IH()\ )|2d>\
L
R

1) 8i A€ L, , ona.: iH(/\)l\(-—Kl-l-lHl()\)l

d'oh ':/lm,\ ) 2as %—21— fnnlu )] %
1
T=p

L
ARNpx 2
< KZJ le=" P h, (%) dx

27(( (o -e,)
At by (x x)| 2ax j\ RAE xhl(x)lzdx}

<)

et finalement :

(3) JIH(/\ )l d,\<K { j (A)f%ax + ] [H, (A )lzd§
T=F+fy T=p~f2

K3 ne dépendent que de @ , P1sPo e

20) Si /\GL2 , ona.:

(B max J5(C)| = max L | n,(2)]
e e,

Mais Y '(,\)=P1donc, Silﬁ"*h ’ onaura°l3f Pl<2 Let\<%2'

clest-a-dire

(4) la(A)}gi—;rﬁxPl(ZK )1, (T)f
-l 2K,

,Si /\S‘ L
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'sil'onag le_P[ < 2K, , Onaura:P~f>2g3§’<P+pl)'

par suite, on peut écrire :

ey o [ mlgnag
H (S 2111/ 15_\;, "2;@/ =¥

T=p-f T=p+py
d'ol ,
(z;’ >a~ B (g1 agr
1 1 5
15001 %¢ ] / l * =3 f “eov
T=p-f, T =pepy

(parce que u = v+w entraine !ulz\( 2( v 2w 2)

En appliquant Cauchy-Schwarz au second membre, il vient :

H(‘Q)‘ "2 1_,_._1..
ot e oy [

T=p—f5 ’f“f’g T =040y T =0+f4
Maf —Lapr = —L ety come |32~ ¢ 2
1es) 15€ -{p-¢,) |

T =p—f,

et qu'on a une inégalité analogue pour f

T=p+py
(5)  1m0)* g 7108 Pagt + - f I8, (2] 2 '
T=P"f2 "c:gwpl

lorsque / est dans la bande considérée dans (4)

(4) + (5) montrent qu'il existe K4 ne dépendant que de @, p 190 o » tel que :



3-05

lBO)I% < K45 |5, (D dc f |8, (€) d‘f} si A €L
T =p- 2 =P"*(“1

Mais L2 est unintervalle de longueur < 2K1 s donc il existe K5 s ne dépendant

que de 9,91,92 , tel que

2
(6) f HO)  ax KS{ / (Hl(g){Z aT + / 1Hl(§)12 df}
'Z*:p-r-f‘l -

L2 T:P"Fg

et (3) + (6) démontre le lemme 1,

Lemme 2. H(A) est défini de la mlme meniére que dans le lemme 1.

Soit Q(A) = A™ 4 &= 8 >»™J un polyndne de degré m ;
j=1

et soit Hm()\) = Q(N)H(A) ; quel que soit r » 0, il existc une constante C, dé-

pendant de r et de m , mais non des asy telle que s

JEICARE IR c{ lem(crﬁ.r)‘zdb“ +j ENCEERS er

Démonstration. I1 suffit d'appliquer le lemme 1 nar récurrence sur le degré m

du polyndme Q .

_m k
On pose : Q(X) =[] (,\,qj), Q(A) = Ul (,\—o<j), He(2) = Q(A)H(A)
=1 > =

Montrons que, si le lemme 2 est vral pour R‘k s 11 sera vrai pour Hk+1 .

Par hypothése, il existe une constante C(r,k) telle que :

(7) [‘H(O‘ WRdo R C(r,k){ fmk(v +i§)!2do~+ !Hk(o—~i§)i2 do—}

[N

En appliquant le lemme 1 & f = -E, p+p =1y P-pz = -r , il vient :

/)Hk(cr-x-ig)lzdc-\( Cl{ﬂHk+l(vfir)]2dw+ |, (c-ir)] ? dc—}

C, ne dépendant que de r

en majorant de méme f }Hk (o*—i%)fzdo— et en portant ces deux majorations dans (7),
on obtient le résultat cherché,
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Démonstration de la proposition 1. En multiplient au besoin D par une cons-
tente (ce qui chargera la constante C , mais non l'existence de 1'inégalité), on

peut supposer que R a la forme suivante

ol . '
3 m— A
R(/\l,,,,,/\n) = )\Iln -?;1 Rj A J s Rj polyndme en X,yeeerX o
(\«
sott PED , F(Aj,eeA ) =09,  G=RF,
POUr O~ 5ysesy &) fixés, on a, en gppliquant le lemme 2 :
|7 (o oz )Izdw- < ¢(r,D) }G(@ +ir, o )|2 ds, +
12%°°9 n TN TRt TALRE A 1
| 16l ,~ir, 5 & )% de
1 PR) 2,000, n 1
ou C(r,D) ne dépend pas de T preesy s, o Par suite :
|F| o o )lzdcr do-_ < C(r,D){ | |G(o,+ir,e )12
1,.--’ n l,oen, n< ] l [ 2,.'.,6-1'1
ds& Ad +[|6(o +ir, o )‘2d0‘ d
IEEERE] 'O—n 1 ) 2,.-0,B‘n 1900 Q’n

et, par transformation de Fourier

" et e B2l Bl 2} |
C.Q.F.Db.

Théoréme 2. Tout ovérateur différentiel & coefficients constents D gpérant
gur R" admet une solution élémentaire E somme finie de dérivées d'ordre £ [%] + 1
' f{»‘[%]“‘l )

de fonctions localement de carré sommable (en particulier, T ¢

Ceci améliore un résultat donné dens 1'exposé 2 (T & n+1)

Par un changement de variable linéaire, nous pouvons nous ramener au cas ou
1'hyperplan X, = 0 n'est pas caractéristique.

Désignons par V 1l'espace des fonctions f qui vérifient @

2Rrx —~2XTrX
e 1f€L2 et e 1f.eL2.

V est un espace de Hilbert (produit scalaire évident).
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L'inégalité (2) montre qu'il existe une application continue C:‘: de i) cv
dans L° telle que é(B P) = pour €@ . Meis toute avplication lindaire con-
tinue d'un sous—espace d'un espace de Hilbert dans un espaee vectoriel topologique
complet et prolongeable & l'espace de Hilbert entier. On peut donc supposer G liné-

aire continue de V dans L,
GD = Y lorsque (p )

v
Le transposé G de G applique 1° Gans le dusl V' de V. V' est comme on

le voit immédiatement, l'espace des fonctions que 1l'on peut écrire sous la forme ¢

2irx, —_rx, 5 5
e £, +e £y avec f; €L° , f, €L

: -
si fe1? sona :{DGfey=Cf, GDY)= < £f,9> pour toute LP(‘@ ’
donec D(Gf) = £ . On a ainsi résolu les équations avec second membre € L~ , la solu~-

tion étant localement - L2 .

Mais - S est somme de dérivées d'ordre < [% 1 de fonctions € I? : on pourra donc
trouver ainsi une solution élémentaire E somme de dérivées d'ordre $ [%] +1 de

2
. '
fonctiions € V', donc localement € L~ , C.Q.F.D

Remargue. Ce résultat est le meilleur possible : si D = identité, T = S est
somme de dérivées d'ordre [-Izl] + 1 4, mais non ¢ [g] + 1 de fonctions localement de

carré sommable,

On peut voir ces résultats par les méthodes indiquées au tome II des distributions
(page 44, formule (VI 6;16) et ce qui suit). Toute fonction ¢ dont les dérivées (au
sens distribution) d'ordre 4[ ]+ 1 sont localement - 17 est contfﬁ‘j-r f et la forme
lindaire - ¢ (0) (c' est—-a—-dlre 9 ) est continue sur 1'espace (@ de ces
fonctions. Le dual de @ 2 1 est précisément l'espace des sommle's finies de déri-
vées d'ordre £ [-2-] + 1 de fonctions & support compact de L2 , d'oll le résultat posi-

tif annoncé pour S o

Mais il n'en est plus de m8me si on remplace [ ]+ 1 par [ ], comme le montre
l'exemple de P = (log -) y qui, pour 0< k< % , a ses dérivées d'ordre é[zj loca~
lement—ngmais n'est pas bornée au voisinage de x = 0, d'ol le résultat négatif re-
latif & .
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II.~ Equations & coefficients constants avec second membre,

dans un ouvert quelconque,

Théoréme 3. Soit <) un ouvert C R® et D un opérateur différentiel & . n ye-
riables & coefficients constants. Les propridtés suivantes sont équivalentes ¢

10) DE(N) = § ()

- t
20) T1 existe un entier k' tel que D™ (Q)>WO(a) ()

39) Pour tout compact K<), il existe un compact K'c ) qui vérifie cecis

gi S Eg'(ﬂ) et _si le support de DS est contenu dans K , alors le support de S
est _contenu dans K!'.

Démonstration. Premiére pertie @

10) 3 39) , Soit K un compact C {1 et soit ? 1'ensemble des fonctions @ EQ(E)
et telles que lD‘Pl ait son support dans K et soit L1, D%J est un ensemble bor-
né dans g (), Mais % est aussi un cnsemble borné dans f .,

Pour le voir, il suffit, puisque g est complet, de montrer que ? est faible-
ment borné dans E'(ﬂ), donc que, pour toute f € § (£}) , (£, ‘9>‘ reste borné
pour ¥ € Lﬁ . L'hypothése 1°) indique qu'il existe g € 8 () telle que Dg = f.
Alors '

supl<f, @7/ = sup| (e, w2 = sup|Ce,Dy¥| = sup (<8 P3| < oo,

yee PEd ¢ed peBs

puisque g €£ () et que 15% est borné deans f) (),

Comme §> est borné, les ¢ € '§ ont leurs supports dans un compact fixé, soit
K'.

Si maintenant @ €Q ({1) est telle que 5 \p ait son support dens K , il
existeC 0, tel que Cy@€ ¢ , donc @ aura aussi son support dans K', ce qui
montre 2°) dans le cas particulier de S =P €@ (L) , Cette démonstration est va-
lable m8me si D est & coefficients variables, et {2 une variété ; 5 est alors
le transposé de D .,

1]
Pagsons & S € § (£1) quelconque

Soit L un voisinage compact de K, L C N,8185 € & (N) est telle que DS
a son support dans K , le support de « » + DS = D( ¥ % S) sera contenu dans L dés

(2)Nous mettons k' parce que, si- k est l'ordre de la solution élémentaire, on
pourra, comme il est montré plus loin, prendre k' =k + 1 ,
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que « € 2D (Rn) aura son support assez voisin de l'origine ; alors il existe L*
compact < L2 tel que & » S ait son support dans L', et par passage & la limite

¥~ S s, S aura aussi son support dans L',

Deuxiéme partie :
20) ©3°) On procéde de la méme manidre (on prendra pour ¢ 1'ensemble des fonc-

tions YED (£1) tels que D ¢ =ait son support dans K, et soit en module < 1
ainsi que toutes ses dérivées jusqu'a l‘_ordre' k' ; on montre que i:» est borné dans

0, et on achdve comme précédemment).

==

Troisiéme partie:

30) 3 1°0) Il suffit dc démontrer
. v ’ ’ )
a) que 1l'avplication D : g (1) — £ () est biunivoque ;

v L
b) que D ‘8 (1) est fermé dans & () (fortement ou faiblement, ‘g étant ré-
flexif). |

&) prouve en effet que D &({:) est dense dens & (£Y) ; (b) prouve que D est
un homomorphisme faible de € (£1) dans B (<)) donc un Homomorphlsme fort puisque
£ (1) est un Fréchet, donc DE({) est complet donc fermé, donc D £({L) sera bien

2 ().
é.) est immédiat : si S dlstrlbutlon & support compact vérifie D S=0, ona,

par transformation de Fourier : g(D 8) -8 = 0, et comme c'est un produit de fonc-

tions analytiques, l'une est nulle, donc G s=o0 s et S =0

v
b) I1 suffit de montrer que l'intersecction de DE ({1) avec tout ensemble borné
faiblement fermé est faiblement fermée ; les distributions d'un ensemble borné ayant

leur support dans un compact fixe, il suffit de démontrer ceci : pour tout K compact
c D&(Q)ﬂ ‘(_e est fermé dens € (),

v v

)
Soit E wune solution élémentaire de D ; sides T, € £ (1) sont telles que les
. Vo8 g
5 Ti aient leurs supnorts dans K ¢t convergent vers S , on aura : Ti =E %D T.
v }
donc les T, tendent vers E xS dans % (R™) ; meis les T, onb leurs supports

dans un compact fixe K'C {1 en vertu de 3°) , done T = E » S a son support dans
K'(Q)) et 1'ona =DT= S, donc S appartient aussi & D ‘8 ()N Y g et 3°) en-
tratne bien 1°)

Quatriéme partie: ,

30) 20) Soit E G@‘k une solution élémentaire de D

Lemme 1. Soit ¢ un voisinage convexe de l'origine dans @Q‘ (-D-) out

compact K contenu dans {1, il existe un ouvert convexe contenant zéro d chk K

tel gue l'on ait D@ﬁ@ koo ﬂD & ()
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' ’ N
Celq revient a dire : si des tp € 5 (1) sont telles que les D‘Pi soient
dans fD et y convergent vers zéro, les ¢ 5 sont continues et convergent vers zéro
dans ‘,_.,D (.D.)
’_ s . d v hd \3‘\'}{ : ¢ k
Or les ?y vérifient @ Ps = E %D p, ; comme E E‘J/ s D L?:.LG@ s 9y est
continue, et converge vers zéro uniformément sur tout compact ; comme les l?i ont

(par 1'hypothése 3°)) leurs supports dans un compact K'C () ,elles tendent bien vers
zéro dans @ °(£1),

Nous allons maintenant montrer ceci :

Lemme 2. @ étant défini comme au Llemme 1. il ex1ste un_ouvert d C®k+1 ) et
contenant zéro tel que Dgﬂqk“(ﬂ) ‘Qgﬂ D f ().

Cela revient & cire : si des g, 5’5 (-(1) sont telles que les D (P convergent
vers O dans @ ¥+l (1), alors (Pl convergent vers O dans @ (L), (La difficulté

provient des topologies limites inductives).

Soit L 1'ensemble des fonctions ¢ dont les dérivées d'ordre  k + ! (au_sens
distributions) sont des fonctlons a support compact, mesurables, mc,gorées en module
par 1 , L est dans & (-Q) et Lﬂ@K est compact d'aprés Ascoli, Pour tout compact

K, déterminons 1l'ouvert Cg/ de (12) dlaprés le lemme 1,

Posons M = LnD é (Q) . Le lemme 1 nous montre que M N 6 - O n D 8 )
c B@ﬂ@k D@’ Donc si 5 est l'enveloppe convexe de tous les ouverts MO 9
des M ﬂ@ , K compacts de -Q D @ contient @ . Lec lemme 3 qui va su:Lvre nous permet

"

de montrer que € est ouvert dans M pour la topologie induite par Q) (ﬂ-) (en
prenant F =2 k(ﬁ )y F =5 k » Met O pour appliquer ce lemme, MA@ X

v oo K
compact, car Lﬁ%ﬁ est compact ot D k n D& (1) est fermé dans D k ’

est bien

méme pour la topologle induite par g (O.), puisque, dans 1'hypothése 3°) ol nous nous
sommes placés, Dg () est fermé dans ‘& (92)). Alors ol neg k+l (£2) est ouvert sur
MAD k+l (£2), et contenu dans B@’Iﬂg)kﬂ("l) Un tel ouvert est de la forme Mné
ol @ est un duvert de @) kel () pour 1a topologie induite par & k donc a fortiori
" meis LN @Dk“l(n) est 1'en~

’
(£2) dont les dérivées d'ordre Lk + 1 sont ma,]orees en module

"

pour la sienne propre, ou encore L N D ?’ oyNna
semble des L?GED ksl
par 1 , c'est un ouvert de @ kel (£2), done flnalement U L N & est ouvert da;xs
6) k"“l(n) et on a bien 8"(7 Iv) % () =Mn @k+1 QL) o D @n ) k+1(-Q) Reste & mon-?

trer le lemme 3.

Lemme 3. (B.Melgrange, C.R., Acad.Sc. 12.1,1954). Soit F un espace (.3 %),
Fp' une suite de définiton de F , et M un convexe contenent zéro, tel gue les
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MOF = M? soient compacts ; tout & C M convexe contenant zéro et tel gue les

AU

(v
p

"
= <9r)Mp soient des ouverts dans Mp est un voisinage de zéro dans M .

Pour le démonstration, consulter la notc de Malgrange.
Démontrons maintenant que 3°) =2°) ., Soit f 6;@“3 et considérons la formSeire
\'/_.\. v
sutvente h sur D@(L) :Dq~a<ﬁ,q>
' v

Du lemme 2 résulte immédiatement : si des D, convergent vers zéro dans
) k+1(£1), les , convergent vers zéro dans ‘ﬁ)o(fl) 3 par suite (£, ;> — 0 ;
h est donc une forme lindaire continue sur DR)(Ll) muni de lo topologie induite par
@k+l(ﬂ) ; donc on peut les prolonger en un g 6@'1“1((1) s et si 1;??‘2)) ’ Onc'(a5 :
{Dg,y) =<g Doy = (£,4) d'ol Dg=f ; clest-a-dire DQ ((HDD(Q),
ce qui est 20), avec k' =k + 1.

Remarques.

a) Pour {1 = R® (de L1 convexe) 3°) est vérifié immédiatement (théoréme des sup-
ports). On retrouve ainsi les résultats de 1'exposé 2,

. 3 ! . '
b) 2°) entraine évidemment p QMK (1) =% ™) drolr D @'F(ﬂ) =9 F(f).)
}

(QDF.: espace des distributions d'ordre fini) ; on ne sait pas si la réeiproque est

vraie,

Cas des dguations elliptiques.

Définition. D (opérateur différentiel quelconque sur une variété) est dit "ellip-
tigue" (resp. " analytique — elliptique) si, Stant donnds S et T dans 9 tels que
DS =T, S est,indéfiniment différentiable (resp. analytique) dans tout ouvert ot T

est indéfiniment différentiable (resp. analytique)

Nous verrons dans les exposds suivents que si D est un opérateur différentiel

N < s T
a4 coefficients constants sur R7,

"D elliptique" équivaut & "Il existe une solution élémentaire indéfiniment diffé-

rentiable en dehors de l'origine ".

"D analytique-elliptique" édquivaut & "I1 existe une solution élémentaire analy-
tique en dehors de 1l'origine ",
En particulier, " D analytique elliptique " —, "D clliptique”.

v
Enfin, si D est elliptique (resp. analytique-elliptique), D est évidemment
elliptique (resp. anelytique-elliptique) puisqu'il & comme solution élémentaire E,
E étant une solution élémentaire de D .
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Théoréme 4.

a) 8i D est elliotique; 1'une quelcongue des propriétés 1°), 2°), 3°) du

théoréme 3 éouivaut & ¢

40) DIV () =) (1)

b) Si D est analytioue-elliptigue, 1°), 2°), 3°), 4°) sont vraies pour tout
ouvert 2 C R°.

&) Si D est elliptique, 4°) = 10) ; en effet, si f €& (N), il existe g é@‘(ﬂ)
tel que Dg=f ; mais g est indéfiniment différentiable d'aprés 1'ellipticité,

Si D est elliptique, 1°) =4°) , Soit {eli} un recouvrement localement fini de

L) par des ouverts 'ffi C L) et relativement compacts dans {1 ; et soit {o{} une

?
3 -

partition de 1l'unité indéfiniment difféfentiable subordonnée & {@ i} .

Soit T €D (N) 5 on peut trouver, S E:'D' (1) tel que : D S = T dans 5
(11 suffit de prendre S =E % /7’ T, ol E désigne une solution elementalre de D
et ﬁ une fonction de 6.}) (ﬂ) egalo a4 1 sur £ )

Dans O, ﬂ @’. s ona s D(S - S, ) = 0 3 done S. - S est une fonction indé-
finiment dlfferentluble dans O’ 0 6’. , d'aprés l‘ellmtlcz.te.

Soit 8! =3 o (S - Sj) 81.' est une distribution définie dans 0/i t en
j+i 1 A

effet S.l est deflm.e dans .Cyi et c(j partout, donc sti dans @/i H “jsj
est définie partout.

Si‘ posséde les propriétés suivantes

1/ 81 est indéfiniment différentiable dens (9/i , car o(J.(Si—Sj) a son support
dans &, ﬂ(/y. , o S -5, est indéfiniment différentisble.

2/ 8J - Sj =8, - SAJ. dans 6‘/3.-(‘1 é/j car :

i -— § = | B e - 7 . 'S . ) hend . 27N .
84 - 8! ki‘;jo(k[(gl S,.) (sJ S+ D(J(sl sJ) wl(sJ s;)

:Zk? b(k(Si—-Sj) = Si - S,]

On a donc aussi 8! -8, = Sj - .Sj dans &iﬂﬁé .
I1 existe done »__ & {D(ﬂ) tel que : S = S:{ ~ 8, dans @/i , pour tout i
(principe du recollement des morceaux),

Alors @ DZ_‘—D"' —DS dans 6/

donc DX + T=\ est 1ndef1n1ment différentiable (puisque dans 9/ \P =D S')
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Par hypothése, il existe ¢ € E (D) tel que : Dy =¢ ; d'ol

T=D(v-%), C .Q.F.D.

b) Montrons que 3°) est vérifié pour tout ouvert fL lorsque D est analytique-

elliptique,

Soit K wun compact C £ ; considérons L KN N, et décomposons le en ses com-
posantes connexes ; les unes, soient v ;09 sont des ouverts relativement compacts,

les autres @ 3’ sont des ouverts non relativement commacts.

1 ~
Soit S Eg(ﬂ) tel que D S ait son support dans K ; S est analytique
sur les 9"]! (et sur les 9’i) en vertu de 1'hypothése d'ellipticité

S étant & support compact, est nécessairement nulle sur un ouvertcC C9’5 s donc

sur G’J!.

Finalement, on trouve que le support de S est nécessairement contenu dans
K' = KU(UE)).

Pour achever la démonstration, il suffit de prouver que K' est compact ; K!
est fermé(ca%ogomplémentaire dans L est U 95) . Soit V un voisinage compact de
K, et F la frontiére de V ; FNK' est compact ; comme il est recouvert par les
(9’1 s 11 est recouvert par un nombre fini d'entre eux, soit {9’_1 seeey €;_ 5

1 k

Siif ipeeerdy @/1 , quiest disjoint des. CQ/J_ ne peut réncontrer F

b
comme il est adhérent & K et connexe, on a donc :6’].- & V ;3 finalement ¢

Ktc vV u &‘yl Ueeo U @’i et K' est bien borné, donc compact,
1 k




