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Exposé n® 17

DISEMBLES _1-POLAIZES.
PROBLEMES DE DIRICHLET POUR DEZ OPFR.TIURS DIFFERENTIELS D'ORDRE 2m .

Théordme 1 : Un ensemble 1-polaire est un ensemble de capacité nulle.

Rappelons quelques résultats de Deny (Potentiels d'Energie finie -
Acta Mathematica Tome 82).

Soit T une distribution tempérée dont la transformée de Fourier est
une fonction 5 , dans R, n >3 . 0n dit que T est d'énergie finie si
Il &f* = ]{ igf- d%  est finie. |

Un ensemble compact est de mesure spectrale nulle s'il n'existe aucune
distribuﬁrfg’?n%%%%f'gie finie non nulle portée par ce compact. ,ggnerﬁlsszb}e
compact est. de capacité nulle s'il n'existe aucune mesure posmergie

finie non nulle portée par ce compact. Un ensemble fermé est de mesure

spectrale (resp. capacité) nulle si tous ses ensembles compacts sont de

mesure spectrale (resp. capacité) nulle.

Comme pour le noyau newtonien, capacité et mesure spectrale sont
égales (Deny), il suffit de montrer qu'un ensemble l-polaire est de mesure
spectrale nulle.

)
Or, pour qu'une distribution T de ((; soit d'énergie finie, il faut
et il suffit que €L2 c'est-a4-dire que T € @'§2 (Rn) . D'ol le résultat.

3
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Dans le cas € 2, la situation est plus compliquée. Une distribution

3

0] " 2’ . . . o T e hond 300 . 2 g
T € 81- est dite d'énergie {inie si @) - 1(0) = (0 est dans L2 ; mais cela

T

revient encore & dire que % est dans L2 pour r > 1 donc que
\ ’ : .

T € @Lé (R") , et le résultat subsiste.

En réalité, pourA n guelconque, on peut définir une énergie par rapport
a (- Az +A), A>0,euliende -~=3 ; T est d'énergie finie -
47 4% .

~ 2 . ’ l ’
si j -;‘l%- dX <o ; alors cela équivaut & T € ®Lé (R") dans tous les
+B
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cas, et les ensembles l-polaires sont les ensembles de A - capacité nulle,
quel que soit A> 0 (ou » =0 ),

Probléme de Dirichlet d'ordre 2m .

n ‘s : .
() est un ouvert de R~ de frontidre () , D un opérateur différen-
tiel d'ordre 2m & coefficients bornés ainsi que leurs dérivées d'ordre

£ m; D opére alors continuement de éilz(ﬂ) dans ) Iﬁz(.ﬂ) .
Soit fe @';‘2(9) , geé 832(9-) . On se propose de chercher
u € ¢ 32(9.) solution de Du = f ot telle que u - g soit "nulle sur Q
ainsi quc ses dérivées d'ordre < m-1 " c'est-d-dire u - g é(.)?jz(ﬂ) .
Si 1'on poée u-g=v, on est donc ramené & résoudre Dv = S évec
Se @'?‘Q(Q) donnée st v e(f)gz(ﬂ) cherchéé.

Théoréme 2 ¢ Pour gue le Probléme de Dirichlet d'ordre 2m ait une solution

unigue, il faub et il suffit que D soit un isoporphisme topologique de
m m
(1) sur @O ,(2) .
Drp(Q) sar @75

La condition est évidemment suffisante. Elle est nécessaire, car si D

‘est biunivoque de (f)gz(ﬂ) sur @’Ez(ﬂ) , comme elle est continue, elle
est un isomorphisme d'aprés le théoréme de Banach.
Dans ce cas, i1l existe un opérateur G (opératcur de Green) H
.’mz(-Q) — @ mz(ﬂ) , inverse de D, et v = GS .
L 2 .
DG est 1l'identité dans @' i‘z(ﬂ)
GD est un projecteur de g;lz(ﬂ) sur @’EZ(Q)
On se propose; dans ce qui suit, de donner quelques critéres permettant

de recomnaitre que D est un isomorphisme de () IIIJIQ(Q) sur ‘Ez(ﬂ) .

Proposition 1 ¢ Soient A et B des ospgecesde Banach, ¢ un isomorphig_mé

topologique de A gur B kp une application continue vérifiant

H\P H L (H tf)—ln )""1 « Alors g + ¢ st un isomorphisme topologique de A

sur B. 4

Comne | (¢ +¢)@I > || ¢ - W@ > | XH%“ ‘f~lii—1 - 'H’“}
on a H(g+)@]) = K x|

R . t .
Cela prouve que (f + LP est un monomorphisme. Mais Y est aussi
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un isomorphisme, et on 2 aussi
it it -1y -1
h Y ){ < li o J

done t(f + k Vv est un monomorphisme, donc p + y est un épimorphisme,

’

- et par suite c'est un isomorphisme.

Ce résultat s'applique donc & un opérateur D + D1 lorsque D est un

igomorphisme, si D, est de norme assez petite.

1
Proposition 2 : Soit D un opérateur continu &) 2(51) —_— 4) (f))

définissant une forme sesquilindaire (u,v) —% < Du, v > hermitienne sur

(Dgz(ﬁ) . 8'il existe unc constante k positive telle que

{Du,u> > k!ﬂuﬂlz pour u € f) (£{])) , D est un isomorphismc topo-

logiguc de @) 2“1) sur @ 5 (£2)

Remarquons d'abord que, par continuité, l'inégalité reste vérifide pour
ue€ Gbm (f2) . Prenons sur @D;?(ﬁl) la structure préhilbertienne définie
par

((u, v))D = < Du, v >
Par hypoth&se, 12 norme (( ))D est équivalente & la norme usuelle de

J) 2((1) (on suppose en effetAqu’elle est minorée par elle, mais elle est
tr1v1alement majorée par clle, car

{tu,u> £ |oul . ull n
o iy 1 om )

¢ |jull? %)

& cause de la continuité de D) .

Alors (( ))D est une norme hilbertienne. Elle définit un isomor-
phisme canonique H de G)ik(fl) sur son semi-dual @Yiz(fl) ,. par la
formule

(M, vy =((,v))y= (D, v>

quels que soient u et v ; donc H=D, et D est b1en un isomorphisme
topologique de M 2(f1) sur ) 2(51) , c.q.f.d. '

Bxemplgs :
i=m
1°) Soit D =71 (- AJ) A0

i=1
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Alors, pour u €@ (1) c @ (R , on a, par Fourier :

(o T>= [ omEas [ et (i@l s

RO
>n2)P) el % ag=x || u ” 2
>k \jRn(\ZM;n(?“X) fa)? as e full Gy o

On est donc dans lcs conditions de la proposition 2 .

20) 81 D= (1)l P} 2P , on définit
| pl¢m

((u,v))=z <Py, DPT >
| p|¢m

6)§g(f)) , mmi de cotte norme, (qui est sa norme . usuelle) est un espace
d'Hilvert. Le probléme dc Dirichlet relatif & D admet une solution et une
.soule. ‘ '
3°) 8i D est un opérateur d'ordre 2m & coefficients constants,
écrivons
D =‘(~I)m D2m + D,

en supposant que la forme associée a la partie homogene Dy est définie
positive.
Supposong ¢n outre que D soit hermitien, par ecxemple

D=2 g,q 00" VEC Ep,q T (*l)ip‘\qlg;p

5

Soit ng = D polynome de degré 2m . L'ensemble des termes de plus
haut degré cst défini positif. Si, donc, D ne s'annule jamais, on a
B> x(1+ )"
C1louvert £2 .

. Alors le probléme de Dirichlet est bien posé quel que soit




