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Ixposé n° 16

FUCTIGIS ~ TRACES

Soit, comme precédemment, () un ouvert de R . En vertu du théordme
prinuipal de 1'exposé n° 15, lorsque C {2 n'est pas m-polaire, ) z(ﬁl)
et 2(57) sont distincts. Dans ce cas, il y a grand intérét a deflnlr la

trace gf d'une fonction quelconque f de 8 , ainsi que les traces

12
grf —-g(Drf) de certaines de ses dérivées, sur 8 (2, et de pouvoir dire
que GDH’ ({1) est le sous- espace de & z(fl) , formé des fonctions dont
toutes 1es traces X f sont nulles. Cela a été fait déja lorsque Q= R
(Exposés n® 11 et 12). Nous allons le faire dans d'autres cas.

1.~ Trace d'une fonction de iz(ﬁl) sur (}Kl .

Nous nous bornerons au cas ol ‘2 est le complémentaire, par rapport 2
une variété différentiable V© & n dimensions, d'une sous—variété WP
p dimensions. Et, puisque les résultats que nous avons en vue sont purement
locaux, nous pouvons supposer que 7V oest 1'espace euclidien RS et W
un sous—espéce ¥ de R* , isomorphe & P . Nous représenterons R"
comme le prodult P x P : x (resp. y) sera un point variable dans xP

(resp. Y-°P) .

' . P
Nous pouvons supposer p <n-2 , car le cas ou X° est un hyperplan

de R* a été déja traité (Exposés n° 11 et 12) ; d'autre part, nous devons
supposer m >-[Q:9] +1 , sinon - XP serait m-polaire ; il n'est pas possi-
ble alors de deflnlr une trace sur X¥ de f ¢ é’“ (02) , mais d'autre part

OI(0) = 6T(Q) .

Théoreme 1 : Il existe une application linéaire continue ‘X de 6;%((}Xp)

dans LZ(XP) , et une seule, qui coincide, sur @3(Rp) s &vec la trace_ sur
¥P (au sens habituel).

Pour démontrer ce théoréme, il suffirait de prouver que la trace, défi-

nie sur <Q(Rp) , est une application lindaire centirue de () (R") , muni. de
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1a topologie induite par £ 22 1) , dens L (Xp) car @(R ) est dense
dans 8“12({)) , et on pourrait donc prolonger la trace (d'une maniére uni-

que) & &Lz(ﬂ) . Nous préférerons adopter une méthode plus constructive,
ce qui nous conduira & une formule donnant explicitement la trace ¥f de
fe f;» 2(€2) .

Posons VY =n - p ; et soit V¥ une variété lindaire de R- , paral-
18le & Y P | Par hypothdse, on a m 2 [32-)] +1 ., Soit q(; y) 1a mesure de
Dirac, dang V', au point y € V\),SQ -v)est d'ordre [2] +1  (Exposé
n° 15), donc d'ordre £ m (par rapport & 12 ) . Clest par suite une forme

lindaire continue sur Si‘z(v") ;(S(zj =y) ; £(%)> & un sens pour tout
f € E; 5(VY) et nous poserons :
£(y) = Sy, 2() >
Ay q -
§n) _Eq: D, g,(")

une expression de 5 dans O EQ(V‘)) ; les ordres de dérivations iq} sont

Soit

£ m et les &y sont & support compach. llous pouvons écrire
2 la] ,(
f = -1 % d
(v) Z‘—q: (-1) v (v +7) gy(n) a4y

ot, pour tout q , DP(y +n) €12, g € 2.

Mais j pir(y +“:7) g (“r)) d’r) n'est pas autre chose que la convolu-
V
tion DY x gq ¢ c'est la convolution de deux fonctions de L2 5 C est par

suite une fonction continue de y € v ;s et 11 en est de méme de f(y)
o
de plus, f € 12 s puisque les g sont € % N é sl Ll .

Lorsque f € 60 (V¥ , on a f = s done l'application qui, &
fe® (V») fa:Lt correspondre f s est 1'identité ; comme cette application
est contlmﬁ‘/@(v‘)) muni- de la topologie induite par 522(\7\)) dans
L'?'(V‘)) , elle se prolonge en l'identité : autrement dit, la classe de f
dans IR et celle de £ coincident, f et £ sont presque partout égales.

Cela étant, reparquons que l'intersection de VY avec ¥ est 1'ori-

gine 0 dans V\) s et {O} est 1-polaire, d'ob il résulte que

(E §01 ) = 2( V) . Soit alors fe¢ GLZ(CX ) ;3 sur presque toutes
les variétés llnealres g , la section de T (restriction de f & )

appartient 2 5L2(V‘)) et les dérivées (dans v¥) de cette section de f
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sont les sections des dérivées correspondantes de f .

Sur 1'une quelconque de ces variétés linéaires VY, telle que

FPAvY = {x} , on peut écrire 3 A
£(x,y) = 2 (—1)‘q\J D% £(x,7+7) g,(7)) 47
a ‘

(x €X° , ye Y’ . Pour x ainsi fixé, on a g(x,y) - f(x,y) = 0 pour
presque tous lcs y ; et l'on peut former %(x,y) pour presque tous les x .
Cela ne suffit pas & entralner que l'on ait g(x,y) - f(x,y) = 0 pour presque
tous les (x,y) € R- . Il faut encore pour cela que 1'ensemble sur lequel
g(x,y) #£ £(x,y' soit mesurablc (on peut supposer ¢ partout définie en la
prenant égale & O pour les valeurs de x pour lesquelles elle nc 1'était
pas). Or, par hypothdse, D% f(x,y+y) est mesurable par rapport & x , y et
9 , ¢t de carré sommable en T) POUr prooque tous los X,y ; ltunc des

assertions du théoréme de Fubini entraine que,dans ces conditions,
5’Dq f(x,y+‘9) g (W)) d¥7 soit une fonction mesurable de x et de y ; il

en est donc ainsi de f(x,y) , et par sulte, de f(x,y) - f(%x,y) . I1 en
résulte bien que 1l'ensemble sur lequel f(x,y) # £(x,y) est mesurable et

o
alors (en vertu de ce qui précdde) il est négligeable. f(x,y) est, d'autre

part, pour presque tout x € xP , une fonction continue de y .

o]
On voit donec que f est presque partout égale & une fonction f qui,

pour presque toute valeur de x , est partout continue en y .

On pose alors [Jf(x) = g(x , 0) . De par la construction méme de Yf ,
on voit que Kf est la trace (au sens usuel) de f sur Xp lorsque
fel@E .

Reste & montrer que f -5 ¥f est une dppllcatlon linéaire continue
de 6 2(1) dans IR(xP) . Ona s

¥ £(x) ‘Z (- 1)”‘{ Dq £(x ,7)) g (*)) am .

On en déduit, 2 l'eide de 1'indgalité ( Z s)° < b Z 2,
i=1 h=1

| ]gf(x)!zgc% ( SYQ[DQ £(x ,Q)ng(w))] d\))z

< 2|l D% £(x, )| iz(yu) XML 22 (vY)
3 . |

dtol
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ce qui prouve bien le résultet annoncé. Et le théoréme 1 se trouve ainsi
démontré.

Disons un mot des traces des dérivées. Si D'f est une dérivée trans-
versale de f et si m - lrl = [%E] +1 , on peut définir sa trace sur

xP s on pose ¢
T

X £ =

De méme, si D° est une dérivée tangentielle, et si
m=-(|rl+|s|)> [-—-p€+1,onpeutdef1n1r X(Df) et 1l'on a
1'égalité

Y () .

p°( Y TE) = YT(0°%) .
La situetion est ici la méme quec lorsque P est un hyperplan
(p=n - 1) (voir démonstration de la proposition 1, exposé 12). Les deux
situations ne sont, au contraire, pas comparables lorsqu'on s'occupe des
prolongements f —> ? . En effet, %P est toujours l-polaire ; et donc
(Exposé n°15), on a D(¥) = (qu)N . I1 n'apparaft pas, & la traversée de

Xp de couches multiples, comme c'était le cas 3 la traversée de R -1 .
On peut concevoir celc intuitivement en remarquant que le complémentaire de
B! dans B n'est pas connexe, tandis que gXp 1l'est.

e AM ¢ m
2.- Caractérisution de dJLz(Q) dans @Lz(ﬂ)

Théoréme 2 : Pour que f € 8;’2(BXP) appoertienne a @Iﬁz(c Xp), il faut
et il suffit que er = 0 pour toute trace b’r que 1'on a pu définir sur
P

X .

Ce théoréme est vrai, quel que soit p . D'abord, si p=n-1 , nous

sommes dons le cas ot XP est un hyperplan de R® 5 et il a déja été démon-
tré. _
Si m< [—E] + 1, % est m-polaire ; on ne peut définir aucune

trace sur Xp raje on a bien émz(CXp) = @m (CXP) . C'est une consé- :

quence du théoréme principcl de l'exposé 15.

Nous allons maintencnt prouver que le théoréme 2 est vral lorsque
p <n2 et m>[£l:'p]+ T.

La nece531te de la condition est évidente. En effet, ¥ (f’ 0 pour
toute Lf € (D(‘ z{p) s or s ¥ *f est une application continue de

LZ(GXP) dens L (Xp) et @ (BXP) est dense dans (DLg(CXp)
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I1 s'agit donc de prouver que la condition est suffisante. Posons
_O_: EXP .
Remarquons que liorthogonal de @22 (-Q) , considéré comme sous-espace

de QO (Rn) , orthogonal pris dans @'m2(3n) , est l'espace des distribu~

tions T e ) 2(R ) , ayant leur support dans X* . D'autre part, X° est
l-polaire , puisque p<n -2 , et par qu.'be, L'a(ﬂ) 7 5 5 (R)
(1'isomorphisme étant le prolongement f —> f : cfr. p.7) . 301t alors
f e (C)m (R™Y) , telle que Yf = 0 quel que soit |z} £ m—[g:-E]-— 1.

Pour prouver que f e ) g(Q) 5 1l suffira de prouver que < T , £> =0
si T 6@ (R ) a son r*upport dans X° . Op T peut se mettre sous la

forme :
=2 Th(x)(g)Dhg(y) (xex ,ye™P) .
h

Montrons que, dans cette expression, on a nécessairement
|hl <m - [n_—_p] -~ 1 . Formons une suite {(F (x) ‘P/u (y)} de fonctions de
, telle que € ) (xP) soit fixée mais quelconque, et que les
Ox,y

e (Yn"p) convergent vers O au sens de 8:2(5[‘ Py, Alors, les
(f(x) ‘}'/u (y) convergent vers 0 dans 2(R) ; et puisque T 5@ (R)
0 Y ) > —s 0.
Mais Z {r,(x) @0 8() ,p(x) +),A<y>>:"<Th, $> DM, >

ne peut tendre vers O que si Z <T, ¥ >D ) est d'ordre < m ;
donc, d'aprés la proposition 3 de ltexposé 15, < Th, t'p> = 0 pour

lh! > n - [I-S—E] » et comme ¢f est arbitraire, T, =0 pour lh\Bm‘[g;g-pl

(une démonstration en tous points analogue a été faite dans 1*expose’..n° 15).

Donc, on peut éerire ¢ T = 2 Th(x) 8D S(y) (x € ¥° , ye TP

)h! m - [-*-E] -1) . Remarquons que T est limite, dans O'D (R ),

- ses regula.rlsees 'par rapport & X': Pe (x) x T(c%nverge vers T dans

(D (R ) lorsque £ —3 O ; et l'on peut encore "tronquer" ces régulari-
sees : on peut trouver des ™ (x) € 48] (Xp) e (x) =1 pour tout

x| \<'l s telles que les ¢ E(X) ( Pe (x) }scéT) convergent vers T dans

o EZ(RH) ‘ lorsque ¢ —s O . Mais :
R 5 - o x5

(1)

~ Nous notons ainsi le produit de convolution (f& ) oSy ) xT .
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8i nous prouvons que toutes ces distributions sont orthogonales a £, il
en sera de méme de T . Nous sommes ainsi ramenés & démontrer la propriété

(U, £f> =0 pour une distribution :
h
A(x) =D S (y)
ov |hl<m- [—~"] ~1,0h B¢ 60 (xF) , lorsque £ € (R ) a ses

traces nulles.Or, pour cette distribution U , on a, pour f <Z ® (R%)

quelconque

hi| . e h
<o, o> = (e, S, e s>
Or la construction méme de la trace donne 3
h
£ ohe) = <8y), Dy £ (x,y)>

et Ll'on a, par définition, X f= X(th) On a donc , pour f3 GEGQ(XP) 5
£e @Y -
U, 5= (plx) w08, £x, 7>
_ [nl h
= (-1) Syp Alx) ¥ (%) dax

.

Le prcmier et le troisidme membre sont définis pour f € f;EZ(Rn) s ils
dépendent continuement de f , et sont égaux pour £ ¢ O (R%) , donc pour
fezmm)

Sl alors par hypothdse, X'f = O pour tout [r| ¢ m - [Qgp] -1, on

abien <U,f>=0,
C.Q.F.D.

3.~ Application.

Au cours de ces exposés, nous avons introduit les  espaces suivants :

D, &L, 8‘“<Rn>

et un espace que nous noterons N , celul des fonctions f € G>L2(£2) tel-

~

les que le prolongement f - appartienne & éb (R ) .

Par [ 8 (R )] s nous allons désigner l’espace des fonctions sur {2 qui
sont des restrlctlons 4 £ des fonctions de L2(R ) . On a les inclu~

sions suivantes @

BT cw el EL(ED] c 850 .
ooow e (4)

La premiére inclusion a été démontrée dans le théoréme 1 de 1l'exposé n® 11 ,
la deuxiéme et la troisiéme sont évidentes. Ce qui 1'était moins et que
nous sommes maintenant en mesure de prouver, c'est qu'en général, ces quatre

espaces sont distincts les uns des autres.
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1) Pr-nons d'abord () = Ril
On a, dans ce cas, @gg(ﬁ) = N (Exposé n® 11, prop.3) et
[?‘;II’J‘Z(PP)]Q - 2332(0) (Exposé n° 12, th.2).
Mais N £ E7(%) L Done (1) = (2) # (3) = (4) .
2) Prenons ensuite $. = Ril V) Rlz (autrement dit (2 est le complémentai-

re dans R° de 1'hyperplan x,=0) .

Alors @;12(9) est l'espace des fe ézz dont les traces ¥f

pour x = + 0 et X, =- 0 sont nulles toutes deux ; tandis que si f

appartient seulement & N , ces traces sont égales, sans nécessairement
8tre nulles. (par exemple O0)(R") ¢ N) . D'ailleurs, N = [522(31&)]{1 .
Meis si f appartient seuloment & 8;‘2(51) ; ses traces ¥f pour

X, =+0 et x =-0 ne sont méme pas égales en général. Donc,

[822(311)];1 # 822('%) . Done (1) # () = (3) £ (4) .
3) Prenons {2 = LXP , PE<n-2 , m ;[1-1‘72:9] + 1,
Puisque P est l1-polaire, N = [é;lz(Rn) ]ﬂ: égz(ﬂ) . Mais
@22(-(2) #N , puisque f € @;(Q) équivaut a g{rf = 0 pour |
|r[ ¢m - [BR]- 1. (Th.2, p.8). Donc (1) £ (2) = (3) = (4)-
Remarquons que N = [érﬁg(Rn) ],Q toutes les fois que gﬂ est de
mesure nulle, que [ggg(Rn) ]ﬂ_ = EEZ(Q) toutes les fois Que BQ

est I-polaire, et que O0) 22(.0.) = g!LnZ(Q) toutes les fois que BQ est
m-polaire, ' '




