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Exposé n° 15

ENSEMBLES m-POLAIRES.

Faculté dos Sciences do Paris
-:-:-:-

Séminaire SCHWARTZ
(Equations aux dérivées partielles)

Année 1954/55

Soit, comme un ouvert de R . Nous allons maintenant
nous intéresser au problème quand on a !~) ~(n)= ~ ~(0-) .
Nous avons rencontré cette situation pour ~/ = Rn . Nous savons qu’alors le
problème de Dirichlot, en tant que problème aux limites, subit une sorte de

. dégradation. En effet, il revient à chercher u e (~ ?(R~) tel que

(- 0394 + 03BB) u = f , 1L2(Rn) .
Et nous avons vu que (- A +A) est un isomorphisme de R 1L2(Rn)

sur C.~ L 2~ ~ ~ il y ~ toujours une solution et une seule (en particulier,
le problème homogène (- Il +/B ) u = 0 n’admet que la solution u = 0 ) et

la seule condition aux limites qui soit possible est exprimée par le fait

même que u = 6 -)(R~) . On aura les mômes conclusions si R~
L L

. est remplacé par 03A9 et si (D 1L2(03A9) = ~(Q) : la seule condition aux
limites qui soit possible est que u soit nulle au contour de 03A9 . C’est

à caractériser ce contour que vont servir les ensembles m-polaires.

ENSEMBLES m-POLAIRES.

Soit E un ensemble de R . On dira que E est m-polaire si toute

distribution 6 (0 ~(R ) ~ ayant son support dans E ~ est nécessairement
nulle. 0 

’

Proposition 1 : Soit E un ensemble de * Les propriétés suivantes sont
équivalentes ~

a) E est m-polaire ;
b) toute distribution T , localement d’ ordr  m (ordre par rapport

à L ) et ayant son support dans E , est nulle ;
o) toute distribution T , à support compact, d’ordre ~m , et ayant

son support dans E ~ est nulle.



Rappolons qu’uno distribution est localement d’ordre par rapport
à L2 , si elle peut s’exprimer, sur tout ouvert bornée par une somme finie
de dérivées d’ ordre  m de fonctions de L . .. Une telle distribution

appartient s’il existe une telle représentation indépendante
L

de l’ouvert borné considéré. 0

Il est donc évident que b) a) c). Montrons que
c) 2014~ b). Prenons une fonction c~ (x) 6 (D (R ) . Si T est une distri-

bution localement d’ordre T est à support compact (contenu dans

E ) et d’ordre ~ m , donc est nulle. Et comme o( est quelconque, ceci

entraîne la nullité de T o

Proposition 2 : Soit fl un ouvert non vide de o Les deux propriétés

suivantes sont équivalentes :

~) h il est 

b) est dense dans 
’° 

L

C’est évident. Car dire que est dense dans équivaut
par dualité a dire que toute distribution de ’mL2(Rn) , nulle dans 03A9 , est égale à
zéro.

Corollaire : Si 03A9 est m-polaire, mL2(03A9) est isomorphe à

~2 ~=~2~)- ° 
Immédiat, étant donné que et induisent la même

topologie sur ( n, ) , 0 
L~ L

. Donnons quelques exemples : dans R , un ensemble 0-polaire est un

ensemble de mesure nulle ; un ensemble 1-polaire est ce qu’on appelle,en
théorie du potentiel, un ensemble de nulle. Toujours dans R ~
un ensemble l)-polaire est vide. Cela résulte de ce que l’ordre de

la mesure de Dirac en un point est exactement [~~+ 1 (rappelons qu’il
s’agit ici de l’ordre par rapport à L ) . Plus précisément :
Proposition ,3 ~ Quel que soit l’opérûtGur do dérivation D ~ à coefficients
constants  d’ordre k , la distribution est d’ordre [n 2] + k + 1 par

rapport à L2 ..
. 

1°) L’ordre de 03B4 est ~[n 2] + 1 . Ceci entraînera que l’ordre de

D~ est + k + 1 . Pour établir ce pointa il suffit de prouver que
la transformée de Fourier de d ~ à savoir la fonction 1 , est une somme
finie de produits de polynômes de degré ~ L~ + 1 par des fonctions de



L . Or on peut écrire ?

Or la fonction

est mesurable sur ~n et de module = l a

2 ° ) L’ordre de D ~ n’est pas ~ ~ ~ ~+k 
’

Car supposons qu’il le soit. Il existe alors uno expression de Dô
de la forme 1

où la somme est finie, où les f C L’~ et où les D~ sont d’ordre

;’ ~ n ~ + k .~ Par transformation de Fourier, on a ô

où P(y) est un polynôme de degré k ~ et les Q~ (y) sont des polynômes
de degré 

Introduisons alors la définition suivante s un ensemble E de R

sera dit étroit si f f dx n est finie. Soit alors u(x) une fonction

intégrable sur quel que soit 6~0 ~ on a ( u(x) ) ~ 2014 sauf au
r

plus sur un ensemble étroit (dépendant de ~ , bien entendu) , C’est évidente
car si .~ u(x) ) Î était ~ -2014 sur un ensemble non étroit F ~ on aurait

~ -j.i .

. 

Alors, puisque les g 
i 

sont de carre sommable, on a 
.

j g ~ (y) j ~ ’~’ ~ 2014~T sauf au plus sur un ensemble étroit E . (choisi
. ~~ . 

pour tous les indices v simultanément). D’autre part, il existe une



. K /
constante À p telle qu’en dehors d’un voisinage compact A de l’ origine, on

ai t. ) Q , ( ir ) ( £ A p 03B3[n 2 ]+k, d où 1 on déduit: t

?m’.f sur E~ ~ K .Comme un tel ensemble Eg existe quel que soit
~ J> 0 , on voit que l’on parvient à une absurdité. En effet y P(y) étant

un polynôme de degré k , il existe un cône d’angle au sommet non nul, tel

que (P(y)t ( soit ) Br dans co cône, B fixe.

Un tel cône n’est certainement pas étroit.
C.Q.F.D.

Nous allons démontrer une propriété des ouverts il dont le complémen-
taire est 1-polaire.

Proposition 4 : Soit ù un ouvert non vide de dont le complémentaire
est 1-polaire. Alors pour toute fonction f ~ ~mL2(03A9) (m  l)

le prolongement ? est dans ~mL2(Rn) et l’on a : Dp() = 

jp{ ~ m . (Le prolongement f s’obtient on prolongeant f par 0 dans

Il suffit de faire la démonstration pour 1 , ci ûst-à-dire pour

les dérivées premières ~f ~xi . On a évidemment ~ ~xi f = (~f ~xi)~ dans 

donc S = "r" f - ( ~f ~xi)~ a son support dans 03A9 ; mais, si m  1 ,

S 6.6) ?(R ) et puisque est 1-polaire, il s’ensuit que S = 0 . 
.

Nous allons maintenant établir le théorème principal de cette partie :

Théorème 1 ? Soit il R . Pour que
mL2(03A9) = m  1 , il faut et il suffit que 03A9 soit

m-polaire.

Il est clair que l’énoncé de ce théorème n’est plus valable pour 
’

m = 0 . Car est dense dans ~3 ~(-Q) = L (~1) quel que soit .0..
L

Remarquons que tout ensemble 1-polaire est vide sur la droite.

Nous utiliserons le lemme suivant ?

Lemme s si mL2(03A9) = ~mL2(03A9) (m1) , 03A9 est de mesure nulle.
Supposons que 03A9 ne soit pas de mesure nulle; il existe un ouvert

U relativement compact tel que U m P n. ne soit pas de mesure nulle et



tEl que U n ~ ~ ( ce qui est possible puisque il ~ ~ ~ . Notons 1 f2
lv fonction définie et partout égale â 1 sur 03A9 Et soit 03B1 (x) ~ 9

égale à 1 sur U ~ 03A9. o Notons 03B103A9 l..a, restriction de 03B1 à 03A9 ; évidem-
ment o~ n 1 Q ~ ~ r~ ( ~ ) donc 1n C ~ ~1 ( a~ ) . lors il cst

possible dc prolonger pa.r zéro 03B103A9 1 03A9 à Rn entier. Notons f 1a

fonction ainsi prolongée ; f ~  
mL2 (Rn) et

Or est nulle sur U , donc Aussi ~f ~xi . Il s’ensuit que

f est constante presque partout sur U ; mais comme f prolonge 1il ’
donc vaut 1 sur U rB il et 0 sur U /"B ’ -~ ~ cela signifie bien que

il est de mesure nulle, contrairement à ce qu’on a prétendu au

départ.

. Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 1 .

Puisque ~~(Cl) = ~ ~(~) y on a. Tf ol= 1 ~ on voit est un

homomorphisme de o sur G Cet homomorphnsme est biunivoque

(donc est un isomorphisme) . En effet, deux prolongements f. et f2 à

9 de f ~ ~mL2(03A9) ne différent que sur R Puisque 03A9 est
négligeable (lemme) , cela veut dire que f. = f2 au sens de L .

Il en résulte que m(03A9) =  mL2(Rn), autrement dit, que (D (-0-)

est dense dans .Le résultat annoncé découle alors de la proposi-
tion 2.

Le prolongement g 2014~ ’g" de g ~ w o(-~) par zéro sur . Il cons-

titue un monomorDhisme de mL2(03A9) dans = ~mL2(Rn) ; notons
1 ce monomorphisme. Il existe on outre une projection canonique % de

G ~(R ) dans û~(~) s c~est la restriction à fl d’une fonction

On a donc le schéma suivant : t 
’

Puisque m 1, la proposition 1 s’applique. E:Lle peut s’énoncer de

la suivante: est une projection 



En appliquant encore proposition 2 , on voit que, par hypothèse,

s’ envoie (par le prolongement I ) sur un sous-espace dense de R 0

Du schéma précédent :

on déduit que R(03A9) est dense dans mL2(03A9) , i.e. que

On peut définir dos ensembles m-polaires sur une variété V indéfini-

ment différentiable. Remarquons que, tout comme pour R (proposition 1),

cette définition peut n’être que locale s soit donc E un ensemble contenu

entièrement le domaine ouvert U d’un système de coordonnées locales

... , x~) . Soit u l’homéomorphisme canonique

v__~ (x~(v) , ... , de U dans u(U) est un ouvert de

Nous dirons que E est si u(E) est m-polaire

dans Plus généralement, un ensemble E sera dit m-polaire dans v

si son intersection avec tout domaine d’un système de coordonnées locales

est m-polaire. On vérifie sans peine que cette définition est (au voisina-

ge de chaque point de V~ ) indépendante du système de coordonnées locales
choisi. 

’

Théorème 2 : Soient Vn une variété indéfiniment différentiable, Wp une
. 

sous-variété de Vn . Pour que Wp soit m-polaire dans Vn , il faut et
il suffit que l’on ait g p  n - 2m .

Le fait d’être m-polaire étant un caractère purement local, on peut

se borner à considérer une carte locale de V et à la plonger dans R .

Il revient même de remplacer carrément v par R ; de môme, on peut

remplacer W~ par R~ et identifier R~ à un sous-espace coordonnées de

Rn . C’est-à-dire que l’on pose : 
.

R" = XP x .

Il s’agit de prouver que "p ~ n - 2m" équivaut à est m-polaire

dans Notons x un point variable de y un point variable de
’

1~) Supposons m ~ + 1 
,

Nous allons voir qu’il existe une distribution T dont le

support est contenu dans Il suffit de prendre ?
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T=~(x) ~ ~(y)
où o( ë et où 03B4 (y) est la mesure de Dirac dms D’ o.près la

prop. 3 , ~(y) est d’ordre [’""] + 1 , donc d’ordre ~ m ~ donc somme
de dérivées (on y ) d’ordre  m de fonctions de alors Test

somme de dérivées (en y) d’ordre  m de fonctions de donc d’ordre

~ m . Donc X~ n’est pas ([~"~] + 
2") xP est

Il nous faut montrer que toute distribution d’ordre ~ [~-~~ (sur 
portée par est nulle ,

Or toute distribution T portée par X~ peut s’écrire :

Dire que Test jBlBj , c’ est dire que T est une forme

linéaire continue 
2 (Rn) , ou encore sur muni de ia

topologie induite par Ùà (Rn) . Prenons une suite de fonctions de
L

. 

&#x26; de i: forme q x> i/, (ir> , OÙ q É ost fixe et oÙ les p,’ 

j pj
convergent vers 0 ~~ sons ~~ ce qui fait vers

. 

j 
.

O les ( (x) 03C8v ( ) au sens de 
L 2 

2 ] (R ) On el : .

~ .(T, ~~P ~ est une combinaison linéaire finie de dérivées de
h 

. 

/~B
03B4 , dont l’ordre effectif(1) (si cette distribution n’est pas nulle) est

certainement au moins égal à [n-p 2] +1 . Mais alors on peut trouver une

. 

suite {03C8v} , convergeant vers 0 tu sons de 2 (Rn) , telle que

03A3hTh , 03C6> Dh03B4 , 03C8v > ne converge pas vers 0 . Il faut donc que

la distribution 03A3h Th , 03C6 > Dh03B4 soit nulle, autrement dit que tous

les Th , 03C6 > soient nuls, et comme Lp est arbitraire cela

implique que tous les T, soient nuls~ donc que T == 0 .
C.Q.F.D.

toujours par rapport à L 
~ ’ 

- 

’


