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Exposé no 15

ENSEMBLES _m-POLAIRES.

e
° ° °

Soit, comme d'habitudc, {1 wn ouvert de R . Nous allons maintenant
nous intéresscr au probléme de savoir quand on a @iz(ﬁ) = é;‘z(ﬂ) .
Nous avons rencontré cctte situation pour ) = ’" . Nous savons qu'alors le
probleme de Dirichlet, en tant quc probléme aux limites, subit une sorte de

dégradation. En offet, il revient & chercher u € @iz(Rn) tel que
(-L +X)u=f,avec fec 03!;2(Rn) .

Et nous avons vu que (- Z\ +A) cst un isomorphisme de @11'2(Rn)
, .
sur GBEP(RP) 5 i1l y a toujours une solution et une seule (en particulier,

le probléme homogéne (- A +A) u=0 n'admet que la solution u =0 ) et

la seule condition aux limites qui soit possible est exprimée par le fait
méme que u GZGJéZ(Rp) =G iZ(Rp) . On aure les mémes conclusions si R
est remplacé par (! ot si dbéz(ﬁ)) = @;?(f}) ¢ la seule condition aux

limites qui soit possible est quc u soit nulle au contour de {1, crest

& caractériser ce contour que vont servir les ensembles m-polaircs.

ENSEMBLES m-POLAIRES.

Soit E un ensemble de R . On dira que E est m-polaire si toute
n ,
distribution £ 'LIEQ(R ) , ayant son support dans E , est nécessairement
nulle, '

P . n «ry 2 .
Proposition 1 ¢ Soit E un cnsemble de R . Les propriétés suivantes sont

équivalentes :

a) E est m-polaire ;

b) toute distribution T , localement d'ordre <m (ordre par rapport

a 12 ) et ayant son support dans E , est nulle ;
o) toute distribution T , & support compact, d'ordre «<m , et ayant

son support dans E , est nulle.
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Rappelons qu'unc distribution est localement d'ordre ¢ m par rapport
a L2 , si elle peut s'cxprimer, sur tout ouvert borné, par une somme finie
de dérivées d'ordrec <m de fonctions de L2 . Une telle distribution

appartient a @’EZ(RZ) s'il existe une tclle roprésentation indépendante
de 1'ouvert borné considéré.

Il est donc évident que b) ==> a) = c) . Montrons que
c) =—> b) . Prenons une fonction o (x) e O (R") . 8i T est unc distri-
bution localement d'ordrc ¢ m , «T est & support compact (contenu dans
E ) et d'ordre < m , donc cst nulle. Et comme of est quelconque, ceci

entraine la nullité de T .

s . . n .’
Proposition 2 : Soit () un ouvert non vide de R . Les deux propriétés

suivantes sont équivalentes :

a) {;Q est m-polaire ;
b) (1) est dense dans d)mz(Rn) .

dg;«%s% évident. Car dire que ((£1) ost dense dens () 2(R ) équivaut

ar ité,

g dire que toutc dlstrlbutlon de &;m (R ) , nulle dans Q , cst égale &
L

ZGI‘Oe

s

Corollaire : Si (1 est m-polaire, @22(.@) e¢st isomorphe &
O (8 = & 2(R) |

Immédiat, étant donné que O) 2(u) et (D (R ) induisent le méme
topologie sur O (L) .

Donnons quelques exemples : dans R® , un ensemble O-polaire est un
ensemble de mesurc nulle ; un cnsemble 1l-polaire est ce qu'on appelle,en
théorie du potenticl, un ensemble de capacité nulle. Toujours dans R® ’
un enscmble ([-]+ 1)—polaire est vide. Cela résulte de ce que l'ordre de
la mesure de Dirac en un point est exactomen‘b [2 J+ 1 (rappelons qu'il

s'agit ici de l'ordre par rapport a L ) . Plus précisément :

Proposition 3 : Quel que soit 1'opératcur do dérivation D , & coefficients

constants, d'ordre k , lu distribution DS est d'ordre [*12-1] +k +1 par

rapport a I° .
1°) L'ordrc de & est < [%] + 1 . Ceci entrainera que 1'ordre de

DS est < [g] +k + 1. Pour établir ce point, il suffit de prouver que
la transformée de Fourier de & s & savoir la fonction 1 , est une somme

finie de produits dc polynomes de degré < [% ]+ 1 par des fonctions de
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2 R
L~ . Or on peut écrirec :

n n
< = +1
1 +2_.. [y,-,‘ [2] 1
1= i=1 a _
- n nq . - n
5+l 5+l
1+ ’yi’ [2]+ 1 +2: Iyil I:2:|
i=1
-n ‘
L5 B Lm :
- i Vs _— n
i=1 i 1 4 2__ ‘yl‘ [2]+1
n
= 41
1 2 | 5 L2
Or la fonction - o €L et ( E— )
= +1 i
L+ 2 |yl 2
est mesurable sur Rn et de modwle =1 .

2°) L'ordre de DS n'est pas < [5 Je

Car supposons qu'il le soit. Il cxiste alors unc expression de DS

de la forme :

D& = Z Dy £y
hY

ou la somme est finie, od les £ ¢ L2 et o les D, sont d'ordre

Y
< [g] + k . Par transformation de Fourier, on 2

P(y) = ‘2): Qv (y) g4(y)

ot P(y) est un polynome de degré k , et les Q, (y) sont des polynomes
de degré £ [-g] + k.

Introduisons alors la définition suivante : un cnsemble E  de Rn

, . ” . . .
sera dit gtroit si (\ ( gﬁ est finic. Soit alors u(x) une fonction

VAN T
. £
intégrable sur R' ; quel que soit £ >0, ona |u(x)| € =
r
plus sur un ensemble étroit (dépendant de € , bicn entendu). C'est évident,

sauf au
car si | u(x)| était > £ sur un ensemble non étroit F , on aurait
s -
f’u(x)}dx >J — dx =+ o et u¢L1(Rn).,
T ,
F F '
Alors, puisque les ¢ v sont de carré sommable, on a

pe} :
b2 TR
pour tous les indices Vv simultanément). D'autre part, il existe unc

c
[g\> (v) ’ 4 £ & —F  souf ou plus sur un cnsemble étroit R (choisi
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. K /
constonte A, telle quioen dehors d'un voisinage compactyde 1l'origine, on

ait ey (y | £ Avr[§J+k , d'ol 1'on déduit :

P V¢ 20 Jav@ eyl € & axt DA

#suf  sur ;E&_ iJ K . .Corme un tel enscmble E& existe quel que soit
¢ >0, on voit que 1'on parvient & une obsurdité. En cffet, P(y) étant
un polynome dc degré k , il existe un cdne d'2ngle au sommet non nul, tel
que [P(y)l soit > Br¥  dans oo céne, B fixe.
Un tel cdne n'est certaincment pas étroit. .
C.Q.F.D.
Nous allons démontrer une propriété des ouverts (I dont le complémen-—

taire est 1l-polaire.

Proposition 4 : Soit ) un ouvert_non vide dc R® , dont le complémentoire
U.fl est 1-polaire. Alors pour toute fonction f € 5,22(11) (m >1)

~

le prolongement f cst dans &22(11“) ct 1'ona: DP(F) = OPf)" si

lp[ < m . (Le prolongement T s'obtient cn prolongeant f par O dons

[
Il suffit de frire 12 démonstration pour |pl <1 s c'est-a~dire pour

les dérivées premidres %ﬁ . On a évidemment %; f= (gﬁ )™ ams O,

i
d of

donc S =31 - ( o o son support dans 6 0 5 mis, si m>1,
i i

A
S e @'iz(Rn) ct puisque LQ est 1-polaire, il s'ensuit que S=0.
Nous allons maintenant établir le théoréme principal de cette partie :

Théordme 1 : Soit {2 un ouvert non vide de R . Pour que
G3¥k(£1) = §2(§1) s 81 m =1, il faut et il suffit quc ﬁ 1 soit

[t

m-polaire.
I1 est clair que 1'énoncé de ce théoréme n'est plus valable pour
m=0. Car () ost dense dans 'EZEZ(I)) = Lz(fl) quel que soit () .

Remarquons que tout cnsemble 1-polaire est vide sur la droite.

Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme : Si d3§2(f)) = 22(11) (m>1), {}jﬁ,eSt de mesure nulle.

Supposons que C {1 ne soit pas de mesure nulle ; il existe un ouvert

U relativement compact tel que U N CSl nc soit pas de mesure nulle et
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tel que UNIL#@ (co qui est possible puisque { # ¢ ) . Notons )
12 fonction définie et partout égale & 1 sur §2 et soit o (x) € @ ’
égalc 2 1 sur U n {) . Notons X 1o rostriction de K a (2 ; évidem-

ment, Xy 100 € f;;lz(Q) , done Ay 10y e@)nﬁz(ﬂ) . Mais nlors il est

possible de prolonger par zéro X 1¢; & R* entier. Notons T 1a

fonction ainsi prolongée ; £ € () EZ(RH) ct

a N __@_ e
W o= (5% n) -
1 1

~

o~

d ~ .. of .
Er (50 *n 1¢y) st nulle sur U , donc aussi -5;{: . I1 s'ensuit que
f est Sonst nte presque partout sur U ; mais comme™ f£f prolonge o) 1 0

done vaut 1 sur Un{l et 0O sur Un L' L2, cela signifie bien que

[ . N .
U /\[’ {1 est de mesure nulle, contrairement & ce qu'on a prétendu au

départ.

Nous pouvons maintencnt démontrer le théoréme 1 .

1°) 8i @22(0) = ”22(51) s U_Q est m-polaire.

Le prolongement g ——> E;V de g€ (sz(ﬂ) par zéro sur G-O- cons~,
titue un monomorphisme de 673’;2(.(1) dans @22(Rn) = éiz(Rn) ; notons

~
I ce monomorphisme. Il existe cn outre une projection canonique U de

I]_ilz(Rn) dans 522(17-) : clest 1o restriction & ) d'une fonction
¢ gz(Rn) . On a done le schém suivant :
T T .
D) —s 5ED = §5,E) L é‘ﬁzm) :
Puisque milz(ﬂ) = (%112(52) ,oma Tl oI=1I; onvoit que T est un

homomorphisme de E ™MEY sur fag-?(ﬁ) . Cet homomorphhsnc est biuhivoque
(donc est un isomorphisme) . En effet, deux prolongements £, et £, &
n 2m oo . }
R de fe¢ GLZ(Q) ne différent que sur BQ . Puisque L.O_ est
négligeable (lemme), cela veut dire que fl = f2 au sens de L2 .

Il en résulte que @) ™() =8 ;IZ(Rn) , autrement dit, que ) ({2)
est dense dans (f);‘jz(Rn) . Le résultat annoncé découle alors de la proposi-

tion 2.
29) 81 ({0 est mopolaire, ddora O7,(Q) = 67%(0) .

Puisque m >1 , la proposition 1 s'applique. Elle peut s'énoncer de

la fagon suivante 3 J{ est une projection de ZZ(Rn) sur 8.;12(9) .
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En appliquant encore la prop081tlon 2, on voit que, par hypothése,
() s'envoie (par le prolongement T') sur un sous-espace dense de R

Du schéma précédent :

~

n I Moty _ gm o ply T m (¢
O(0) s @ T () = £ — 600,

on déduit que N (LX)  est dense dwns E™ (0) , i.c. que
LR

e

m
BEQ) = D) = §75(0)
L C.Q.F.D.

On peut définir des enscmbles mn-polaires sur une variété V indéfini-
ment différentiable. Remarquons que, tout comme pour R® (proposition 1),
cette définition peout n'étre que locale ¢ soit done E un ensemble contenu
entidrement d-ns lo domainc ouvert U d'un systéme de coordonnées locales
(x1 , +ee 5 X7 . Soit u l'homéomorphisme canonique
Vo— (xl(v) g eee g X(v)) de U dans R® : w(U) eost un ouvert de
n

R

dans R% . Plus générolement, un cnsemble E scra dit m-polaire dons '

. Nous dirons quc E est mn-polairc dans Vn si u(E) est m-polaire

si son interscction avec tout'domaine dfun systéme de coordonnées localcs
est m-polaire. On vérifie sans peine que cette définition est (au voisina-
ge de chaque point de e ) 1ndepondante du systeéme de coordonnées locales

choisi.

Théorsme 2 ¢ Soient V° unc variété indéfiniment différontisble, WX une

sous—variété de V® . Pour que W soit m-polaire dang v? , il _fout et

il suffit que l'on ait : p<n -2m.

Le fait d'étre m-polaire étant un caractére purement local, on peut
se borner & considérer une carte locale de V' et 2 la plonger dans R,
Il revient au méme de remplacer carrément v par R® ; de méme, on peut
remplacer WP par RP et identifier R’ 2w sous-espace coordonnées de

n N .
R™ . Ctest-a-dire que l'on pose 3

R" = 2 x ¥*P .
I1 s'agit de prouver que "p <n - 2m" équivout & " P est m-polaire
dans R© " , Notons =x un point variable de xP , ¥ un point variable de
P, |
1°) Supposons m = [52] + 1

Nous allons voir qu'il existe unc distribution T e L2\R ) dont le

support est contenu dans p s . I1 suffit de prendre :
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T=x(x)® )
or € v(} ¢t ot § (y) est la mesure de Dirac dsns Y P, Dtapres la
prop. 3 Q(y) est d'ordre [-—Q] + 1 , done d'ordro < m ; donc somme
de derlvees (en vy ) d'ordre < m do fonctions de L (Y) ; alors T est
sorme de dérivées (en y) d'ordre < m dc fonctions de L (Rn) donc d'ordre
< m. Donc X ntest pas ([p‘gg] + 1)-polaire.

2°) ¥ oot [%5Pl-polaire.

I1 nous fout montrer que toute distribution d'ordre & [-n—'zlp-] (sur R%) ,

portée par xP , est nulle,

Or toute distribution T portée par ) peut s'éerire ¢
. h o~
T = Th(x)tch s(y) .
h

Dire que T est d'ordreg['r‘%p] , c'est dire que T est une forme

linéaire continue sur n-p
[ 2 ] n . n .
@2 (R7) , ou cncore sur (J(R") muni de 1a
L Bp
. . L 2 J,n N R
topologie induite par o > (R”) . Prcnons unc suite de fonctions de
L
O (rR") de 1a forme (¢ (x) Yy (), o g¢ (), cst fixe ot oh les

0] |
convergent vers O 2u sens de @Lz (7P , ce qui fait converger vers

0 les (f(x) Yy(y) , ou scns de Q [ 2 ](R) On a :.'
<T,Lsaq;v>=}%_' (_’Th, L’f:><D’o,\p\)\ <% ,<€>Dh§,\{/\)>
=0,

et 1'on doit avoir lim Lg \{)
Ve +

Z <Th » p > D 5 est une combinaison linéairc finie de dérivées de

8 s dont 1l'ordre ofi‘ectlf( 1) (si cettc distribution n'est pas nulle) est
certainement au moins égal & [_2-9 ] +1 . Mais alors on peut trouver une

suite {q; g , convergeant vers O 1u sens de (D 12 2 ](R) telle quc
v
4 %<Th , L?> Dh(; s Wy, > ne converge pas vers 0 . Il faut donc que
la distribution > <T, , § > DS soit nulle, sutrement dit que tous
h

les < Th 5 \f’ > soient nuls, et comme iy est arbitraire dans ~®x s cela

implique que tous les Th soient nuls, donc que T =0 ,

C.Q.F.D.

(1)

toujours par ranport a L2



