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Faculté des Sciences de Paris

Sem:x.nalre SCHWARTZ
(Equations aux dérivées partielles)
Annde 1954/55

. °

Exposé n° 13

19T€ artie : OUVERTS (0 A FRONTIERE REGULIFRE, ESPACES 522(9).

[

Soit (] un domaine de R™ dont la frontidre {! est une sous-variété
indéfiniment dlfferentlable de l'espace, de dimension n-1 , Q étant d'un

seul c6té de Q . On désignera par 12 (Q) l'espace des classes de fonc-
loc s
tions sur .Q , de carré sommable sur tout compact de 0 , pour la mesure

superficielle do- , et muni de la topologie définie par les semi-normes

NK(f) = f !f‘z do~ , K désignant une base de la famille des compacts de
K v

Q . On a alors le

Théorsme 1 : Soit §) un ouvert de R~ , de frontidre () variété indéfini-
ment différentiable de dimension n-1 , () étant d'un seul cdté de Q .1

existe une application continue unigue |§ : 5 (Q) > I? () (ns1)
loc

qui_coincide, pour chaque fonction indéfiniment différentiable sur () ,

avec sa trace & la frontidre.

Démonstration : Soit ®i un voisinage ouvert (dans Rn) relativement com-
pact d'un point a; € ) tel qu'il existe un homéomorphisme indéfiniment

différentiable h, de @i sur 1'intérieur d'un cube r; , Voisinage de

zéro dans R- , l'ensemble des points de (9 N ) étant appliqué sur 1l'en-
gsemble des p01nts de Fl vérifiant X, > 0.

(w @ A Q est appliqué sur l'ensemble des po:Lnts de Fl » vérifiant

X, = 0).

Si f est une fonction de 8;12(9) (m >1) telle que f ait son
support dans ; on définira Xf par

-1 A

ye=L)(fec ni)Jo ny

. Wy

o h, est la restriction de h; 3 @; . (Transport de la définition
C e ’ ’
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dans R ). Ceci a un sens car si f & gen Z(Q) elors f oh, 15%‘“ (R )

puisque f est & support compact et de méme ¥ (f "1) {:LZ(R ) ent’r‘alne
,ht 200N O
que X(f uhi) hwi- € 17 i/\i_ ) .
i

~ 4
Lorsque f garde son support dans O, , liapplication f--»>)¥f est

manifestement continue de éIEZ(Q) dans L° (@if\ Q.
loc

&7
Si maintenant @j |, .. ouvert relativement compact de Q tel que
_63/\ 1 =¢ , elors si ¥ a son support dans @j , on porra Yf =0,

Et maintenant, on peut trouver un recouvrement localement fini de O

par des ouverts (91 tels que, ou bien @i N = ©; £8, @i jouissant

des propriétés données plus haut; ou bien (Bi NG =g,

Soit o(i une partition de l'unité indéfiniment différentiable subordon-

née aux O, .
i
ona f=2 (X; £) ot on pose Jf = X((X f)

Cette somme est bicn définie, car si K est un compact de {1 il n'existe

qu'un nombre fini des ®i , qui rencontrent K .
Alors si des - f —.» O dans 8” (L£2) , les o £, —» O dans %!;:2(9-)

done les X(O( f ) —> 0 dans L2 (wi) , donc l'application f —> ¥f

loc
est bien continue de %mz(ﬂ) daas L2 (£1) , & f est indéfiniment
L loc
dérivatle sur () , Xf ost bicn égal & la trece de £ sur (1 .,

X satlsfalt aux propmeteq du théoreme.

Il reste & prouver gue (\)( est la seule application & jouir de ces pro-

priétés (en particulier qu'elle est indépendante du recouvrement et des & ).

Cela résultera de ce qui suit :

Théoréme lbis : Si QL vérifie les conditions indiquées au théoreme 1, les

restrictions 3  de fonctions de ON(R") sont denses dans ézz(ﬂ) .
a) Soit f € 8mé(Q) . 8L py est wne suite de fonctions € O (RY) ,
L

égales & 1 sur des compacts de plus on plus grands, et de dérivées d'ordre
£ m bornées, les /5 f convergent vers f dans (‘Zmz(.Q) . I1 suffit donc
de montrer que /3 f est adhérente dans & 2(-0—) 2 OEY) , ce qui

revient & raisonner sur f , en supposant f 4 support compact.
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b) Meis alors nous allons montrer quc f est la restriction & £ a'une

fonction de EZ(Rn) . Comme ? est & support compact, f est unec somme

finie 2 (O(i f) , rclativement aux AO(i utilisées dans la démonstration du
théoréme 1, et il suffit de démontrer cette propriété pour &, £, c'est-a-
dire pour unc fonction, appelée encorc f , telle que f ait son support
compact dans un ouvert Oi du recouvrement. On se raméne alors par 1l'homéo-

morphisme hi au cas d'unc fonection f & support compact dans R® s appar-
tenant & 22(Ril) ; or, on a vu dans 1'exposé 12 qu'clle est restriction

d'unc fonction de zz(Rn) , dont lc support peut €tre choisi (par troncatu-
re) dans un voisinagc arbitraire du support dc £, ¢)Comme enfin DGR est

dense dans gm (R ) , le théoréme est démontré.

Propriété _m_u_;Ltlplicative de la fonction tracec.

Soit o €D(R®) ; alors si f € 5:2(“') , Xf 68‘22(51) .
On a 5(0( f) = 2{(0(), y(£) .

Caractérisation de ,;n’z(Q) par_les valeurs au bord de ses éléments ( 0

vérifiant toujours les conditions du théoréme 1).
Si fe @z (Q) , alors par définition f cst limite pour la topologie

de (Q) d'elements de O (L) , qui sont de trace nulle, donc Y DPf = o

pour |pl< m~-1 -
| Recnproquement soit f € E‘;m (L) telle que ¥£=0, et XDp £f=0 plour

fp[ £ m-1, Alors f est llmlte de tronquées Bf qui, en vertu des pro-
priétés multiplicatives de l'application trace jouissent des mémes propriétés
au bord que f ., On peutidonc supposer due l'adhérence dans Zi du support
de f est compacte.

Done f est une somme finie Z ol £ (Notatlons du théoréme 1)

avec K(Dp(o( £)) = [p| &
e‘b chaque o f est, ou bien dahs gl(ﬂ) /\g;lz(ﬂ) donc dans @Eg(ﬂ) ’

ou bien (en se ramenant & R:; ) , ou la propriété a été démontrée antérieure-
ment, limite de fonctions de @(.Q ) ; done f ¢ &;12(Q) . D'ou la

Proposition 1-: ié(ﬂ) , dans les hypothéses du théoréme 1 ., est le sous-

espace de &22 (£1) formé des fonetions f telles que X(Dp f) = 0 pour
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L'espace @.mz(ﬂ) :

Définition 1 : @»mz(g) désieme 1'espace des distributions dans {) sommes
L
de fonctions de L2(Q)) et_de dérivées d'ordrc inféricur ou égal & m de

fonctions dc LZ(Q) .

Théoréme 2 @ ‘;12(9) est isomorphe au dual topologigquc de @IEZ(Q) .

si 1=S T Pr on £ €14(Q) etsi @e@®H(Q)
pl¢m P L
T, =?""(—1YP’J1‘()DP~()¢
< \?> 1p\gm ), D X (ﬁ/ x) dx

dtablit la dualité cntre ces deux espaces.

Démonstration : N(S)) cst partout dense dans @22(Q) 1'injection de

N () dons B I22({2) donnera donc par transposition une injection do
)
((();‘2(9_)) surun sous—espace de  ()' (£)) . On identifiera (Cf)rﬁz(ﬂ))'
avee ce Sous-espacc.
, \
soit T ¢ T (N) , ps <T,¢>= > (-1)‘pfff (x) qu(x) dax
~ L |pigm (R
est unc forme lindaire continue sur @:2(9) et si qzé@)(ﬂ)
- P - :
(T » > _ﬁ){{m QU A ¢>=T(¢) dme ¢ —> LT,p> ost le
prolongement uniquc de la distribution T a COIEZ(Q) et on a bien
T é.(@zlz(fl))' :
Réciproquement si T & (@iz(ﬂ))' , puisque @22(9.) cst un espace de
Hilbert, on peut trouver f & @mz(ﬂ) " tclle que
2

LT 9> '—"(‘-fsf)- po@.mdx pour chaque @ .

O () piém Uy
et si € B (SL)  ceci peut s'éerire
<1, 9> =3 _ (Pl q, P 0P E) >
pl¢m ‘
ce qui identifie T 2 la distribution _> (-1)P pP (P F)

) ~|pl<m
et nous avons montre

(T,() = (7 (0) c.q.f.d,

Désormais U)‘iz(ﬂ) sera muni de la topologie forte de dunl de @iz(ﬂ)’ .



13-05

2¢ partie : AKSOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET DANS UN OUVERT

€ DE R, PUUR L'OPERATEUR D = - A + ), A >0
Théoréme 3 : Soit T € @'iz(ﬂ) et gé& 5;‘2(9) , il existe u unique tel

gue Du=T gt tel que u-g é@éz(ﬂ)
Démonstration : Remarquons que la condition u - g € @;2“}) signifie bien

que u prend des valeurs données au bord, & savoir X g 5 en vertu de la
proposition 1 , lorsque £) est & frontitre bien régulidre. Posons u - g=v.
On o & trouver v tel que Dv=S ou S=T-Dg

(s 64)'12(9)) ot ot v 6631,(9) ,

Introduisons sur (Q (Q) 12 métrique hilbertienne

((£ ,g)) ngi (_— dx+/\ffgdx

Elle est manifestement équivalente, puisque A > 0, A la métrique utilisée

£, 8, Z(j CE ). j (£.3) ax
1 Q

Etoant donné - 8 € @iz(ﬂ) il existe donec v unique dans @iz.(ﬂ.) tel que

jusqu'icl

(1D s, > = (v, )

(2) done s, “f> L(j (éx 5;’) dx) + AJV,?dx
i )
et pour toute (‘F € 6} (Q2) cette expression se transforme

(3) en <S,(P>=<(—A+/\)V,({?> ouS—(A >\)v.

v est une solution du probléme. Pour prouver, dans les conditions indiquées,
que cette solution est unique, il suffit de montrer que toute solution v -
dans @1.2(5\1) satisfait & l'équation (1) . Or, on a par hypothése pour tout

¢ €N (Q) , 1'équation (3), qui peut s'écrire sous la forme (2). Les deux

membres de (2) étant égaux sur un sous-ensemble partout dense de GD (-Q) ’
définis sur tout &LZ(Q) (ved L?'(Q )) , et y dépendant continuement de

{ , sont égaux partout donc (1) est vraie. c.q.f.d.




