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Séminaire SCHWARTZ
(Equations aux dérivées partielles)
Année 1954/55

Expcsé n® 12
LES ESPACES o (Q) Ex 03’22 () . (Suite).

[ .y}
=0~

Soit toujours Q _R (région x, >0 de R ).

Proposition 1 : Lapplieation £ g Y £ est continue de 5,?2 (L)  aans

SHEMTY) , et 1ron o
P - P '
(1) Dg ¥ = )/(Dg £ pour [p|gm-1
En d'autres termes, une dérivée horizontale de 12 trace de f est égale 2
la trace de la dérivée horizontale pourvu que 1l'ordre de dérivation soit
inférieur ou égal & m-t .

, Q "' .
Démonstration : Le fait que Xf € G m ( ) et que l'application soit
continue résultera de (1) . Car on aura %Xf”Lz H XD% f”ig
d'aprés 1'exposé (11)

| gng f”iz k|| P < xflefl?

2

Les deux membres de (1) ont un sens et sont dans LZ(Q) . L'égnlité

(1) pour une dérivée d'ordre un 1'entraine pour toute dérivée d'ordre

v
Soit done f &€ ti’?‘ (1) . En supposant une fois pour toutes que f a

été tronquée pour dtre a support borné en X, s On se propose de montrer :

\bi d of .
(1) 5}; Jf = ?53'{; i<n

soit  (p€ O)(R ~1y
>y 2 de rfméf
<5X—J zf’({)> (Xf’5%>= 1 ox, dg S;c_dxn

Cette dernidre intégrale s'éerit encore

of_ ¢
\//‘ éx x dg dXn

]
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0 0 ’
et cette expression 2 un sens parce que le supnort de Sﬁ- §§L est borne.
n j
Elle est donc awussi égnle &
+00
of  29¢ ,
j ax_ jn_l o, a€ (2)
0 R J
Modifions 2lors %ﬁ- pour qu'elle soit absolument continue sur presque
2
toutes les paralléles & l'axe des x. , ot qu'elle ait alors 5;@"%;‘
J 1 gz

pour dérivée usuelle.(Cette modification est possible parcc que 5;7-%§7

n
est localement sommoble ; cf. Distributions, Schwartz, Chapitre II .
théoréme V). Dans presque tous les hyperplons x = ¢*® clle sera alors
absolument continue sur presque toutcs les paralléles & 1l'axc des xj ’
de dérivéc usuelle presquc vartout %§i—§§5 .

Comme aussi dans presque tous les hyperplans X, = c® s %ﬁ- et
n

5§§E§§: sont localement sormables , on cn déduira que dans presque tous les
hyggrpians x = c® s 1o trace de %ﬁ- 2 pour dérivée en xj 1 tfaceAde
§§§L§§E , en tant que distributions eg Ef .

n
Ce qui permet d'écrire (2) :

+00 +C0
- j ax f il ¢df =- f o (g)dgﬂ -—-a-z-i-— dx
/ n Jn-1 ox 5§j % o1 § 5 ox 6Xj n

= jn_l 2&'2—f{;<%><¢<§>d§; - <X§—f§ , ¢ >

R

ce qui démontre (1bls) .
. . | akf ’ » ‘
Introduisons ny = X-——ir pour kng m-1 . C'est la dérivée normale
- ox
n

intérieure d'ordre k au contour, qui existe d'aprés ce qu'on a déja vu.
Lo prolongée f de f par zéro n'est pas en général dans g>§2 (R%)

car les dérivées font intervenir des couches portées par le bord, donc les

traces des dérivées de f sur le bord.

a k o _
Proposition 2 : Soit f € %’I‘J‘z (1) . Et soit Dg g — £ pris pour
) X,

n

|Ip} +kx ¢n ; ona:

vo



kK ~ X {=k-1
D J P J ~o — P
3 DE &= f = (DE == f) + > ) D f
) ‘E éxk ( é 6}% £ =0 (éx S ® Xk—f,—l é

Dénonstration ¢ Montrons tout d'abord que pour lp[ Ly DE f= (D% £)™

(étude des dérivations longitudinales). Il suffit ici encore de démontrer

que ¢

(2) =& sowr fe éiiz (o)

Or on s2it quion veut modifier f sur un cnscmble de mesurc nullec de
fagon qu'elle deviennc absolument continue sur presque toutes les paralléles
a 1l'axc des Xj , de dérivée usuclle presque partout égale & 5-" o Mois
alors f' est aussi absolument contlnue sur presque toutes les paralleles a
1taxe des xj , de dérivée usuclle (ng s donc 1o dérivée distribution de
il s
f est bien (%ﬁj) , c.q.f.d,

J
Montrons maintcnant la validité de (3) pour les dérivations transver-

sales. Pour cela, il suffit, par récurrence, de démontrer que pour
re &1 (5

L
(5) aa f—( f) +§ ®X“(§)
n

Pour qe@ & |
N,(P> -, ?—(E>=_f f%} dédxn
n n -

n

]

T
+
+Q0
= - dg g f %ﬁ dxn
Rn—l i./o n

En modifiant - £ pour qu'elle soit absolument continue sur presque toutes les
paralléles & 1l'axe des X, s On seut intégrer par parties et l'intégrale

précédente s'écerit :

_jl 2§ [(eq)l® - qu-g—— ax ] =

R
+C0
: : of
f(E)p(E) a ( d j L dx
og;—l K g %) S E ¥ n-1 g Ox, (F n
R 0
Et la dérnidre intégrale est oJ %—f{— @ af ax_
R, n -
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On obtient finalement :
of Vv
(JX@ Xf(é),(f> D) L9 >
n ’ n
On déduit alors de ccs résultats
Théoréme 1 : Si f 6.2;22 (Rﬁ) , lo condition nécessaire ot suffisante pour
que ?’e<§ 32 (Rp) est que f ait toutes scs traces nulles jusqu'ad 1l'ordre
m-1 inclus.
, .alors_. , .
I1 résultevde l'exposé 11, proposition 3 , que, pour qu'une fonction
e -
f € (;zz (1) appartienne & O. 22 (£1) , il faut et il suffit que ses
traces Xk f, kg<m1l, soient nulles.
Théoreme 2 : Toute fonetion f € ‘fig (Rﬁ) est la restriction E:) Rﬁ d'une
fonction de 22 (%) .
Démonstration : Soicnt f € G 22 (Rﬁ) ot g 635322 (7") . Le raccolement
de ces doux fonctions est dons L2 (R®) . Il sera dans é;gz (R®) si et

seulement si toutes les traces jusqu'd 1'ordre m-1 coincident.

Car alors
A N
P(F+3) = (@ 0)"+ 0P o) € 17 (&) pour [p|gm .

(Remarquons en effct que pour gt, on o la formule 3 , mais avec le signe -
devant toutes les couches portées par le bord, définies par des produits
tensoriels).

Pour_xn< 0 , soit
(6) g(g 5 xn) :Z o, f (Z , —\)Xn)

V=1
P éln n
I1 est évident que g € 2 (R7) . D'autre part

{x g:ASm——- a))("”)k Jy

v=1

La coincidence des traces conduit & la résolution de

. m
(7) Ela))(—v)k=1 K=0,1,2.., 0l
V= :

. (La valeur ‘v =0 a été cxclue du fait qu'il faut - \)xn £0).
Ce systéme de m équationspar rapport aux m inconnues 2, est cramérien

(déterminant de Vandermonde) done il est résoluble et on peut trouver g ,
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~ ~
d'oh f + g prolongeant £ . Rem>rquons que nous trouvons méme un prolon-

gement lindaire continu de 32 (Rrj) dans &;12 (") .

—— t——

Corollaire ¢ Dans 5‘22 (RI:), les restrictions de fonctions de
@ (®") sont denses.
En effet, (&) est densc dans é;z (&%) .

Corollaire : L'application f -—» 6’ f est lo scule application linéaire

continue de 511'2 (Rﬁ) dans IR (Rn—l) qui coincide avec la trace usuelle

pour la restriction d'une fonction de (0 (R™) .




