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Exposé n° 11

PRALIMINATRES A L'ETUDE DU PROBLEME DE DIRICHIET.
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° e
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Soit ). un ouvert C R, de frontiere | ILe probléme de DIRICHLET,

en un sens vague, consiste & trouver une fonction f dans Q , qui vérifie
AN f=g dans O
f=u sur {1, g et u donnés,

Pour étudier ce protllme, et les problimes analogues posés pour d'autres opéra-

teurs différentiels, il faut introduire divers espaces fonctionnels.

Définition 1 : On désigne par Ezmz(il) 1l'espace formé des f € L2(S1) dont

. : L . . .
toutes les dérivées diordre < m dangs () , au sens des distributions (ctest-

3-dire les dérivées de f considérée comme élément de @ () ) sont dans
12(Q) .

Sur )kfl) , on met le produit scalaire suivant, qui définit sur e
Tb L2
une structure préhilbertisnne.

(f,g) =2 (Pr,0%¢),

‘ ipl<m L

: (rappelons ia nototion @ p = (pl,o..,pn) 5 APl =Py + «ee + P s
5Pl
— p] ) p- °

6;{1 L ees o5

La norme correspondante sera notée \anlm .

Proposition 1 : 8:m (1) est un espace de Hilbert.

Cela revient & d1r° qu'il est complet ; or, soit (f ) une suite de
CAUCHY dans E’LZ (£1) 3 pcrtout p, |p|l<m, les (Dp £, ) forment une
suite de Cauchy dans \I)) , dorc les (DP £, ) tendent dans 12 (£) vers
gp ;5 posons f = g, . Dans ®'(Y) , les DP fi tendent vers DY f y On a
donc : P f = g, donc f est dans Eimz(fl) et y est limite des £, .

L
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Définition 2 : On désigne par @Iﬁz(ﬁ) 1'adhérence de (D (L) dans 822(51')

C'est aussi 1'adhérence de 5?2(.0.) n €'(Q) : car toute f € g?zﬁ)ﬁ EQ)

est limite de ses régularisdes qui sont dans () (1) .

C'est cet espace qui interviendra dans la résolution du problime de
Dirichlep. Pour le moment, nous chercherons 4 en donner une interprétation mone
trant que, en un certain sens, (Q) est le sous-espace de Cm (Q)
formé des fonctions nulles sur .Q. a1*131 que leurs dérivées normales jusqu'a

1'ordre m-1 . Considérons d'abord le cas : {1l = R

Proposition 2 : () est dense dans & mZ(Rn) (autrement dit :
L
m 0y _ ©m ,on :
D L®) = & HED ).
Soit o{i une suite de fonctions €@ , dont toutes les dérivées d'ordre

£m soient borndes, oA . étant égal & 1 sur la boule de centre 0O et de
reyon i ; et soit f 68122(3") .

Pour tout i, o, f est 3 supvort compact, et appartient & 8m2(Rn) ;
O(i f est limite dans 8’;2 de ses régularisdes, donc oAy fé@mz(Rn) . Tout
- L

revient donc & démontrer que, dans & m2 s I est limite des o(i f.
L

Or, dans 12 , les Ry f tendent vers f (théoréme de Lebesque) ; alors

9

of of 2 . .
ax A, £ = (5}—{— ol , ) o Ty 5‘};; tend vers ¥ dans L7 , et ainsi de sui-

1
te par récurrence ; donc les Dp(o(l ) (\pl £ m) tendent vers D° £ dans

L2 ; d'ol le résultat.

Nous verrons plus tard que la proposition 2 est wvalable pour tous les
ouverts dont le. complémentaire est assez petit (par exemple, s'il est réduit

4 un point) pour m [g]

Par contre, elle est fausse en général, et le théoréme 1 va nous permet-

tre d'en trouver des contre-exemples, -

Notation : Pour f € Lz(.(l) , on désigne par f 1la fonction €L2(Rn) égale
a2 £ sur Q0 et & zéro sur ()Q .

}
i

Théoréme 1 : Pour tout f @m (Q) , on e fm (R ) ;3 plus précisément,
/
nJ

(DP f) . En effet, f est limite

pour tout pf\p\ém,ona»: P f
dans @mz(ﬂ) de fonctions f.€ (D (Q) s come & 0,(Q) et &M @EY

induisent la méme norme sur Q) (Q1) , les fi forment une suite de Cauchy

dans 51;2(Rn) , espace complet : soit g sa limite ; dans 12 , g estla
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~J ~
limite des f.l , donc g=1f .,

nJ - ~nJ)
On a trivialement DP fi = (DP fi) ; mais (DP fi)N converge vers

~J ~

(0P £)V dans LZ(Rn) , pour \p\< m , et, puisque f, converge vers f
dans ET_(RY) , P £, converge vers DP f dans I2(R™) ; donc
L2 1

(o® £)¥=DP T, C.Q.F.D.

Fal

Exemple : Soit SY. une boude, et f wune fonction indéfiniment différentiable

—

ur S ¢ pour que f soit dans @ (Q) , 11 est nécessaire que les i ’

\p| € m , ne contiennent pas de couches portées par ﬂ ; c'est-a-dire que
f soit nulle sur QO aihsi que ses dérivées normales d'ordre < m-1 . Dans ce

cas, on voit donc que lg fonction égale & 1 sur 2 n'est pas dans
PT5(2) 5 pour m> 1.

Si 1'on n'impose aucune restriction & L , la réciproque du théoréme 1

est fausse.

Voici des cas ol elle est vraie. Znoncons-la sous une forme équivalente 3

Proposition 3 ¢ Si ) est un demi-espace, toube fonction f € 8 (Rn) ’

dont le support est contenu dans <) , a pour restriction & (L une fonction

appartenant & @) ?2(0) . On peut supposer que <L) est le demi-espace :

xn> 0 ; considérons los translations tlﬁ parélléles a o X, avec £ >0,
Les fonctions

%€f=f(X1,X2,ooo,X€)

ont leurs supports dans le demi-espace X, > ¢ - En tronquant et régulari-
sant, on voit que les restrictions &4 XL des <. f sont dans @mz(ﬂ) .
Mais, si £ —> 0, les ‘t f tendent vers f dans Sm (%) (ca% les opé-
rateurs . sont equlcontlnus (de norme 1), et converge%t vers 1'identité
sur ) (R® ) , dense dans Em (") ), donc leurs restrlctlons'dans E, 2(ﬂ.)

Par suite, on a : fc@m (.Q) .

Le méme rdlsonnement S appllqueralt un cuvert {1 possédant la proprié-
té suivante : il existe un point a tel que toutes les homothéties de rapport
1+2 (ou 1-&) de centre a envoient kel dans {7 . Exemples : les ouversbs
convexes, les ouverts complémentaires de convexes d'intéfieur non vide, Les
hypothéses précédentes sur {1 sont globales, mais le probléme est visible-

ment de caractére local :
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Proposition 3 bis s Soit 0 un ouvert de R~ . Supposons qu'il existe un re-

couvrement de R® par des ouverts @”i tels que toute fonction de 8122(Rn)

de support compact contenu dans (1~ C/i ait pour restriction &

_ : . ; I . -m n
Q4 = O n @'i une fonction de @Lz(_\li) , alors toute fonction de éLz(R )

de support contenu dans Q a pour restriction & {1 une fonction de
@mz(ﬂ) .
L

Soit en effet f €& Siz(Rn) de supnort dans {1 . Elle est limite de

tronquées Bf , de sorte qu'on peut toujours se ramener au cas o f aun

~ support compact K C LY . Soit A, une partition de 1'unité subordonnée au
n N

recouvrement de R~ par les éli . Mors f , & support compact, est une som-

me finie z oki f, et il suf’it de démontrer la propriété pour O(i £
i —
cela revient & se ramener au cas oi f a un support compact K,C -Q.(S*@'i .

On sait alors que la restriction de f & -Qi est limite dans 8?2(Qi)
de fonctions de @) (Qi) donc sa restriction & ) est aussi limite dans
E.IEZ(D.) ‘de ces mémes fonctions ¢ () () .

Exemple : Supposons que £} soit une variétd indéfiniment différentiable &
n-1 dimensions, et que 0 s6it d'un seul coté de cette variété. On pourra

prendre des @'i telles que pour chaque i on ait la propriété suivante :
a) ou bien Qi = O r\,O’i est vide ;

b) ou bien 1, = O, ;
B! i

c) ou bien il existe un homéomorvhisme indéfiniment différentiable d'un

. ‘ : n .
voisinage Vi de @; sur un ouvert Vi de R~ tel que .Q(\Vi soit amené

sur la partie x >0 de V!, {1 AV, sur la partie x =0 de V!.
n 1 1 n 1

Les conditions d'avplication de la proposition 3 bis sont alors vérifides.
C'est trivial pour a) et pour b). Dans le cas c), soit f € 82,(3’“) de sup-
port compact contenu dans L 2l C 1 . L'image de f par 1'homéomorphisme est

une fonction g € f?Z(Rn) de support compact dans ‘(xn>, 0) n 6’% ( &1t

image de @i ). g est alors limite des %g g (voir page 11-03) qui, si &
est assez petit, ont leurs supporte compacts contenus dans (xn> 0) o (9’3.'_ ’
done f est limite dans 8?2(Rn) de fonctions & support compact dans Qi

C.Q.F'.D,

 Remarque : L'hypothése suivant laquelle L1 est d'un seul coté de L1 est

essentielle dans cet exemple. Ainsi pour () = C(xn = 0) dans R , une
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e m esl m . . . s
fonetion f € & L2(,O_) dans @ L2(_Q.) si et seulement si scs restrictions i
Q, = (xn> )Ly ot &L = (xn < 0)n L sont respectivement dans
m m . 2 m n . sas o . ’
(DL2(Q+) et () LZ(Q"‘> ; done si f € &LZ(R ) est indéfiniment différen-
tiable)sa restriction & {1 ne peut avvartenir a @?Z(Q) qui si f est

nulle ainsi que ses dérivées normales d'ordre <m-1 sur X = 0 (proposi-

tion 3), alors que toute f a son supvort dans O =r",

Nous allons voir maintenant que moycnnant certuines hypothdses sur {1 ,
on peut donner un scns précis & la notion de "valcur au bord" d'unc fonction
n
¢ % (a) .
12

Théoréme 2 : Soit () un demi-cspace x,>0.Pour m>»1, il existe une

apolication continue y : 8?2(0.) —""Lz(fl) gui coincide, pour les fonctions
indéfiniment différentiables sur <L , avec la trace de f sur L1,

Soit fx(xn)G () une fonction de la variable X épale & 1 au voisi-

hdge de x = 0 , de su»port contenu dans \xn\_ < h . Soit f wune fonction
E 8112(0.) . On aura encore : ~ f € & ?2(Q) , et il cxiste une constante k
tolle que M £ < fuem? .

On peut (Distributions, chavitre II, théoréme 5) choisir une fonction

£ presque partout égale & £ , absolument continug sur presque tutes les
garalléles a4 1'axe des X, 5 de dérivéec usuclle %~ Presque partout égale &
£

. Nous allons montrer que, pour prcsque toutes Mos valeurs de
n :

€= (xl' s Xp 5 vee xn__l) , f(§, xn) a une limite ¥ £(§) pour x —>0.

S'il en est ainsi, cette limite sera définie presque partout, ct indénendante
du choix de T aune équivalence preés ; car pour 2 choix différents, les 2
fonctions f sont presque partout égales, donc,sur presque toutes les paral-
leéles & 1l'axe des X s elles sont presque partout égales donc partout égales
puisque continues, et leurs limites pour X —> 0 seront bien presque partout
égales. Paur montrer 1l'existence de cette limite, il suffit de le montrer pour

~
A f , qui est absolument continue en X quand f'\ 1'est, Or

[

2 .
S \ dx; ... dx < oo donc, pour presque tout € =
0 n A

+CQ
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Comme cette fonction est & support compact, a fortiori

+00 N

\-@éd—l\ dx < +00 .
. o x, n

Donc sur presquc toutes les peralleles & 1l'axe des X %o—;—fl est sorma-

n
~

ble, donc o f a bien une limite ¥ £(§) . De plus

2. ' A\ .\
\\Xf\\Lz(_Q)é (Rn—l d% (f}—éﬁ‘i dxn)

X
n

<n f dEJ 2L e, ¢ [0
Jgl _ ‘

sl e s nx en? C.Q.F.D.

Remarque : Comme nous ne savons pas cncorec que les fonctions indéfiniment dif-
férentiables sur () sont denses dans & mz(_ﬂ) » NOUS ne savons pas encore
que 1'application trace ¥ ., est la scule & vérificr les propriétés de ce
théoréme,



