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Séminaire SCHWARTZ
(Equations aux dérivées partielles)
Année 1954/55

Exposé n° 10

EQUATION DE LA CHALEUR.
RETOUR AUX PROPRIETES DU LAPLACIEN.

Fquation de la chaleur.

n désignant un entier > O, on pose N =n + 1 ; le point courant de
RN sera désigné par (x , t) ot t € R est la variable de "temps" et
x € R 1la variable "d'espace” . L'équation de la chaleur avec second membre

est alors : .)
(1) (CS&—XA)f:Df:g
4 5 :
= :Z Er— est le laplacien par rapport aux variables d'espace. On fera
1
= 6.* 1 dans la suite.

PROPOSITION : On définit une solution élémentaire de 1'équation de la

chaleur en vosant :

(2) E(x, t) = (“‘““) exp( - =) Y(t) Y fonction d'Heaviside
2 vf“‘ 4%
_ 2, 2
W= X Foees + X
E est nulle pour t <0 & cause du facteur Y(t) et il est clair
qu'elle est analytique en (x , t) pour t >0 , autrement dit elle est
analytique en (x , t) pour t # O . Pour montrer qu'elle est indéfiniment

différentiable en dehors de l'origine, il suffit d’aprés un résultat bien

connu de faire voir que lorsgue x reste dans un compact ne contenant pas

O et que t tend vers O par valeurs positives, E tend vers O ainsi

que chacune de ses dérivées. Or ceci résulte de ce que chacune de ces déri-
vées est le produit de E par un polyndme en t"% et x , et que le facteur
exponentiel (pour x # 0) tend vers O plus vite que toute puissance de t .

D'autre part, on a vu & 1'exposé n°® 6 que E est en dehors de l'origine
indéf, diff. de classe (1,2) en (x , t) .

Le calcul suivant montre que E est solution "usuelle" de l'équation
homogéne
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{Q%} = VT 2 2 2 ﬁg) exp(~ 33) ¥(t)

~1,2
Tt/

2 TS —
E\J 4u§j§ + Zn%% - 2V 2 (g

3E
Dt

Pour montrer que E définit une distribution, il faut montrer qu'elle

5y

- 55) exp(- 43) ()

est localement sommable ; on va montrer plus, & savoir qu'elle est sommable
dans toute bande a £t <b ., Comme E est une fonction positive et qu'elle

est évidemment mesurable, il suffit pour prouver notre assertion de montrer
b

que 5 dt SE(X , t) dx <+ © , ceci en vertu de Lebesgue-Fubini. Or si
Va

: — , n
l'on pose x = 2\/Tt g et v=]é\2=2%§ , on a
T

(3) ﬁs(x , t) ax = jexp(:nv) a€ = T?( fexp(—ﬂ%i) d%i =1

car u=4Tt v,

d'ol immédiatement 1'inégalité cherchée.

Pour achever, nous considérerons E comme une fonction E(t) en t a
valeur dans l'espace (D,x des distributions en x . Pour t #0O , clest une
fonction de classe C* en t & valeui' dans 1l'espace & < des fonctions de
classe C° en x , donc a fortiori a valeur dans @L , fonction qui est .
nulle pour t < O ., D'autre part, lorsque t tend ver‘s' 0 par valeurs posi-
tives, on va montrer que E(% , t) tend vers $ (%) : pour voir cela, on
remarque que E est positive, qu'elle tend uniformément vers O sur tout
compact de l'espace des x qui ne contient pas O et que si X est un

voisinage compact de O dans l'espace des x

(4) IK,E(x,t)dX= jK exp(—ﬂiéiz) -dg — 1

2Vt
car K/2 \/—Tﬁ tend & remplir tout l'espace. Ceci assure la convergence de

E(%X, t) wvers p) (%) en vertu de critéres bien connus.

Nous pouvons maintenant montrer que E est solution élémentaire de
1'opérateur %E - /N . En effet dérivons E(t) par rapport & t en tant que
distribution en t & valeurs @ans CD;: ;3 comme il y a une discontin ’_% de
premiére espéce pour t = 0 , il faut ajouter & la dérivée usuelle %E;



10-03

le terme §(t) E(+0) - & (t) E(-0) soit S(t) S(x) = S(fc , )

-
aE (3B .
D'autre part pour t #0 , on a AT = i[l E} , d'oli finalement 3
> -
E 2 (& - S
parce que E est solutlon de 1'equat¢on homogéne de la chaleur en dehors de

1torigine. (6) est bien équivalente & 6t ~AE = S .
C.Q.F.D.

Opérateur P(D) ou P est un polvnome.

De 12 méme manidre que dans 1'exposé précédent, le probleéme de la
rocherche d'une solution élémentaire de 1'opérateur P(D) se raméne au
méme probléme dans le cas ou P(D) = (D + %)k . Plus généralement, nous
allons montrer que si D est un opérateur de la forme XF - D ol DX
est un opérateur lindaire continu opérant sur 1'éspace GD; (non nécessai-
rement un opérateur différentiel), et qu'on posséde une distribution Eé = E

vérifiant 1'équation s

0 k¥ _k
(7) (5 - D, + N By = S(x, t)
avee k=1, A=0, on obtloﬁtlune solution de 1'équation (7) la plus
générale en posant E\ = - %k 1), . Pour le voir, on suppose d'abord
) ~
k =1 et cela résulte alors du calcul suivant @
o) o) —At -t R -At -\t
(8) at—D)EA_%( E) -e DXE_[(at-DX) Ele " -AEe

= $(x , t) - AIE} .

Puis on raisomne par récurrence sur k .

d k 1 1 k—l 1 % -1
(9)  (Gg - D +M) E) “61; ((k F 5) - D, E, (k 07 * MBS e
tk~2 aEl
=WEA Trr O )
_Elj—‘ (k 1)' g(X,t)
Si k>2, le deuxidme terme est nul et il reste
o gkt
(10) (6,G ~D_.+ \) E E\ k=2

d'ol immédiatement le résultat cherché par récurrence sur k .
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Si on revient au cas de D = A , on peut étendre la définition de E§

k 1
AL ) E(x , t) pour
Mk >0 et en se servant ensuite de la formule (10) pour (L k < 0 , cette

définition étant sans ambiguité car le méme calcul que plus haut montre que
la formule (10) est valable pour (Lk >1 . On peut aussi utiliser des par-

pour tout nombre complexe % en posant EA =e

ties finies.

On a alors E)\ = A\ }\ = (g% - + X)S et la formule (10) avee
DX = A est valable en toute généralité. Pour A £ixé EA est une fonction
holomorphe de k & wvalcur dans G%i L t) car on voit sur la définition qu'il
en est ainsi pour ((k > 1 ot la formule (10) permet d'étendre ce résultat
au cas ob bk <1 . (Car g; -+ N estun opérateur continu dans @% t)) .

Enfin, on peut définir le produit de convolution de E§ et E? car ce
sont des distributions appartenant & l'espace (GDLl) C)(CD ) comme on le
voit en examinant d'abord le cas ol k et h ont des parties reelles
strictement plus grandes que 1 (elles appartiennent méme dans ce cas & lles-
pace (@)L) (L ) = (L ) @(&) )t) et en appliquant ensuite un certain
" nombre de fois 1lfo perateur différentiel 3% A + A . On va démontrer la
formule suivante
(11) Elf\ . Eﬁ = Ek+h

Si la formule (11) est démontrée pour {1k , (lh >1 , le principe de
prolongement analytique la démontrera en toute généralité., Or si k et h
ont des parties réelles strictemcnt plus grandes que 1 , on a affaire & des
fonetions sommables en x , & support limité & gauche en t et Lebesgue- |

Fubini montre que

t _
(12) (E1§ % Elz\l)(x , t) = j Ef (%, t—-s)(;) Ei (X, s) ds

0
_ At b o(gog)kl BT E(X , t-s) % E(%X, s) ds
- 0 r() r(n) (x)

Or pour t flxe, la transformee de Fourier en x de E(x, t) est
B(p, t) = exm (- 470° |p1%) et done Blp, t-8)E (p,s) =Blp, t)
d'oll en appliquant la transformation de Fourier inverse

(13) E(X , t-s) x) E(X, s) =B(%, t)
et finalément $ * .
t k~1  h-1 h+k-1

L - =\t (t-s) _ ~Xt 3t
(14‘) (By % E\)(x,t) = E(x,t)e fo rs(k) F.(h) ds = E(x,t)e EO)
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ce qui achdve de démontrer la formule (1t) .

Retour & 1'étude du laplacien.

Ordre d'une distribution par rapport a L2 .

Nous allons introduire une notion d'ordre d'unc distribution différente
de celle introduite dans le Tome 1 du Traité des distributions mais qui est
plus maniable dans les questions ol interviennent les fonctions de carré

sommable.

Nous dirons donec, par définition, qu'une distribution T est, dens un
ouvert &) ,d'ordre £ -m (0 €£m < + ) (par rapport & Lz), si localement

dans (1 ,ses dérivées d'ordre < m sont dans 12 ; et qu'elle est d'ordre
< m (0 ¢m <+ 00) gielle est localement dans () gomme finie de déri-

-

vées d'ordre < m de fonctions appartenant & 1?2 . Si l'ordre de T est

< m {(m entier positif ou négatif) mais qu'il n'est pas < m - 1 , nous

~

dirons que l'ordre de T est exactement m .

D'aprés le théoréme de structure des distributions, toute distribution
est dans un ouvert borné d'ordre fini positif, ou négatif. Pour qu'elle soit
une fonction de classe CCO, il faut et il suffit que son ordre soit - o .
D'autre part, il est clair suf la définition que les sous-enscmbles de (P!
formés par les distributions d'ordre < m forment une suite croissante de
sous-espaces et que si T est diordre £ m , DT est d'ordre <m+|p| .
Nous allons démontrer une réciproque de ce résultat dans le cas du laplaciem

en énongant le théoreme :

THEOREME Si T est une distribution d'ordre < m dens un ouvert L,

T eost une distribution diordre € m ~2 dans §).

Pour m = 0 , ce théordme signifie que si localement AT €£L2 , les

dérivées partielles de T d'ordre < 2 sont aussi localement dans L2 .
La démonstration se fait en plusieurs étapes.

A) On suppose dtabord T & support compact, f(p) désignera alors s trans-
formée de Fourier qui est en tout cas une fonction continue.

(Al) Pour gue T & support compacf soit d'ordre « m , il faut et il

suffit que f(p)/ (p!m soit une fonction de carré sommable pour |p} > 1

Soit pour commencer m = - m' £ 0, autrement dit, dire que T est

d'ordre £ m signifie que T est une fonction & support compact dont les

t e s 2 . . .
derivées d'ordre < m' sont dans L~ ., Mais on sait que la transformation
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de Fourier cst un isomorphisme de Lz(x) sur Lz(p) et que si P est un
polynéme & n variables, P(-b—}-c) T a pour transforméc de Fourier

P(27ip)f(p) ; donc, dire que T est d'ordre ¢ m équivaut & dire que le
produit de f par un polyndme de degré <« m' est dans L'2 dans tout

l'espace ou méme simplement pour [p| =1 puisque f est continue. On en

2 a s m! <= m' 2 v
déduit que choque p; £ donec 2_ |p;| f est dens L7 pour ]p{ >1,

mais pour lp| >1 le rapport {plmi/z ’pism’ est borné donc {plm'f
est dans L2 poux }pi 2 1 . En sens inverse, si ‘plm’f est de cerré
sommable pour |p} =1, il cn est de méme du produit de f par un polyndme
de degré < m' , car le rapport dun tel polyndme & ]plm, est borné pour
(pl >1

Supposons muintenant m >0 , donc T diordre £ m signifie que T

ost de 1a forme T = > DkT
}kls

Mais on peut choisir les T

" ol les Tk sont localement dans L2 .

K a support compact ; en effet puisque T est
& support compact il existe une fonction « de classe c® 2 support

compact égale & 1 sur un voisinage du support de T , donc

=T = > (X(D Ty ) . Or la formule de Leibniz montre que D (O(T )
est somme dlé‘termes chxD ’I‘k

de o« , tous ces termes sont nuls sauf Dka ; donc T = Z p* (O(T )

o T, € g ot & 12, Sl £, est la transformée de Fourier de T, ona

donc £ = (21 Tp) f, et les f sont dans L2 donec f/] pf m
S lkfgm :
dans L~ pour |p| > 1 . Réciproquement si f/ [p[m ost dons L° pour

lp} >1, comme f est continue , g = £/(1 +>_ ‘pif'm) est dans 1? dans

avec |ql + {r] =k ; mais en vertu du choix

[p;] ™

tout 1l'espace des P s de méme que @ —F— g = gi ;et par suite
| (p;)"
f=g+ z P; 8, done par Fourier T est somme finie de dérivées d'ordre

i
< m de fonctions de L2 . Ceci acheve la démonstration de notre assertion

(a,) . :
(Az) Si T est d support compact et A T est d'ordre £ m, alors T
est d'ordre < m -2 .

En effet la transformée de Fourier de A T est -4 TT2 &p}zf s d'apreés
(Ay) tp[ f/\p; est donc dans L° pour’ {p] >1, donc f/[p]m"2 est dans
L~ pour ‘p{ >1, ce qui toujours d'apres (Al) prouve que T est d'ordre

S_m"‘z:
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B) Si AT estd support compact et d'ordre «m , alors T gst d'ordre
4 m - 2 °

La définition de L'ordre d'unc distribuiion est locale, nous avons
done & démontrer que pour tout ouvert borné U , T est d'ordre < m -2
sur U , Introdu'.sons donc une fonction « de classe ¢® a support compact
égale & I identiquement sur U et sur un voisinage du support (compact) de
LT, LA(XT) est la somme de X o [N T et de termes qui font intervenir
des dérivées de & donc sont nuls dons un voisinage du support A T.
Mais si A T est nulle dans un ouvert, T est dans cet ouvert une fonction
harmonique donc analytique et donc les termes restants de A(O( T) sont de
classe C° dons tout liespace. Mais A T est d'ordre L et of de
classc 0% , donc o« /D T est d'ordre & m . Finclement A(XT) est
d'ordro « m , mois comme T cst & support compact, on peut appliquer le
résultat du Az et conclure que T est dfordre (m -2 , donc.que T
égale & X T dans U est, dans cet ouvert d'ordre ¢ m -2 .
C) Cas général : On suppose que £ T est d'ordre <mn dans un ouvert (1
On prend alors un ouvert borné «w , & contenu dans Q s buls une fonction

o« de classe C® 2 support compact égale & 1 sur w . Si l'on pose

S, = AA T et S, = (1-x) L7, S, est & support compact, S, est nulle

dans Wes AT= Sl‘ + S, . Appelons T, le potentiel de Sl s clest donc
une distribution telle que A Tl = Sl s pulis posons T = ’1‘1 + Tz . Maig
AT est d'ordre ( m , donc il en est de méme de Sl =x. AT s et par
suite en appliquant le résultat de B) ce qui est licite puisque S, = A T,
est & support compact, on voit que ’Pl est dlordre £ m ~ 2 . Par ailleurs
ona A T2 = S2 et 82 est nulle dons (@ , donc T2 ~est une fonction
harmonique‘dono analytique dans W , et T qui est somme de f[‘1 ot »Tz
est donc bicn diordere & m -2 dans (v , donc dans Q puisque O est
quelconque et que la notion d'ordre est locale.
C.Q.F.D.

~

COROLLATRE : 8i D, est un opérateur différentiel dlordre < 1 &

coefficients_indéfiniment différentiaobles, l'opérateur A + D, est ellipti-
que.

Soit Q un ouvert borné et supposons que (A. + Dl) T soit une’
fonction de classe C® dans ) , autrement dit « = (O + D;) T est
dfordre £ m pour tout entiér m (de signe quelconque) dans L1 | Mais
alors si T est exactement d’ordre n dans Ll , D,T est d'ordre
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£ n+l dans Q et OAT= x- DT est aussi d'ordre ¢ n+l dans L ;
done T ost d'ordre <« n-1 dans () diapres le théoreme. Cela signifie
que n <n -1 , donc, en se rappelant que - wKn ¢+ W, ona n =~ W ,

et T €& (L), ce qui prouve bien que A + D, est elliptique.

e . . S0

Plus géndralemnt, si A\« Dl) T est dlordre <m dans &L , T est
dlordre £ nm -2 .
Soit en effet n 1llordre exact de T dans (L . Alors l'ordre de
D,T cst <n + 1, onc l'crdic de A\ T = (zf:X+D ) T - DT est
sup(m , n+I) ; alors d‘aprds Lo théordme, liordre de T est

1

£

Lewp(m-2,n~-1) ., 0nadonec n ¢stp (m~-2 , n-1) done
n

REMARQUE : Le noticn dfordre au sens de ? s des propriétés bien plus
simples que la notion d'ordre introduite dans le tome I des Distributions.
Signalons en particulier ru: 3

1°) Si les dérivdes dlord=c < k de T sont diordre ¢ m, T est
dfordre £ m - kX . Il suffit de le montrer pour k = I , Or, si les dérivées

dtordre <1 de T sons dlordre <m , L\ T est diordre < m + 1 , done
T est bien d'ordre < m ~ 1.

2°) Soit £m llespace des distribubions d?ordfe £m, Jf{j” 1l'espace
des distributionsa suvport comract d'ordre <« m. (1)

On voit sans peine qu'on peut mettre sur ,@m une topologie (de carac-

tere local suw Rn) el sur 3{, une topologle limite inductive, qui en font
es espaces réflexifs, oo réchets, type e dual de
a flexifs, O Fréchets, " HF, 10 qual de SO

étant O,

. :
f ) 3{ est 1l'initiale de comp&c'b °B est l’mltla.lerde local l’appa.rtenance
a oﬁ étamt une propriété de caractere local sur R~



