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Séminaire SCHWARTZ
(Equations aux dérivées partielles)

Année 1954/55
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Exposé n° 9

OPERATEURS INVARIANTS PAR ROTATIONS.
FONCTIONS METAHARMONIQUES
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Opérateurs différentiels invariants par rotation.

Nous gardons les notations de 1l'exposé 7 .

Soit D un opérateur différentiel invariant par tous les déplacements
de R° ¢ D= P( ) ot P est un polyndme & n variables & coefficients
complexes, puisque D est invariant par translation. D'autre part P est
invariant par rotation, done P(X) = OR Xz) , et par suite D = D) ,
Q(z) étant un polyndme & une variable z et [\ étant le laplacien.

Ecrivons le développement de 5%;3 en éléments simples

(1) | -Q%—)- = }: C,\ Jk (Z-l—/\).-k

81 C, & #0 , Q est divisible par (z+h) , soit Q(z) = QA k(z)(z-n\)
et de l‘egallte (1) on déduit en multipliant par Q

(2) 1= E: cA,k QX,k (z) , done I = E: CA,k QA,k ([l) .

. Donc si U est une distribution queleconque, et si on pose

Uppe = U (B) U5 om
3) 0 () U= (AN 1y ; U=2 0y Uy

Il en résulte que si U est une solution élémentaire de Q (£\) , chaque

U Mk ‘est solution élémenteire de (A+)\)k s et réeiproquement si, pour

toute valeur de X k, U\ Jk est une solution élémentaire quelconque de
(ZX+A) , alors la distribation U donnde par la dernidre formule (3) vérifie

QAT =T 0y, AT, L =50 8 (DIANT, =T 0,0 (A>8 5.

La recherche'dee solutions élémentaires de D est donc ramende & celle
des solutions élémentaires de ([&+))k . Soit U une solution élémentaire
de A+h qui dépende (comme distribution en x ) différentiablement du
paramétre A . Posons
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-1 k-1 a
(4) Uk :i—l—r(k TR k >1

On va montrer par récurrence sur k que 4N )k est solution élémentaire de
(Ad) . Or, pour k=1,0, =0T, ;¢ lest done bien lo cas. Puis, si

i
(L\.-H\) Uy g = 8 ,dérivant par rapport & A et appliquant 1'opérateur
2
A+ N, il vient
k. _ k+1 _
(5) k(D) Upge + (BN (& U) ge1) =0
d'oll en tenant compte de 1l'hypothése de récurrcnce

(6) GYR S NEIY

Or la formule (31) de 1l'exposé 8 fournit une solution élémentaire de
A , & savoir

\ ol 1
(7) U, (x) = 42 Mn, (VA 1) r=|x|
A n n n -1
-2‘+1 :2'—-1 z—-l 2
2 w r
Mais, quelle que soit la parité de n , la fonction de Neumann peut s'éerire
N, (v) = A(u) + log u B(u)
2" -1
u2

ou A et B sont des fonctions entidres. On en déduit

nl
@ W =g LT A2 10g (VT 0 3y (VR D
| [}

ce qui prouve que U A dépend méme analytiquement de A dans 1l'espace des

distributions, pour X # O . De plus, ses dérivées particlles en A sont
les fonctions égales, pour r >0 , aux dérivées usuelles.

UA’k s'obtient en dérivant (k-1) fois U, par rapport & A . Ce
faisant il ost bon de rappeler la formule de rdcurrence des fonetions de
Neumann

(9) N'v(x) = —%: N (x) + N))-l (x)

Ou encore, ce qui est équivalent
4 vy _ »
(10) o () x%) =n (%) x

La formule suivante s'en déduit immédiatement par récurrence en tenant

compte de % £V r) = -g '#)\ £1( \/T r) (avee f(u) = u‘)N\)(u)) :
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A% - No, (VA 1)

n
-1 %+k  3-k 2
22

)k—l

N

(=1

(11) U,\,k(x) =

s
HI\J 5

(k-1) 27
Coci n'est valable que si A # 0 . Dans le cas )\ =0 , les solutions
é1émentaires de L\k sont calculées dans le tome 1 des Distributions (page 47).

. : B
(12)  AREF™) = (2k-n)(2k-2-n)...(4-n)(2-n) 257 (1) ‘%%2)— )

si 2k-n <0 , ousi 2kn>0 et n impair ;

(13)  OF(**P1og r) = (2k-n)... Do (2-m) 2 k1) ‘-ZF——-—

. (le facteur O cst omis) si 2k-n >0 et n pair.

Fonctions méteharmonigues
Une fonction U solution de 1l'équation (A+)) U =0 stappelle
) -métaharmonique. D'aprés la formule (31) de l'exposé 8, toute fonctiom

métaharmonique invariante par rotation est proportionnelle & la fonction

51 (3 ré
) 220 0 (Vip = 3 () ——2—— = (x)
' r%—l )\%‘—% 121“l AT m30 4™ r(m%)

qui prend la valeur 1 & l'origine (en vertu du choix du coefficient).

" Soit U métaharmonique, alors comme (A U)h:A Uq 5 U,ti est
aussi métaharmonique et invariante par rotation et vk (0) =U(0) , ona
done UHR(x) = j(lx|) U(0) autrement dit si U(R) est 12 valeur moyenne de

U sur la sphére de rayon R centrée en O , on a

(15) U(R) = U(0) 3(R)
Réciproquenent, supposons que U soit continue et vérifie 1'équation

(15) quals que soient O et R . Cette équation s'éerit
U x ()A(R) - j(R)S) =0 si ju(R) est 1a masse +! répartie de manidre
homogéne sur 1la sphére de rayon R . On va démontrer que toute distribution
U vérifiant cette équation de convolution quel que soit R, est A —méta—
harmonique. Cherchons le développement asymptotique de /u.(R) par rapport
au paramétre R tendant vers O .

Si SR est 1a misse +1 aupoint (R, 0,0, .u. ,0) ona
I d
R

/A(R) = ct (Dl = a";;
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(16) S~ > (-1)" E (0.)"5
my0

dtaprés la formule de Taylor ( 7~ indique qu'il s'agit d'un développement
asymptotique non convergent) . Appliquant 1'opération L.‘ terme & terme
(ce qui est licite car clle est continue) on trouve

(17) M(B) =2 1—%%3 ’" (07 &) i

1

Or (Dx;l 5)\:‘ ost nulle en dehore de l'origine, horogéne d'ordre -m (en

tant que courant de degré n ) et invariante par rotation, donc =0 si

m est impair et égale & 8, APS  si m=2p. De plus

(18) <0, P> = <P, P> = (2p)

p—2

et d'autre part A (rzp) = 2p(2p+n—2) r2 dtol

(19)  <OPS, P> =2 M+ 2)/T(2)

Finalement

(20)  M(R) =2 2_ zpr(n/Z)‘ — BPAPS ~j(1R AZFATE) §
py0 2°F p! [ (p+ 3 )

En négligeant les termes dtordre > 3 on a done

2
(1) plB) - SRS > 2 (A84AD)

clest-a-dire 0 = =3 (J(R) % U - §(R) Uy = (D +A) T
R R 0 <1

Donc 1'éguation (15) caractérise les fonctions ) —métaharmoniques.

Propridtés des fonctions métaharmonigues
' Elles se déduisent de 1'équation (15)
t) A >0 1a fonction j(R) est oscillante et décroit pour les petites

valeurs de R . D'autre part \A{n—l j(R) est asymptotique & un polyndme

trigonométrique lorsque R ——y © . En conséquence a

a) si a st 1o suite des zéros de J n , alors pour R = —=%% Y
”” e 7
U(R) =0 ; done U = une valeur moyenne nulle sur toute sphére de

- a N

v N .
rayon e s en particulier sur toute sphére ayant un tel rayon, elle doit

(si elle Most réelle) changer de signe , d'ol
Si U>O0 est métaharmonique, elle est identiquement nulle

b) si U(0) >0 ,comme j(R) décroit pour R assez petit, U(0) est
plus grend que U(R) pour R petit donc U ne peut avoir un minimum local
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en un point ot elle est > O . De mémc elle n'a pas de maximum local en un
point ot elle est < O . Bt si U(0) =0 TU(R) =0 pour tout R , done

U ne peut avoir gucun extremum au point O .

¢) d'aprés la valeur asymptotique de j(R), si U#O0 , on ne peut avoir
U(x) = o(lxl(l—n)/z) . Une majoration dans un sens suffit méme.
2) A<0 j(R) est strictemcnt croissante donc constamment positive et
l'on a pour R 3 o j(R) = = \//\ . . En consdquence

a) U(R) est unc fonction strictement croissante de R si U(O) >0
et la valeur moyenne de U sur la sphére de rayon R centrée en O augmente
avec R.

b) donc, si U(0) >0 , U ne peut avoir de maximum en O , et de méme
pas de minimum en un point ol clle est négative. Si U(0) = 0 , il n'y a pas
d'extremum & l'origine. VN Ixl

c) si U#0 on ne peut avoir U(x) =o (-T—m) et par suitc il
x|

‘existe des régions dans lesquelles U croit exponentiellement au moins
(mais U >0 est possible).

3) ,/\ = 0 on retrouve les propriétés bien connues des fonctions harmoniques.

Remarques : 1) pour A =0 , ona j(R) = 1 et 1'équation (15) n'est autre

que le théoréme de la moyenne des fonctions harmoniques, théoréme qui repose

done sur le fait qu'il n'y a pas de fonction harmonique non constante inva-
‘riante par rotation.
2) I1 n'y a aucune chance pour que les propriétés des fonctions
A ~métaharmoniques pour A >0 s'étendent aux fonctions pour lesquelles
A €0, car j(R) 1les met déja toutes en défaut. Bt vice-versa.



