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Expogé no_ 7

LES OPZRATEURS INVLRIANTS PiR ROT.TION, L'OPERATEUR [ .
(Exposé du 7.1.1955)

— ==t

NOTLTIONS Sn désignera dans lc suitc la surface de le sphére de rayon 1
n TR Y ) ’
dons 1l'espece R~ , qu'on supvose ropporté & un svstéme de coordonndes corté-

siennes dozrées unc fois pour toutes : on note

x:(xl,xz,...,x) , &xl_Zx :r2, A = sz

q)(x) désigne 1o moyenne d'une fo-action (P sur la sphere de rvvon r=\x\,

dont 1'élément de surface cst noté :
H
@ (x) = f j P(7).as
|5l=lx|= r

Sur cette formule il est clair que <¥>(x) peut s'exprimer en fonction de
r.Onmontn,Imtoutalh«,m"ecmeA(LPh)—(A(P)h

£ désigne une rotction de centre ltorigine, et 0O(n) désigne le groupe
de Lie compact de toutes ces rotations, d P désigne la mesure de Heaar inva-

riente de 0(n) , normalisée, c'est-i-dire telle que vf dp=1.
peco(n)
p.f désigne la fonction x —> f(ﬁ—l.x)

UNE_SOLUTION ELflENTAIRE DE L'OPERATAUR JANEEN

=1 1
(n - 2) Sn rn—2

~ tion élémenteire de O , 1o seule d'cilleurs (3 une constente prés) qui soit

Nous allons montrer que, pour n # 2 ’ est une solu-

Tinveriente" par rotation (cette notion est précisée plus loin). Pour calculer

O nlz) au sens des distributions on revient 4 lc définition. Soit

LPE @(R), alors
1 1 .
D P> =< h ,A<P>=F£...frn_2.[~\(p.dx

. 5 , n-1
/ = Lwﬂkw fr et hs)
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, +00
ou <A(—r;_1_—2'),(f9> :/ r.A(@t}),dr
T
A 0 2 .

(() est une fonction de r . Posons r~ =t , ¢ devient une Ionctlon de
t « Or soit2 / unc fonction de r en poscnt 1 o= 2 et \V' = dt ’ Y = dt2
il vient @—g):z L xiq/"‘ aton AV=2.1n.Y' +4., r? P et

X.

i
en poertent cetic oxpression duns 1'intdgr lc & ccleuler avec le chongement

de v.riable t = r2 , i1 vient

S
<A n}-Z) s P> = ggf (2 n et + 4t @h)at
r S Or+00
=5 ] [(4 598" + (20 - 4) @' ot
0
ou <A( ) s P> =-(n —— 2) SnCP(O) clest-a-dire
A<’?1-_2) =-(n-2) 8, & C.Q.F.D.
¥ 1

Pour n = 2 un cclcul anrlogue montrerait que - PG log (i—) est la so-

lution ¢1émenteire do A, d'ol lc
THEORZME 1,- A est un opéroteur analytique elliptique.

FONCTIONS ET DISTRIBUTIONS INVARIANTES P..R ROTATION.

Soit f wune fonection continue définic sur Rn . I est dite invariante
par rotation si p.f = f pour tout € 0(n) , fh(x) pouvant s'exprimer en

fonction de r(x) , qui est inv.rient por rotntion, cst inveriante par rotation.

On peut définir une nouvelle moyenne de f , inveriante par rotation, &

sevoir @

f‘q (x) = f(ffl.x).d p . L'invariance & gouche de la
pe O(n)

mesure de Hear entraine que 6 . f,q = ft‘ , et son invariance & droite entraine
que (S'f)h = f, , pour tout € O(n) ; 1o premitre identité exprime 1'inve-
riance par rotation, f\:‘ étent invariante per rotation est constente sur 1a
sphére de rayon r . On o donc (f ) = (ft\) . £9 étent inveriante per rota-
tion, on a (f‘\=‘)\:1 =8,
(£ () =[ ap. f f £(pt g>

8 ‘96 0(n) (€ l1=Ix|=r
On peut permuter les intégrales car tous les champs d'integration sont

compacts et les fonctions continues. Donc :
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(), ) = [ — f 2P E)ap = (5)"

\éi=zIxl=r n * r PEe0(n)
donc f£9= f‘:’ s lo deuxiéme notation est supcrflue,
1 -1
——0 - f f({))di: f £(p 'X)d()
. \ ‘
I T P pc0(n)

On a remcrqué que si £ est inv.riante per rototion elors f =1 R, s
f est une fonction indéfiniment dérivable & support compact, la fonction
.f(p_l x) définie sur O(n) x R™ cst indéfiniment dériveble en p et x et
lorsque p dderit 0(n) , les supports des fonctions (en x ) f(,o—l x) res-
tent dans unc boule fixc. Les propriétés classiques de 1l'intégrele de Riemann
assurent alors que ft‘(x) cst unc fonction indéfiniment dérivable & support
compact, donc appartient a 0 , ¢t que 1l'application f = £9 st continue
de () dans 00 . Soit D5 1e sous-espace formé des fonctions de () invarien-
tes par rotation. Les propriétés énumérées ci-dessus signifient que 1l'applica-

tion § : £ —> £8 est wn nrojecteur de @Rn sur G);n .

. ) - -1
() admet donc une décomposition topologique () =07, H ! (0) , 5~ (0)
étant 1'espoce des fonctions de (0 dont lo moyenne sphérique est nulle. Nous

allons étendre ces résultats & l'espace des distributions.

Effet d'une rotation sur une distribution.

On désigne par e.T la distribution définie par <P.T ,9> =
<T, F—l « P> pour toute @ t ®Rn . Lo distribution p.T est dite la distri-

bution obtenue & portir de T par la rototion f) s

DF::FINITION l,- On dit que la distribution T est invariante par fotation autour

de l'origine si @.T =T pour tout P € O(n) .

EXELPLES : & est unc distribution invaricnte per rotation, de méme n—1-2 .
Soit T quelconque, (TE@én) . d

On peut définir une moyenne invaricnte de T , & savoir f (p.T).dp = Th
cette ecxpression & un sens car la fonction p —>f.T & valeur dans G)l'm est
continue sur O(n) qui est compact, et @l'in est complet, co qui rend possible
1'intégration, On peut encore définir T7 par 1'égclité suivante équivalente :

T, ¢>=<T,@8)> on cpé@Rn
On a :
-1 -1
<GB8, > =<1, 67 Ly =<T, )ty =<1,

donc l'inveriance & droite de la mesure de Hacr entraine que 79 est invariente

par rotation. On o :
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<), > =<p.1 @95 =<1, pTt LpRY=<T ,¢H

1'inveriance & cuche de lo nmesurc de Hoor cntraine que (fJ.T)t‘ =75 pour
tout p€O(n) . Si T est invarieate per rototion, ona T = T3, done
(1% = 79,

L'apnlicction &y , qui est linéaire et continuc de @*n dens CD'n , est

R R
donc un projecteur de Qﬁn sur le sous-ecspace G)}'{n des distributions inva-

riantes par rotation. On o donc une décomposition

ﬁn = I'{E + k:‘—l (0) om Hl (0) est 1'espace des distributions

dont la meycnne per rotation est nulle.

L'orthogonal de ®1'{:1 dans O)Rn est formé des P , telles que
0= (TW,CF> pour toute T€®fm ou O:<T,C?‘:i> pour toute T , donc
-1
LF'H: 0, C'est donc g ~(0) (0O E@Rn)

. De méme 1l'orthogonal de @;n dans
(Dén est l:fl (0) (OEQf{n) . On peut donc énoncer le

PROPOSITION "~ 1) @Rn admet une décomposition en somme directe topologigue

de deux sous-espaces fermés, @;’n espace des éléments de (DRH invarionts per

rotetion, et I:;~1 (0) espace des éléments de ®Rn de moyenne sphérique nulle.

£ = £9 est un projecteur continu de G)Rn sur O)gn .

2) @f{n adnet une décomposition duale de lao précédente.

((Dgn)' , dual de @?{n est 1l'espace @RI? des_distributions inveoriantes por ro-
tation, et 1'application T = 79 transposéc de 1'cpplication (f = ft') est

; : 1
un_projecteur de @Rn sur @Rn .

Nous allons montrer qu'on peut identifier l'espece des distributions inva-
rientes per rotetion dens R" et celui des distributions sur la demi-droite
positive R+ : { t i t>0 } . Pour cela il nous suffira de montrer que la cor--

respondance f(t) —> '1‘(:‘52) éteblit un isomorvhisme topologique entre @;n et
B, -

que, lindaire et continue O

L'application f(f) = f (fz) applique menifestement d'une fagon biunivo-

4
p dans @Rn .

Soit @ (x; , +.o) Xn)eo)ltl\n , ¢ étent inveriente per rotation et indéfi-

Montrons qu'elle est épijective.
+

niment dérivable. C'est une fonction de la forme W(iz xi) ou W est en tout

cas continue,

D'autre part Y(t) =¢(vt , 0, ... 0) , et @, 0, ... 0) est indé-
finiment dérivable et peire. Pour woir que ¥ est indéfiniment dérivable, on

appliquera le
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LIME : Soit O(X) unc_fonction indéfinirent dériveble et paire sur le droite,

clors lc fonction t = 6(/tXéfinie sur R_ ¥y cst indéfininent dérivable.

Démonstrotion ¢ Supposons que nous ayons démontré le lemre d'ordre m ¢ si 6
vérifie lés conditions ci-dessus, clors 9(/:0.) cet m fois continuement diffé-
rentiable, Nous en déduisons clors, cormc suit, lc lerme d'ordre m + 1 . Soit
B vérifiont les hypothéscs du lemme. £n dehors de 1l'origine

% oWt ] = 21 ©'(/t) ou @' désigne 1o fonction %"X (B(x)) , indéfini-

t
ment dériveble ot impaire. ©'(0) = 0 , Donc la fonction - est indefini-

ment dériveble sur 1l'oxe réel (Distributions, tome 1, page 121), et paire. Elle
1

PR \ N t .

vérifie donc les hypotheéses du lemme d'ordre n , donc est m fois
2/t

continuement différentiable sur R, donc

>

©Wt)) = lin & (L —= o' (%))

1lin
t~—>0dtm+1 t = 0 at™ 2/t
existe et il ost classique que c'est clors la dérivée de d_ GWt)) a 1l'ori-

n
: : dt
gine. Ce qui démontre le lemme d'ordre mn + 1 , Or lc lerre d'ordre zéro cst

vrei cor il signific que @ (/t) est continue sur R, . Donc la récurrence peut

démarrer et lo lomme est complétement démontré.

Inpplication f(t) => f(r2) est donc bi:n Coijective. Meis la rdécurrence
précédentc montre cn néme temps que si des f(r ) tondent vers zéro dans O);n

2lors il en est de mére des f(t) dans ®R o donc bien défini ainsi un

J
isomorphisme topologique cntrc ccs deux espuces. I1 induit per duclité un iso-

morphlsme topologique entre m t* et @' d'ol la
+
PROPOSITION 2.~ 1) L'apnllcc,tlon £f(t) = ¢ (r ) étoblit un isomorphisme topo-

logigue entre @R+ et @Rn .

2) L'cpplication trinsnoséc de l'apvlicotion précédente est un

isomorphisme topologique entre O'\}l'ili:’ ot @P'{ .

Soit T 1'image de TCG)":' dens @ , définie per l'\pblicgtion cano-
nique de lo proposition 2. T vc,rlfle l'1derat1te KT ,¢> = < Ty L(?(r ) >
pour togte pe mR+ .

Calculons explicitement quelques transformées,

~s

. ce O a . n .
Mesure de Dirac. Soit & (%) la mesure de Dirac dans R, 9 son image,

N <S,p> =<8 ,9E%)> =¢(0)

done 9 =6(t) , mesure de Dirsc sur R, .
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Transformée de f(rz) .
Soit f(f) une fonction sur R, , telle que f(fz) soit localement somma-
ble sur R® . Calculons l'image T de f(fz) (considérée comme distribution

sur R ).

<1, > = <£(r0),0(x%) > :j/ £(x?) p(r?) ax
+00 S +00 n-2
=S, f £(r?) p(z? dr_gp-/ £(t) P(t) t 2 dt
<0 0
s B2

2
= <-2-g t < £(t), i)

donc' 1'inage .de f(ﬁz). est, non pas fF(t) , comme ce serait le cas si on consi-
dérait f comme une fonction sur R® , mais
B2 ot

I1 en résulte que si f(f) est maintenant une fonction localement sommable sur

R+ , considérée comme distribution sur R s son image dans GDRn est

2 1 .2y o o
T T3 £(#%) . BEn particulier
n #
g b=
c NI” a2 ' 2_ 8 1
LEDRM =>F L €Dy o 5 n_2€0) -1 @y .

+ n t +




