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LE PRODUIT TENSORIEL E & F COMME ESPLCE D'APPLICATIONS LH\IE‘I.AIRE.

L 'ESPACE Se (F}L_ 3 E)e
On s2it qu'il y a un isomorphisme algébriquec cnirc 1'espace (:g(E'G. s Fé,_)
des formes bilindeirecs séparément feiblement continucs sur E'!' x F' , et 1l'ces~
pacce S (Fg. s Eo..) dos applicetions lindaircs faiblcment continuos de F! |
dens E (cot isomorphisme met en corrcspondance lo forme bilindeiro (x'y") s
<xty %(y’)> ct l'application linéairc ? de¢ P! drns E ). Toutc appli-
cation lindeire continuc de Fi- dans Eo’ cst continuc de F't, dens E?:,
donc 2 fortiori dc Flt, ons E muni dc sa topologie initialec, moins finec
que T; réciproquement toutc application lindéesire continuc de F"C’ dens E
cst continuc pour lcs topomogies affeiblics, .donc de Fé., dens Ed‘ e On pcut

donc remplacor 2 (Fiy Ed‘) par .z (F"Z s B}

La correspondance établie entre %?—(E'cr s Pl ) et i (Fl(:, 3 B) trens-
pertc la topologic %E (Bl s F'e ) de le convergence uniforme sur lecs pro-
duits A' x B! de E' xF , A' (resp. B') poartie gquicontinue de E! (resp
F') , sur la topologic ‘SE (F,::, s B ) dec la convergcnce uniforme sur leos
partics équicontinues de P! (parce quc lc topologic de E n'est zutre que
la topologic de la convergence uniformc sur lecs partics éguicontinucs de E! ).
Le fait que la topologic € soit unce topologic d'cspace vectoricl sur

z(F"l’ 3 B) vient dc cc quc toute pertic Squicontinue de F' cst fortement
bornéc donc T —bornée (sur un dual F!, le topologic forte cst plus fine que

T )» Donc :
PROPOSITION 1 .

&?’E(E'O’ y F!

(E' s F)

EV T

- )%SE(F'? s B 8

PROPOSITION 2 .

Les cspoces précédents-sopt complets si E ot F  sont completse

Soit en offot & un filtrc de Cauchy sur %:‘5 (B , F'y- ) + Pour x'e E',
y'e P! fixdés, il donne un filtrc de Cauchy sur lc corps des scclaires, donc

convergent vers un scalaire, soit By(x!, y') « By cst évidemment unc forme
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bilindaire sur E' x F!' . Montrons qu'~lle est séparément faiblement continue.
Fixons y!' , il frut montrer gque x' —» BO(X’. , ¥') ost feiblement continuc..
Mais pour. BC%-(EO., Fi ), ecme B(x',y!) = < x', 4’ (y1) >,

?C S(F' 5 BE,~) o Pour y! fixé, 1l'imagc de S par P JE (y') ost
un filtre de Cauchy dens E , donc, E <tant complet, %7 (y') converge sui-
vant 8/ vors ?O(y Y= E . Alcrs BO‘(X" y') = < xt, f%(y’)) donc B, ocst
bicn fai]g_loment continuc en x' , pour y! fixés Le m8me rzisonnement appli-‘_
qué a C_{" gy utilisent 1lc fait quo F cst complet, montre la continuité sépae

réc cn y! § donc B &gJé(E’ y F! ) o Ccmme cnfin B converge vers B

0 0
uniformément sur tout produit dc perties éguicontinucs de E' ot F! ,

%ﬁ’*a (E’o.* s F'0u) ost bicn complets

PROPOSITION 3 .

. w~
Si E ct F sont complets, E® F cst un sous—cspace vectoriel topolo—

gique dcs cspaces isomorphes de le proposition 1

Nous avons vu (exposéd n® 7) que E ®_. F cst un sous—cspace de &Y}'E (EBts s,

€ ;
P! ) ¢+ Son interpritation comme sous—espace de Sg (F'?: s B ) est lo suiventes
a tout élément Z X,80 7, de EQF , on feit corrcspondre l'application
linéeire ?’ ' Z, <y ' ¥, > x,, de F' dens E + Cettc eapplicetion csit
faiblement continue (et méme continuc de Fl'y dens E muni de sa topologie

initiele) et de reng fini. Réciproquement,soit f une application lindaire

faiblement continue de rang fini de F! dens E . (F') a2 unc dimcnsion
finie, soit (x,) wunc besc de oo soug~cspeec j on o @ (y') = Z CF’ (y ) Xy,
avec ‘f}) (1) = < x'y,, é‘F’ (y? )>, (x'y) Stant un systéme blor’chcgon 1 au
systéme (xp) CCmmG f’ st feiblement continue, "fp cst unc forme llnc,al-
rc feiblcment continue sur B! , donc il cxiste y» = ‘49 (x')) Je P tel que

%»(y') Qy», A / y alors '%est définic par ‘_/__, Xy @yp ER®F .-

Donc E ®, F cost le sous-ospace topologique de S (F s E ) aonstitué

par les applications linéaires faiblement continuces de rung fJ.ni § comme

_S&(F‘,E s E) cst complet si E et F sont complets, E&F cst bien un

sous—espace de ‘Sé (F‘,r s B ) .

UN NOUVEL ESPACE D!LPPLICATIONS LIN“ IHES,

PROPOSITION 4

Soit f une application lindaire faiblement centinue de F!' dons E ;

tf . s e . .
% sa transposée, application lindaire foiblement continue de E' dems F o

Les 8 propriétés suivantes sont Cquivelentes 3

~a) L'imege per ? de toutc partie égquicontinuc de F'!' est relativement
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compacte deng B

: . 1 . .. .
~2!) L'image per P de toutc prrtic dquicontinuc de B! est relativement

compacte dons F 3

—

~b) Restreintc 3 unc partie dquicontinuc de P!, SF cst continue pour la

topologic faible de F' ot 1- tonologic initirle do £ 3

. by . - . . ) .t = .
~b') Restrcintec 3 unc pertic cquicontinuc de E' , f’ cst continue pour la

fopologie frible de E' ot 1~ topologic initicle do T ;

—c) ¥ ost continuc de P! (P' rmuni de la topologic do ln convergence unifor—

me sur les portics compactes convexes de F ) drns B 3

-c!) tis cst continuc dc E! drns P g

(B, doas _ .
—d) Le forme bilindeire B : (x', y') —> <x", P (y')> =< P (%), y* > est
continuc sur tout produit de partics dquicontinucs de B! et F!' muni du

produit decs topologics foibles g

-¢) Lz _formc bilindcirc pricddentc cst hypocontinue sur Eé X Fé y rcletivement

aux partics équicontinucs de E' ot F!' .

DEMONSTRATION.

Sur unc partic reclntivement compactc dc B ,‘jopologie initiele ot,topolof
gic faiblc sont identiqucs § donc si l'%page por ¥ dtunc partic de F!' cst
reletivement compacte dans E , comme P ost feiblement continue, cllc cst
continuc sur lo partic considéréc de F! pour lo topologic feible de F' ot
la topologic initialc de E 3 donc a —»b « Réciproguement, si Q? cst con-
tinuc sur toute partie Squicontinuc de F! _pour la topologic faible de F! 'ct
la topologic initialc de E , 1l'imrge per ﬁ? de toute pertie dquiconsinue
faiblement comprctc de F! cst . compactc dons E 3 comme 1'cadhdrence faié}o de
toute prrtic équicontinuc de F! ocst friblement compacte, l'image por ?’ de
toute portic dquicontinue de F! cst relativement compacte dons E 4 ot b —>a.
Donc a <«—>b , éf, per reison de symétric, a!<—>b'! .

Supposons b} .. Ccla veut dire que, pour . x' fixé, le formc bilinéaire B
cst faibloment continue ecn y' , pour y'!'e B! , partic Squicontinue dé F! ’
ct uniformément lorsquc x' parcourt unc portic dquicontinue A' de E! g
mals ollc cst cussi, pour y! fixé; faiblcment continue en x!' , clle est donc
continuc sur A' x B' muni du produit des topologies fribles, ¢t b —>d .
Réciproqupmont,supposons d) + Unc fonction continue de 2 variables cst sépa-—
rément continuc par ropport & chacunc d'clles, uniformdment lorsque 1'autre
décrit un compoet. 3 commc on pcut toujours, cinsi qu'il a ét¢ vu pfécédemmcnt,
supposer A' faiblement comprctc, d) cntrefnc que B soit continue en  y!

sur B' muni dec le topologic faiblc, uniformdément lorsque x' parcourt 4' ,
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donc ﬁ? cst continuc sur B' pour la topelogic foible de F!' ot 1o topologic
initialo de E y ¢t d —>»b . Finclemont a«>b<¢«—3d , mris comme. d) ost
symétriquc rclaotivement 3 é? et ti& s ole—sble 38 , et 2 ¢—>ale—sbeyb?
«—>d + Montrons mrintenent que o —sct' . Scient G, G' , H, H' , 2 couples
d'espece cn dualité; ?? une =pplicction liné~ire faiblemcnt continue de G

dens H ; t%’ sn tronsposées Si A .cst une pertie quelcongue de G, on a
(@S(A))O = tisfl(Ao) j prenons . G = F' , H =1L, 4 = partic dquicontinue con-
vexe friblemcnt compactc de It . Llors AO cst un veisinage de O conﬁoxé
équilibré fermé ~rbitrcire de F g @%’—1(AO) son imnge réciprogque por té% ;
dens E'', Sionao a), f? (h) ost partie convexe compnete de E , ot
(ﬂs(ﬁ))o un voisinnge de 0 de B! ; ainsi 1'image réciproque per t%% de .
tout voisincge de O de F  est un voisinoge de 0O de Eé sy donc o —3ct .,
8n on déduit naturcllement que o! —sc¢ , cutrement dit lcs conditions Cquiva-—

lentes a4, o' y, b, b' , 4 ontrrinent ¢ ot o! .

Montrons alors que ¢ —>a « Si P est contimue dc F! dens B s 1limn—
ge par ?b de toute partie compecte de Fé est comprctec dens B o Mzois dfoprzs
lc théoréme d'Ascoli toute pnrtic dquicontinue friblement ferméc de F!' ost
compncte dens Fé 3 donc son imnge est comprcte dans E ¢t ¢ —»a o Alors
2a4—>c , do mBme n'¢—sc' , ot Ios 7 conditions a , a' , b, ', ¢, o' , d

sont équivelentese

Lo condition c¢) oxprime que d'unc pert si y' converge .vers O dens
F! y < xty P> converge vors O uniformémont lorsque x' reste dquicon-
tinue, autrement dit L (y') converse vers O dens E , clost—d-dire que P
cst continue de Fé dens E 3 d'autre prrt que tﬂ? est continuc de Eé‘ dens
F . La condition o) n'est nutre par conscéguent que l'ensemble dcs conditions

c ct ¢!, donc c est encore dguivnlente aux 7 autres conditions prdécddentes.
REM/ARQUE.

Si §> est une application lindeaire continue de Fé dons E ; ellec est
continue pour les topologics affaiblies. Mais Fé 2 unc topologic comprise
entrc Fly- et F't s donc lc ducl de Fé cst F , et por suite la topologic
affeiblie de Fé cst F'y- 5 ccllede E cst Eo_ s donc %5 est foiblement
continue, ct les 8 conditions priécédentes sont vérifides. Les applicrtions fP
qui vérifient ces conditions constitucnt donc l'tegpace .SE(Fé 3 E) isomorphe
& i&(Eé;F).

PROPOSITION 5 .

' N
"Si E et F sont complots, 'S&,(Fé s B) est complet ¢t EQF est un_



SO0US—-CSpPr.ce voctorlol topologique de S (F‘ s BYC —2 ("" §

Comme 5, (F’ 3 B) ost clors complc‘t, il suf‘flt de montrer que .z (F'°E)
cst formé dens $ (FY. 3 E) , propriété qui ost vrric mme si E ot F nO,
sont pos complets. Si cn offot % = ~$€ (F(') s B) converge vers ‘?oé SE(F‘:‘: ;E)
lcs restrictions de C_P aux pertics Squicontinues de F' sont continues pour
1~ topologic frible de F! ¢t 1o topologic initinle de E (condition ©b)
meis précisément lcs ﬁ—i convergent vers {DO uniformémement sur les portics
équicontinues de P! ,et,comme unc limite uniforme de fonctions continucs cst
dontinue, ? ‘vérifie eussi Db) 3 comme cllo cst dons S (F‘ $ E) ellc cost
friblement continuc, donc & = -S: (F' E) , qui est donc blen fermé,

Par cilleurs si %C E@F , 1l'imnge pnr T d'une partic dquicontinue de
F' ost bornéc dons _‘f (F') qui est dc dimension finie, donc relativement
compacte, de sorte quc E®@F C ia(F‘ y E) » MAlors si E ot F sont complets
E@F ost bion un sous—-csprce de if. (F' ;s B) . :

Pour quc dnns cc crs B @F soit 1dent:.que i 3 (F‘ 3 B) , il fout et
il suffit que E®@PF soit donsc dens .i (F' ;s E) condl‘clon qui nc suppose

pes E ¢t F complots, ob qui cst Vbrlfloe drns tous les cas connus.

CAS DES ESPLCES NOBMES.

Soient E et F normés. Alors <= (F s B) cst l'cspacc des applico-
tions linénires foiblement continucs do F' dens E , muni dc la norme induite
par £ (rt 5 E) . E (F‘ (condition a)) est le sous csprce des applica—

tions compa ctes ou complc,tcmont continues, c'est-a—dlre telles que l'imnge

de 1z boule unité de F! soit relotivement compacte donm E (au—quel cnsycom—
me on 1'a vu, cllc est companctc & crusc de ln condition D) , 1o~ boule unitc '
dec P! ¢tent fribloment comprete)e L'adhdérence de E®, F dens -S& (Fé 5 B) ,
qui cst E@F si E ot F sont des espaces dc Banach, cst donc lc sous—
espace de -ze(Fé s B) constitud des applicotions limites; pour 1o topologie

¢ définic par lo norme de -S(F' 3 E) , des applicntions lindnires friblemont
continucs dc reng fini. Bien noter que n'interviennent dens tous leos cas

quc des applications foiblement continucs. Dans tous les cas connus, E®F

cst densc dens S’E(Fé 3 E)I ¢t 1'hypothése suivent laguelle c'cet toujours

(e

vrol o &été Smisc par Banache

CLS 00 B EST UN DUAL.

Nous loissons au lecteur (s'il'y on a) le soin de vérifier ce qui suit
1°) G'®@F = ospace des applicetions_lindcires continues de rong fini de G

dens F o,
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20) -2) .Se((G'c ),;: 3 F) = csprcc des epplications lindnires continues do G
dens F o, muni de la topologic de la convergence uniforme sur les perties
compactes convexes de G 4, done = SC(G%; F) 3 donc = ic(G s F) si G
a 1~ topologic T

-b) -za(((}é)é 3 F) cst lc sous—csprce du préeédent formé des applicetions
qui trensforment toute portic compacte de G on unc partic comprctc de F 3
si G a la topologic T, SE((Gé)é s F) = iC(G s F)

—c) Si G ecst bornologique, il o lo topologie T et G! cst complet. Si

en outre F cst complc‘b; on ~ dens tous les c~s connus Gé ®F = -S,C(G ;s F)

3°) - -2&(((}1'))2‘: 3 F) _(on appelent G! le durl fort de G, c'est-a~dire mu—
ni de 1~ topologic de ln convergonce bornde) = esprce des appliceticns liné-

| aires continues de G',é, dens F o, muni de le tecrologic de le convergence uni-j
forme sur los pertics bornées de G+ Si G ou F cst réflexif, clost _
donc 'Sb(GZ’ 5 F) 5 si on outre G =~ 1o topologic T, clest 'S'b(G ; ).
st G ot F sont des cspnces normés, G ou F réflexif, “28 ((G’k;)"t s F) =

- < (G 3 F) avee ~ norme .

- D) S’E ((G.é)é $ F) = cspoce de toutes les npplicetions lindaires continues
de G'&: dens F o oqui trensforment les parties bornées de G en partics rela-—

tivement compoctes de F

-c) Si G ost bornologique, il 2 1n topologie T ot G}; cst complet
si en outre F ost complet , 'SE,((GI’))’;; s F) = ib(e s F) ost complet,
_ze((c,é)é 3 F) ost le sous—-csprce des applicntio/ris tronsformant 'l.es prrtics
borndes on prriics relotivement comprctes, et Gt; ®F est lc sous—espace des

limites d'cpplicrtions lindaires continues de reng fini.

<) S G ot F sont dos Bannch, &, ((G')! 3 F) cst dens £ (C 5 F)
le -sous-espnce des opplications compnctes,ou complétement continucs, trons—
forment 1o boule unité de G cn une prrtic. vel-tivement compacte de F (mﬁis
non nécesscirement comprcte 3 ccs ~pplicntions se prolongent en applicotions
friblcment continues de G!'' dens F o, troensforment 1o boule unité de G!'' en
une portic comprete dec F ) 3 C! Q% F c¢st 1'espece des applicetions lindei-—
res continucs quasi—-dégénérégs, de G dens F , limitces pour 1~ norme d'appli;—

cotions lindonires continucs de rong fini,

NOUVELLE INTERPRE')TATION DU PRODUIT TENSORIEL D!APPLICLTIONS LINE:AIRES.

Soiont B, , F, , E, =3P, , i=1, 2,

Interprétons & nouvecau vy ® Vo e
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Un ¢lément u de El ®E2 cst unc applicrtion lindeire friblement conti-

nue de rong fini de E! deng B

5 1 Llors on peut poscr

% .
(V1®V2).u=vlo u oo v,

qui cst unc ecpplic~tion lindeire friblement continue de reng fini de F'2 dens
Fl ’
ment sur toute prrtie dquicontinuc de F’2 ’ (v:L ®v2) e U converge vers O

donc un &1lément de F1 X F2 e Dc plus si u converge vers 0. uniformé-

uniformément sur toutc prriie équicontinue de F‘2 s cor llimoge nor . 2 de

toute partie dquicontinue de F'2 est unc portie dquicontinue de E_'2 .

Ce procédé montre que ‘é ® v, cst centinue de E ® E dens FI & F2.
Meis i1 montre de plug que vI & v, eappligue contlnuemcnt -f, ((B! ) 5 19

dms <, ((FY 2 5 Fy) ot.ﬁ((E’) 5 By dons g ((F1,) s 1)




