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Exposé n° 7

/ /¢ ’
I - DIVERS ESPACES NORMES ASSOCIES A UN ESPACE LOCALEMENT CONVEXE SEPARE E .

1°) Les cspaces E .
U
Soit U wun voisinage de O , convexe équilibfé ouvert, p la semi-norme
jauge de U . L'cspace E , muni de la scule semi-norme p , n'est pas néces-
sairement séparé; son quotient par le sous-espace des éléments de semi-norme

nulle, muni de la norme quotieht, est 1'espace normé EU « 11 existe une

épijection canonique E —> EU

Proposition I - Si E—> N gst une épijection continue de E sur un_espace

normé N , il existe un U tel gue cette épijection goit composée E = E;> N
et que Ej =—> N soit une isométrie de B, sur N,

En effet, si U est l'image réciproque de la boule unité ouverte de N ,
EU répond manifestement & la question. Les applications canoniques E *9'EU
donnent donc tous lcs moddles d'épijectionscontinues de E sur des espaces

normés.

Proposition 2 - Tout E est isomorphe & un soug—cspace vectoriel d'un pro-
duit d'espaces normés; tout E métrisable {resp.Fréchet) est sous-cspace
(resp. sous-espace fermé) d'uh produit déncmbrable d'espaces de Banach.

L'application E =3 TTEU est en effet un monomorphisme : ellc est

biunivoque, ¢t pour que x € E converge vers O , il iaut et 11 suffit que cha-
que image Xy c EU converge vers O . Naturellement E‘-*1~—Eu est encore

un monomorphisme. E est limite projective deg quotients normés EU . Il

n'est pas nécessaire, pour obtenir un moncmorphisme, de prendre tous les U ’
mais sculement une base des voisinages; d!'ol la propriété des métrisables.,

Comme Tg-ﬁﬁ cst complet, un sous-espace est complet si et seulement si il est

fermé, d'oll la propriété des Fréchet.

2°) Les cspaces By

Soit B wune partie bornée de E , convexe équilibrée et coupant toute
droite issue de O suivant un segment fermé (éventuellement réduit & 0 )

(B est fermée pour la topologie localement convexe la plus fine sur E )e
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EB ost le sous-espace engendré par B , muni de la norme jauge de B ;3 B est
sa boule unité fermée. E; —>E est une injection continue de Ey dans E .
Proposition 3 ~ Si N-—>E gest une injection continue d'un espace normé N

dans E, il existe une partie bornée B telle que l'injection soit composée
N=>E,—>E, et que N—>E; soit une isométrie de N sur By .

Il suffit en effet de prendre pour B 1l'image de la boule unité fermée de
N . Ees applications E‘B ~> E donnent donc tous les modéles &' 1nJectlons
‘continues d!espaces normés dans E .

I1 n'y -a pas d‘analogue de la proposition 2. E. est limite inductive

des sous-espaces normés. E; si et -seulement si ilest bornologiqug {ou-encore s
.powr-qu'un espace:g0it -bornologique, il faut et il suffit gu'il-soit-limite

inductive dlespaces normés)- (évident).

On dire qu‘une partie bornée .B. est complétante si elle ®st -convexe dqui--
librée, coupe toute droite issue de O suivant unsegment fermé'et si Ep est
‘complet {done Banach). Propriété  comnue. ¢

Propogition 4 -~ Toute partie bornée B convexe équilibrée compldte et
gomplétante..

En particulier toute partie ' B convexe équilibrée faiblement compacte est
faiblement. compléte, donc -compléte, donc complétante,

Le .fait pour une partie- B -d'étre complétante ne dépend pas de la topolo-
gie de E (pourvu seulement que B ' soit bornée-vour cette topologie)s

Applications aux produits tensoriels topologiques TT .
D'gprés- L'expression explicite des ‘voisinages.-de- .O...de"'E:"®“,F - cette

topalogiv est liamite projective des quotients normés définis par. les applica—
“tions E.QF—>. EU'®W v
Plus "généralement :
‘Broposition 5 - Si E' (resp,F) est limite projective (filtrante) d'appli~
gations E—> E; (resp. . F '-+F ) dans_des espaces localement convexes B,

(zesp. .F' ), .y BE &)nF est llml‘be projective des applications.. E@F"B Jil_,£ ‘\‘arrF*"

Em.dent, Ppar 1'expression explicite des voisinages de--O.,..D*odx-le-nom

.de- topologie projective pour la -topologie LA "Il n'y-a pas d*analogue pour la
limite .inductive. Toutefois * '

~ Proposition 6 - 8i ‘E est limite inductive d'une famille de sous-espace topo---

‘logiques Ei . 6t 81 F est normé E ®n,F_'est limite inductive des sous-espaces
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topologigues E ® F, et le sous-—espace de E®F cngendré par les Ei® F
et llmlte 1nduct1ve des E} QaF

rincipe de la dcmonstratlon ¢ pour que 2 topologies soiont identiques sur
un EVT, il faut et il suffit qu'elles aient méme dual et mémes parties équi-
continues du dual, _

Reste & voir que toute forme bilinéaire sur E QF dont les restrictions
aux Eifg)F sont continues est continue; et de méme pour les parties équiconti-
nues, Or si B est une telle forme bilindairc, l'ensemble deg points x de E
tils que \B(x,y)\ €1 pour tout y de norme € 1 de P est convexe équili-
bré et coupe tout Ei suivant un voisinage de O , c'ost donc un voiginage de
0O d& E, C.Q.F.D,

II - LA DEUXIEME TOPOLOGIE TENSORIELLE E ® F.

Soient G , H, 2 EVT . Appelons J3(G,H) 1l'espace des formes bilindaires
séparément continues sur G , H . On pourra le munir de la-6¥1 s 6%2-topologie
(g& (resp.(?%) étant une famille de parties bornées de G (resp. H ).

Pour que cc soit une topologie d'espacc vectoriel, il faut et il suffit
que toute forme bilinéaire sépardment continue sur G x H soit bornée sur tout
produit A xB, Ac(S, ; Be(s, .

Proposition 7 - Si A est une partie bornée quelcongue de G , B ume portie
bornée complétente de H , toute forme bilindaire séparément contlnue sur

G xH gst bornée sur A xB .

En effet, on peut toujours supposer A convexe équilibrée fermée. Alors
la forme bilinéaire est séparément continue sur GA x‘HB ; meis d'ap.3s le
théoréme de Baire toute forme bilinéaire séparément continue sur le produit
d'un espace normé par un espace de Banach est continue, donc bornée sur le pro-
duit des boules unités, C.Q.F.D.

Considérons alors 1l'espace ;g(E' s r' ) des formes bilindaires séparément
faiblement continues sur E! x F!' , c'est-a-dire séparément continues sur
Ef x Fl. . Comme toute partie équicontinue convexe équilibrée faiblement fer-
mée d'un dual est faiblement compacte, donc faiblement compléte, donc complé-
tante, et que ces parties forment un systéme fondomentel de parties équiconti-
nués, on peut munir<j%(E{T » FL )" de la topologie £ de la convergence
uniforne sur les produits A4' x B'', A' (resp. B' ).partie dquicontinue de
E!' (resp. F') ., On notera dgs (EL , F;,) l'espace ainsi topologisé.
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E®F est un sous-cspacec de %(E'o. ’ FC';_ ) 3 on effet, ZvJ x, ®VY, défi-
nit la forme bilindaire (x',y!') —> % <x',x,><y',y,> séparément foi-

blement continue sur E' x F!' , donc il existe une application E@F —>
:ﬁ(E'G , FG{ ), qui est binunvoque car la dualité entre E®F et E' ©F!

est séparante. Par définition, E ®€ F est l'espace E®F muni de la topolo-
gic induite par ;Z%'(Eé, ) FL) . ~

Le complété E @\,EF sera aussi noté E @F , Par opposition avec E &F s
omplété de E F.
complétée de @r'_

Comparaison des topologies £ ¢t .77 »

La forme bilindaire (B ,% iy Ry, -:?%-B(xy , yy) établit une
dualité séparante cntre E®F et B(E ; F) .

Le dual de E (&‘TF est exactement B(E , F) , et les parties équicontinues
de B(E, F) sont cxactement les ensembles dquicontinus de formes lindaires
sur E ®‘!TF s donc un systéme fondamental de voisinages de 0 sur E®_F
est constitué des polaires des parties équicontinues de B(E , F).. Un syshéme
fondamental de voisinages de O de E ®, F est constitué des polaires des
parties A' @ B' de B(E , F) , A' (resp. B' ) &quicontinue dans E' (resp.
F' ) , Comme A' ®B' est une partie Squicoutinue de B(E , F) , £ est moins
fine gue T , On peut le voir autrement : si x (resp. y) converge vers O
dans E (resp. T ) x converge vers O uniformément sur A' , y converge
vers O uniformément sur B! , donc X ®Yy converge vers O dans E R F;
1'application bilindaire canonique (x , y) > x®y de ExF dans EG F

est donc continue, donc £ est moins fine que T ,

Proposition 8 — Pour que les 2 topologies & et TV goient identigues sur
E@PF, il faut et il suffit gue toute partie équicontinue de B(E , F) sgoit
contenue dsns 1'enveloppe convexe ¢équilibréd fermée (pour la topologie
G(B(E, F) , EQF) ) d'un produit A' ®B' , A' (resp. B' ) partie équi-
continue de E' (resp. F! ).

Proposition 9 - La topologie £ est la moins fine sur E ® F pour laguelle
- tout produit A' @ B! (A' (resp. B') partie équicontinue de E!' (resp. F!') )
Soit un enscmble équicontinu de formes lindaires sur E®F .

Ces 2 propositions sont triviales.

F localement convexe séparé, E ®WF =E ®£ F . Tout espace de dimension finie

est nucldéaire (Si E=c" s E@T‘_FzE@EF:Fn ) .
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L'espace J(E , F) des formes bilindaires intégrales suir E x F .

Une forme bilindaire sur E x F est dite intégrale si la forme lindaire
sur E®F qui lui est associde est continue sur EQ® F . L'¢space J(E, F)
des formes bilindaires intégrales est donc le dual de VE @‘EF . Comme £ est
rmoins fine que W , J(E, F)< B(E , F) (cutrement dit toute forme bilindaire

intégrale est continue). D'autre part E'®@F'c J(E , F) . Plus précisément :

Proposition 10 - L'espace J(E , F) est le sous-espace de B(E , F) cons-
titué par 1la réunion des enveloppes convexes équilibrées fermées (pour
S(B(E,F) , E®F)) des produits AL'® B', A' (resp. B') partie éaquicontinue
de E' (gresp. F') .

En effet, pour que B&€ B(E , F) soit dans J(E , F) , il faut et il suf-
fit qu'elle soit dans le polaire d'un voisinage de 0 de E®&. F , donc dans
un bipolaire (A'® B')OO o Les parties telles que (A'® B')Oo
systéme fondamentcl de parties dquicontinues de J(E , F) considéré comme
dual de E{S; F.,

forment un

Proposgition 11 ~ Pour gu'une forme bilinéaire sur E x F goit intégrale, il
faut et i1 suffit gu'elle soit de la forme

j (x' @ y"apx' , ¥')
A'xB!

A* (resp. B') partie éguicontinue friblement fermée de E' (resp. F!') , M

mesure de Redon sur le compact (fzible) A' x B' , 1'intégrnle étant mrise au

sens de la topologie de la convergence simple sur E x F ,

Autrement dit, cette forme bilinéaire s'derit :

/" .
x,y) = J <x',x><y', 5> dp (x' 5 ¥') .
A'xB? A
En effet pour qu'un point d'un EVT appartienne & 1l'enveloppe convexe équi~

librée fermée d'un compact, il faut et il suffit qu'il soit centre de gravité
de ce compact pour une mesure de Radon de masse absolue £ 1 portée par ce
compact. .

Remarquons de plus que tout systéme (A', B', H) définit bien un éléme'nt
de J(E, F) . On obtiendra une partie de J(E , F) équicontinue (sur E ®£ F)

en prenant A' , B' fixes, et en faisant varier Mo avec ‘,d y‘ borpé.

A'xBY
Cas des esvaces normése.

Si E et F sont normés, on définit une norme & sur E®F par



fult = suwp < x'®@y' , u>) .
xtig1
W' <t

On voit alors que la norme & est celle qui est induite par B(E',F') =
! U
(E* @,‘_F') . Cette norme est au plus égcle & la norme ', car
\
Wull = sup \B(u)}

T B e B(E,F)
(HBU <1

Mais naturellerent les ¢léments décomposcbles x ® y de E®TF ont méme norme
Ity pour € et T, Sur J(E, F) existe alors la norme de dunl de
E®€ F , que nous appe-llerons norre-J ou norme intégrale; elle est plus gran-

de que la norme induite par B(E,F) ou norme-B . Sur E'® F' , la norme B

est identique & lc norme & (ecar “u'\\B_ = sup <u' , x®y>) , et
Wxi<l o, Wyhigl
o) | = sup <u' , x"@y"s| , or la boule unité de E (resp.

£ xnem ,ux"\xt '
yll e_ F" s “ Y"“\<1
F) est faiblement dense dans la boule unité de E" (resp. F") . D'autre

part sur E'®F' la norme-J est £ & la norme-W , car

futi.=  sup {<u',u>) et Mu'll_=  sup {B(u*)\ .
J lall, € 1 ’ T peB(E',F!)
- B €1

Dans tous les cas connus, la norme-J est égele & la norme 1,

Récapitulons : Sur E' @ F' , norme B = norme £ < norme J <norme I ,
le dernier < étant enrdalité = dans tous les cas connus. Naturellement

pour les é1léments décomposables x' & y' , toutes ces normes sont égnles &
Hx'l ity .

Si on aprelle norme B (resp. J) sur E ® F 1la norme induite par
B(E' , F') (resp. J(E',F')) on a de méme sur E®F : norme B = norme £

€ norme J S norme W, le dernier < étont = dans tous les cas connus.

* Produit tensoriel d'applications lindaires continues:
Soient s (i=1, 2) des applications lindaires continues de Ei dans

Fi o Alors vy ® v, est une application lindaire de E, ®E2 dens F1 ® F2 .

Pronogition 12 -~ vy ®v2 est _continue pour les topologies £ . Elle se
prolonge donc canoniquement en une gpnlication linéaire continue de E1 @ E

dans F, (’% F, . 8i les espaces sont normés, \\\v1 ® VZ“E =\ yl\‘ I vz\\. .

Plus généralement v, ®v, définit une application linécire continue de

B (E) 5 () ame B, @)
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Cette application est définie par "1l'image réciproque" relative & 1l'appli-
3 t t ] t ' e 3 - (= ] : t
cation ( vy v2) de F} x:gz dans E{ x E} . Soit BE :g’g((El)G, , (Ezlr)
on définira (v1 ®V2) (B)e . ((Fi%. , (Fé)r) par

- t
(v, ®v,)(B) (v] » v3) =B (bvy(v]) , v,y (v3))
Tout résultec alors de ce que tvi est foiblement continue, et de ce que

1'image par . v, d'une partic équicontinue de F:'L est une partie équiconti-

i
nue de E! .,
i

Considérons le cas des espaces normés, et comparons || vl\\ ’ \\vz\\ , et

“vl @ V5 “E .

W, ®v,| = sup W(v, ®v,)(u)\ (ue E, ®E,)
= sup \<(v1®v2)(u) ’ yi@yé>\ (y:!Le Fi)
\\u\\is 1
Wil < 1

= sup \ <u , vl(y{) & Vz(y'é)>}

lui, <1
Wil <1
Wl <1
< WVl Vol uu“sguli( l\<u s X} BxI>\ (x{ € E})
|xj\ <t
=3l <1
= “V]_“ I vg“ .

Done  |\v, ®v2“€ < \Wy\\ Vo0l . Mais par cilleurs

vy @ vail > “Xlﬁug W ev)x @ xz)\\ , (x, € E;)
] in <1
g vy (x) @ v, (k)N = “xlffuil“vl(xl)“ IAAIEN]
ol < 1 Wal) <
=\ vyl vl done  \v, ® vg“é > v Wvoh
Nous trouvons finclement \lv, ®v,\¢ = \!vl\\ HVZH , comme nous avions

déja trouvé \‘v1 ®v2“‘rr = \i vl“ vl L
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Broposition 13 ~ Si les Vs sont des monomorphismes, vy @vz est un mono-
morphisme pour les topologies £ . Autrement dit ) si Ei est un sous-espace
topologique de Fi » 1o topolosie € sur El@ E2 .est indqite par la topolo-
gie £ de F1 ® F2 » &b la norme € st 1o méme si tous les espaces sont nor-
nes.
En effet E:.'L est un quotient de F' 3 1'image canonique par Fi - E'

d'une partie equicontinue de Fi est unc partie équicontinue de E' s ot
réciproquement d'aprés Hahn-Banach toute partie équicontinue de E' est
1l'inage d'une partie équicontinue de F:'L + Dans le cas d'esnaces normes la

boule unité de Ei'_ est 1'image de la boule unité de F;_ » C.Q.F.D,

Remargue - Si les v, sont des épimorphisnes, v, ®v, n'est pas en général
un épimorphisme pour les topologies £ . Linsi les topologies T conviennent
pour les épimorphisnes, les topologies € pour les monomorphismeé. On'congoit
1'intérét des cas ol cos topologies seront identiques.

Topologie & sur le produit de plusieurs EVT.

Proposition 14 - Sodent E , F, G, 3 EVT . On copelle topologie € sur ‘
EQF®G la topoloyie de la convergence uniforme sur les produits A' & B'® C!
A' (resp. B' , C') partie équicontinue de E' (resp. F' , G') .

oz (E@F&C). ™~ (ERF)§ GREQ, (FQ, 0) TF® (B ),
et les normes sont les mémes si tous les espggeg sont normés.

I1 suffit naturellepent de montrer le premier isomorphisme, Considérons
la dqualité séporante entre EQF® G et 1l'espace des formes trilindaires con-
tinues sur EQ F®G . Les voisinoges de 0 de (E@FQ G)£ sont les po-
leires des A4'@ B' ® C' ; les voisinages de O dans (B ®, F)&®. G sont les
polaires des H'® C' ol H' est une partie équicontinue de (E e F)! = J(E,F)
donrc H' est de la forme (A! x B’)Oo, or le polaire de A!'! @ B' ® C! est
le méme que celui de (A' @B P gclc (4 @B @),

A A
Remoraue - On o aussi (E@F@G)E:(E@F)@G,



