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Exposé n® 6

Suite de 1a démonstration (Cf, Fxposé no 5)

A
E« Si u parcourt un compact de E& F contenu dans la semi-boule ouverte
Py & qo(u) <1, on peut supposer gue )\ reste sur un compact de 4 %P) (x)

contenu dans la semi-boule N, ¢ (M) <1,
3 O

En effet la premiére semi-boule est 1! n_mago par Ug de la deuxiéme, Il suffit alors

d'appliquer le théoréme suivant : Si G est un espace métrique complet , R une
relation d'éguivalence ouverte sur g ’ L0 un ouvert de 8 s tout compact de
f /R contenu dans 1'image canonique de L est 1l'image canonique d'un compact
de ) . Prendre pour 5 1'espace B%P) (k) , pour £L 1'ouvert

N o (A) < 1 etpour R la relation d'équivalence définie par ¢ . R est
’t o

bien ouverte comme relation d'équivalence sur un E,V.T. D'autre part,d'aprées C, g
la semi-boule P ® 49 (u) < 1 est bien 1l'image par @ de la semi~boule

/\_

F, Pour chaque compact H de EXF , il existe deux suites { xn} et {yn}
(xr.1 €E, y, €F) telles que pour tout u€H , on ait

u =§=:O A (n) xn®yn avec % !/\(n)' p\6 (xn) q\6 (yn)_<'°"
(pour tout X )

Aedl
Soit A € (o) (K) o Pour tout Y , 1l'ensemble des k tels que A (k) p\K(xk)

q?S (y ) # 0 est dénombrable, Liensemble des X étant dénombrable, 1'ensemble
des k tels que A (k) p (xk) qx(yk) # 0 pour au moins un ¥ , est dénom-
brable; or il.contient 1'ensemble N des k tels que M (k) # 0, car pour
tout k il existe ¥ tel que p (xk) q\6 ) £0,

4

Si )\ parcourt un ensemble dénombrable /\ s )\(k) reste nul sauf sur un en-

semble dénombrable fixe N, = U N et ceci reste vrai si N déerit L
- 07 xen r

puisque L , compact métrisable, admet un sous-ensemble dénombrable dense /\ °
I1 suffit alors d'identificr & N , ensemble des entiers > 0 , llensemble

Ny des k cn dehors duquel  \(k) reste nul pour A € L (ou u =H) ,
Les mesures P s'identifient & des mesures sur N ,et l'on a

Ge Quand u varie dans H , A\ varie dans un compact L de -Q% P)(N) .
Si H est contenu dans la semi-boule (py ®ag)(w) < 1, L est contenu dans




o0
————y 2
la semi-boule g:-d !)\(n)’po(xn) qo(yn) <1 .

H. Lemme du type Du Bois Reymond : Il existe deux suites rL(n) s, »(n) de
nombres > 0 telles que

(x,) o )
im —-L-—— = 0 pour tout X
n——» & f’“ n) n ~co Y (n)
r?fol?’\(n)\tk(n) V(n) L oo
et gue de plus pour A\ e L , A reste dans un compapct L' de 1'espace £1(M)
relatif 3 ls mesure unique P dont la masse au point ne N est ‘O(n) =
rk(n) v (n) .

On supposera désormais que \( parcourt N et que p{ et qz( sont des
suites croissantes de semi-normes. L d&tant compact, on peut (proprigté des
compacts d'un espace Ql) déterminer une suite d'entiers croissants ¢ ny = 0,

Dis see sy Dy jeee telle que pour tous les Ne L s on ait
1

%:;na{l A (n)\px (x,) qx(yn‘) < ;'i; .

Déterminons 'J.(n) et ) (n) par la suite des conditions ¢
Powr ny<n<ny s ona { o) = sup Loy () 27, €,
V (n) = sup [q X(yn) 2%, !

En étant & déterminer . Alors ¢

a) Pour S);z{ et ng g ndng, , ona
p () ppl)
r(n) \PS (x,) 20 T 50

. py (x ) o ot 4 1o (v,)
onc —T-—- et de méme in —L—r =
n >co Y‘ n o Yin

Mona | 2 | @) ) P a)

e RSV

< Z:\x(nm b (x)a (y)+Z | A@l2¥p () €,
Y Y Ny

+ I A @lRYa e, r 2 \Mn)sf.

2“\} . nony

=

Ie premier terme est < L. Comme, pour tout n N (n) reste borné
AN 2;{ ’

pour )\ € L , on peut choisir la suite &n > 0 telle que la somme des 3

autres termes soit £ —1?' « On a alors
2



S5 i vw) Hn) a<n)4——- 3

2),»<n4n}", 1
ngfx Aol 2 ) <

Comme ny = 0 N\ reste dans un compact de 2%} n

¢) Grice & 1'introduction des En s OD Q rt(n) £0 , J() #£0,

(3 - 3 ' P
I, I1 existe deux sultes { xr'l} ’ { yl'l} telles que nlin o:; n =0

lim y' =0 etguspour tout ueH , onait u =Z°i’>\'(n) x'n®y'n.
n=0

Il 50 n

Il suffit de poser x' = -%(‘-;5- A ;%-)- N = A (o) p(n) Y (n)

n
by (x)
On & pour tout X s lin pb,(x')..llm ) =0 donc limx' =0, et
n >0 n —» @0 n —»oo
. de méme llmyn=0.
n oo

D'autre part Zj \ N (n) ‘ = Z‘X(n)‘ L(n) Y (n) L4 o0 et de plus

r%; I X(n)} X ~5 » done A\’ reste dans un compact L' de fl .
Jo Fin de Ja construction. o0
Pour N& L' ,ona :/';’(j) “\) (n)\po(x'n)qo(Y'n) = %0 I\ (n))PO(xn)qo(Yn)< 1,

done £ 1~-o{ 1 . Déterminons N tel que

oQ
pa(x') < 1
0™ n” = pour n> N , Z\X’(n)l(é pour tout N e 1,
ap(x') < 1 nyN
Posons x" = x'n A AN X"(n) = A\'(n) pour n> N, et pour ng N
x! y!
XN = el yn = n AT = )\t pA(x' ) g (y' )
n po(x, ) n qO(y'n) n n 0™ n’ 0% n
si po(x’n) qo(y'n) #0
x'n yl
x, = ", = “g‘*ﬂ polx')  A"(n) = £ X'(n)
pox')

si po(x'n) £0 et qo(y'n) =0



x‘ : y'
. 1 R ¢ S
P& Ty (')

2= N'(n) = € N(n)

e
]

si py(x')) =0 et qyly') #0

X0 :
a) On a encore u = nz;_:,; }\"(n)xﬂn ®y"n , les suites {x"n} et {y"ng

étant fixes et telles que 1lim x" =0 , lim y'.=0 po(x" ) <1
v noyoo B D oo n

" ’

b) Pour tout ng N , ‘ )\"(n)' est uniformément borné quand u parcourt

H . De plus pour n, > N, Z [)\"(n)‘(
x/ . n;nx

donc A reste dans un compact

L" de fl .
¢) e Z | Nl € le'<n>}po<x Jolry)

¥: L | @) + Zlmn)I

L1 -R)+4g +£
Si on a choisi § tel que 1 -o(+5¢L1, on a bien Z’N’(n)*(l

Corollaires.
A. - Soit E et F deux espaces de Banach. Tout élément u de la boule

unité ouverte de E g F admet une décomposition de la forme
u~§f Mo X Y, avee lx flz1 | yll<t 5 1imx =o0

n—» o
lim vy, =0 et Z f)'tn‘ <1.
n-«»oo .
Be ~S1i E est un Fréchet , H un compact de E , il existe une suite x >0

telle que tout u = H admette une décomposition de la forme u = Z s

—"m

2_. ”‘nt_ étant_uniformément borné.

Ce -~ S8i E gst un Frédhet, tout compact H Q_g E est contenu dans l'enveloppe
convexe équilibrée fermée d'une suite tendant vers 2éro.

D¢ -~ 81 E et F sont deux Fréchet, tout compact de E @F est _contenu .
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sur E (rcsp. ¥ sur F ). Par suite
15 py ( °sPe My4 Yy )
pK ®q X est la semi-norme sur E ®F quotient de la semi-norme

®N

de la semi-norme N

N 13 « On peut encore cxprimer D, de la fagon
S

=N
13 v, 13
suivante ¢ 3 Pa’

Pour u e E@)F , tout couple (po ’ qo) de semi-normes sur
E et F et tout € >0 il existe A € 1%?) (K) tel que
u :% A (k) x @Y, avec :

2, VA po() a9 < (g @ag) () + €

(Suite et fin de la dimonstretion d=ns 1'exposé n® 6)



