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—3mg— g Exposé n° 3

N° 1 — RAPPELS SUR LES ESPACES L,
(Cfr. BOURBAKI, Livre VI, Chap.IV.)

§ 1 -~ CAS DES FONCTIONS NU:ERIQUES.

Pour toute mesurc positive dx sur un espace localciment compact

X ; on peut définir le prolongement de dx & l'enscmble des fonctions numé-
riquos positives définies dens X : 1lm vnrleur du prolongement de dx pour

unoe telle fonction est appelde intégrale supérieure de f ot notde fx) dx .

Pour une fonction numérique quelcongue f difinie dans X , on pose

N (2) - (/ff(x pdx) Lp g +00)
Np(f) définit une semi-norme sur l'espace vectoricl GI}P des f teclles gque
N (f) soit finie. Désignons par C l'ensemble des fonctions numériques pontl-
nues dans X et & support compact ;3 C est un sous-espace vectoriel de f} P
pour tout p fini et supdérieur ou 3gal & 1 . On note AJ,P 1'adhdlrence de C
dans l'espace Gf’p muni de le topologie difinie par la scmi-norme N_ et on

appelle fonction de puissance p-&mc intégrale ‘tout &ldment dé ;ﬁip . Cela si-

gnifie que f € QZ,P si, pour tout £’>,O s oh peut trouver g dans C
tclle que M&f -g) < & . On désigne par LY 1l'espace normé associé & e:ﬁp g
cl'est le quotient de 2T par le sous-espace des fonctions presque partout
nulles. Soulignons que LY n-est pas un espace de fonctlons, mais de classes
de fonctions oqu1Valentes moduld la relation N (f - g) = $ nous noterons f
la classe dont f est un élément. '

Pour p = 1, rappelons que 43;1 est l'espace des fonctions intégra-

a é(“ « Sa valeur pour fe‘ozli\

bles ; on peut prolonger la mesure di de C
osttintégrale de f proprement dite.

Soit maintenant £ uhe fonction numérique définie dans X . Locale-
ment presque partout signifie presque partout sur tout compact et Squivaut i
presque partout lorsque X est dénombrable & l'infini. On appelle No» {f)
la borne inférieure des nombres M tels que If(x)[ < M localement presgue

partout 5 et on appelle ;éFQ l'espace vectoriel des fonctions telles que



-2

5 o
N, (f) <+ . No(f) est unc semi-norme sur ;Z, ot ici cncorc on passe
J oo
au quotient L™ de ~/ por lc sous-cspacc des fonctions localement presque
partout nulles. L eost un espacc normdé, dens lequel C n'cst pas dense.
Pour tout p tel que 1L p Ko , on démontre quo P st
complet 3 les Lp_ sont donc des espaces dc Banach. L'indgalité de Hélder
N, (fe) < W (£) W (e) pour gq =p/(p =1 )

permet d'détablir que LY est le dual do LY 3 lorsque p <oe y 1P ost
alors le dual de L% . 1L* est le ducl de L1 s mais la réciproquc n'cst pas

vraic,.

§ 2 — CAS DES FONCTIONS VECTORIELLES.

On ¢&tend tous les risultats qui précédent ~u cns o les fonctions

définies dens X sont & valeurs, non plus dans R , mais dons un cspoce de
Banach E . Au licu de raisomncr sur les valeurs zbsolues des fonctions envi-
sagées, on raisonne sur lcurs normes en tent que vecteurs de E .
Ainsi pose-t-on 1/p
’ L@ = flewl a) P s com _
On appelle C(E) , :f,P(E) ot LP(E) 1es espaces correspondants. &ig(E) est
l'espace des fonctions mesurables dont la norme dans B est localement pres—
que partout borndéc. L'indgalité de Hblder est encorc valeble et on ddmontre
que les LP(E) sont complets. Cec sont donc ocussi des espmces. de Banach,

On peut munir csnonigucment le dual E!' de E d'une structurc
d'cspace de Brnach et difinir cnsuite les esprces LP(E!) o I1 est ﬂlors pos—

sible de définir un produit scalaire cntre LY(E) ot LY(zr) (4 + E-= 1) .

Convenons de noter e un Sliment générique de E' , Si fEin(m) et si
g eLq(E ) 5, on peut poser

(s [ gy e,
o £ et g sontideux Zldments des classes f et g respcctlvonvnt.
On voit que ceci définit une application de LU(E!') dens ( 1P(@) ) . Clest
m@me une isométrie, c'est-i-dire qu'elle conserve les normes. Cependant, dans .
lc cas gdnéral, ce n'est pas un Spimorphisme et Lq(E') n'est pas le dual de

Lp(m) Ces considérations restent valables pour p = 1 et g =oo .



No2 - RELATIONS ENTRE LY(E) et LP QE

Soit E un cspacce dc Banach.
LEIIE -~ Quelle guc soit la fonction £ , & valeurs dens E , continuc ot 2

support compact dens X , on peut approcher uniformément f par des fonctions

dc la forme ? f9 é‘g , ou ‘é}Q € E et o les f3 ont leur support contenu

.%
dans un voisinage arbitrairc du support de f et sont continucs dans X .

-

Nous nous bornerons & esquisser le ddmonstration ( Pour la démons-
tration rigoureuse, voir Bourbaki, Livre VI, Chep. III, $ 2, Lemme 2) . On
construit une partition de 1l'unitd { £5 (x)} subordonnde & un recouvrement
fini {-Q,Q du suppert K de f , recouvrcment par dei ouverts rclative-~
ment compescts choisis de telle sorte que l'oscillation de f dens chacun de
ces ouverts n'excéde pas & > 0 + Ceci est possibley car F est uniformément
contmue dans K « Soit ~lors Xy un point quelconque de ‘Q}) pour chaque ¥ .

On a f(x) = A_df(x) £y (x) et donc en posant -3 f(xa) y Ty =gy ¢
b ¢
H fx) - I f(x;,) gg(x)” < 5;-:”% X) - f‘(x.;) ) “ gy (x)L €
PROPOSITION 1 - LP @ B est un sous-espace partout dense dans LP(E}, pour
p > 1 fini,

Il existe une application canonigue (bilindaire) de 1P X T aens

LP(E) ; c'est 1'application é, ) — fz . Elle est &videmment .continue
puisque Np(f.‘ 2) N (f) ” e o« I1 lul correspond donc unc application liné-
aire continuc de ( Lp % E) dans LP(B) .

D'autre part, il est aisé de voir que cctte “ppllcatlon/qul n'est

autre que : . N . -
};; f®ey— Z; fy ey , est bilunivoque.

Nous pouvons en effet prendre les _e’)7 € E lindairement indépendants. Supposons
alo:l:‘s.'z;_;,f.‘a '29 =0 dms LYE) . Cela sighifie que Zf9 (X)-gg , o
£y S £y , est presque partout nulle. Or, si cctte fonction cst nulle en x€X,
clest que f4 (x) = O pour tout 9 , puisque les ¢y sont indépendants.
Autrement dit,s chacune des fl est presque partout nulle ;3 donc les classes
fg sont nulles, et L__.f? ® ey = 3 « On peut donc identifier (algébriquement,
mais non topologlqueme 1t), LP @ B qu sous-espace M de IP(E)} , formé des
combinaisons lincéaires finies f\ ey o

Pour prouver la proposition 1 , il suffira donc d!'établir que le

sous-espace M est partout dense dans LF(E) . Hais d'aprés le lemmec s M



-

est partout densc dans C(E) pour une topologiec strictement plus finc que
celle de la convergemce en moyenne d'ordre p j ¢t enfin C(E) est partout

dense dens LP(E) pour p » 1 fini.

Interprétation géométrigue du sous-espace P ®E de LP(E) + Les fonctions
de toute classe fELY ®E , Stant de 1o forme %} £y (x) Tc?)) , pronnent leurs

valeurs dens un sous-espace F de¢ E de dimension finic,et la rdciprogue
est dvidentc. LY ®E  cst done la rdunion des LP(F) lorsque F parcourt la

famille des sous-espaces de E de dimension finie.

>
Comparaison des normes dens Lp & E et LP(E). Toute classe fgLP ®E pos-

séde deux normes. Sa norme (f) dans LP(E) ot sa norme ” ?“K pour la topo-
logie tonsorlolle projective sur IP®E . Puisque la norme W est la plus grande
des normes donnant lo norme 1 & l'appllcatlon canoniquec do L’ X B dans

P . ' }} =

L° @B , nous savons déja que f” P (f . En géndéral pour p # 1 (&
l'exception des cas triviaux) , {lf {[ > N (f)




