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Dernier exposé (n° 24)
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16 Juin 195q.

Pour simplifier, E e_j F seront des Banach.

 .- Définition directe de ( T 1 1 1 ~ E lx F P°Ur

On peut définir l’application 03C6 20142014> T ~ 03C6> de

dans E~03C0 F comme étant le produit tensoriel 
de l’application T de J) dans E et de Inapplication identique

de F dans F . Par suite  T  03C6> ~ 0 si 03C6 ~ 0 dansw(F) et si T reste dans un ensemble équicontinu de 

c’est-à-dire si T reste borné dans Uj (E) .
On peut également écrire ~ 6~ d~(F) = ~( ~ ~ F) =

= L( D’, F) et T 6 (D’E. L’application T~
est alors le produit tensoriel ~~ ~ de l’application

Il ~ U, 03C6> de D’ dans F et de l’application identique
de E dans E . Par suite ~ T8 ~B2014~ 0 si T 2014~ 0 dans
ûj (E) et si 03C6 reste dans un ensemble ëquicontinu de L ( JJ yF)

c’est-à-dire si 03C6 reste bornée dans D(F). On vérifiera que ces
deux définitions sont équivalentes en prenant pour T et u) res-

pectivement des éléments décomposables de D’03C0E ot de(/() 03C0 F ; elles permettent (dans une certaine mesure ! ) d’écrire



-2-

2. - Produit multiplicatif

Pour 03B1 ~ C (F) et T (E) on définira 03B1 ~ T (produit

multiplicatif) ~E ~ ~C F~ par 
_.

pour toute J~

3. Produit direct

On pourra vérifier que l’on a

4.- Convolution

pour toute y C ; 

Autre méthode 
’

2014201420142014201420142014201420142014 
_~

On définit d’abord *T ~ D’(E) pour j6 (E) et

en définissant Inapplication ~ 20142014~ J) ~ T de = (§’ 
dans D’ (E) = D’ ~03C0 E comme le produit tensoriel de Inapplication

U~U#T de o dans D’ et de l’application identique de E dans E.



On vérifie alors que T ~. #T .. est continue-de dans &#x26;’ (E)

( on vérifie même que (~, T) * Test hypocontinue relativement

aux parties bornées )
-~ 

~ 
.

Puis on définit de même l’application T 20142014~ J-~T de (~(F) =

F dans A’ (E ~03C0 F) = D’ (E) comme le produit tensoriel de

Inapplication de ÛJ dans w (E) et de Inapplication

identique de F dans F .

La même méthode de définition supplique si (~ (E) et

(F) et il y a échange par la transformation de Fourier entre la

convolution et le produit multiplicatif.

5.- Théorème de Künneth

Soit E et F deux espaces vectoriels topologiques et sur E et F

respectivement deux opérateurs de dérivation d’ et d~ (opérateurs
linéaires continus de carré nul).

E ~ F sera muni d’un opérateur continu de carré nul de la forme

d = d~ t 0’1 + ~ ~ d" ’ ’
Soit H(E) = Z(E) / B(E) le groupe d’homologie de E

H(F) = Z(F) / B;(F) le groupe d’homoLogie de F

H(E ~03C0 F) = Z(E F) / B(E ~03C0 F) le groupe d’homologie de

E 

t. î 

’

THEOREME.- Si E et F sont des espaces de Frechet dont l’un est nucléaire,

d’ et d" des homomorphismes topologiques~ on a

= II (E) ’~H(F)
Exemple.- E et F sont les espaces des formes différentielles indéfiniment

différentiables sur deux variétés V et W . E et F sont alors gradués

et l’on prendra pour 1 1 Opérateur multipliant la composante de degré n

par (-1) ~ d~ et d" sont les différentiations extérieures sur V 

W . 

’ On supposera ’ï/ d’ + d’03B3; =0 pour que d soit de carré 
étant un isomorphisme topologique de E sur lui-même.



Alors F des formes différentielles indéfiniment

differentiables sur V X W , d la différentiation extérieure. On voit que

H(F) , H~E ’~~.~,- F) sont les espaces vectoriels de cohomologie de V ,

V Ces espaces apparaissent comme munis de topologies (quotients) ,
et H(E ~~ F) est le complète de H~L) ~’ II(F)

Remarque.- H(E) , H(F) et H (E % .; F) sont des Frechet car Z(F) et

Z(E ~03C0 F) sont des Frochet,.. ’ B (E) , B (F) et B(E ~03C0 F) sont fermés ( car
d’ d" et d sont des homomorphismes topologiques) ( rappelons que le quo-
tient d’un Frechet par un sous-espace ferme est complet).

On démontrera d’abord le théorème dans le cas où d" = 0 c’est-à-dire

le lemme suivant

Si E et F sont des Frechet dont l’un est un homomor-

phisme topologique et d = 9 , 

Démonstration..- On sait que si A et B sont desFrechet et si C = B/A
c’est-à-dire si on a la suite exacte

on a également la suite exacte 1

si B ou F est nucléaire.

En effet A ~ F est un sous-espace topologique de B ~ F (considérer
le produit tensoriel comme le produit ~) et C ~ F = B ~ F/A ~ F (considérer
le produit tensoriel comme le produit 7C )

En appliquant cette remarque à la suite exacte

on obtient la suite exacte

. 

/~ ~.

Par suite Z(E) ~F est un sous-espace topologique de E et est le

noyau de l’application ~d = 1 F = Z(E ~8 F)’ 

-’’’" ~~
De plus est l’image par d de E’~’F donc



De même de la suite exacte

on tire :

d’oÙ

Démons tration du théorème.-
i dl

De la suite exacte 0 -~ Z(E~ -~--~ E --~ ~ (E~ ----~ 0 9 on déduit la suite

exacte :

Cette suite exacte est compatible avec l’opérateur d , c ’est-à-dire

que les homomorphismes de la suite commutent trivialement avec d . Remarquer

qu’on a Z(E F) C E  F et B(E)  F Z(E) ~ F. On en déduit donc la
suite exacte s

L’opérateur bord ~ ~ est défini comme suit.

Si 0 -.--~ A ---~ B ~ ; C --~ C est une suite exacte compatible un

homomorphisme d (j est l’immersion de A dans la pro jection de
. B sur B/A) , on a la suite exacte g

c) est ainsi défini. Soit c e H(B/A) . Soit ~ ~ Z(B/A) dont la

classe mod. B (B/A) On 6 B/A . Donc il existe y ~ B tel

que 03C0 y == 03B2 et comme Z(B/A) , d~ ~ A . o ~03B1 est la classe de

dv dans H (A) . On applique ce résultat général en remplaçant A~ By Cy

y ~3t par ;,,_
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L’homomorphisme c) est ainsi défini.

. Soit 03B1 e H(B(E) ~F). Choisir 03B2 ~ Z(B(E) 0F) tel que l’image
de P par l’application canonique de Z(B(E) ~ F) sur H(B(E) 6?F) soit 03B1,

Cons-id-érant que P6:: B(E)0 F , il existe B. e E ~ F tel que (d’ 
Comme 03B2 ~ Z(B(E) on a e Z(E) &#x26; F . )c. est la classe de d~
dans H(Z(E) ~F) . 

’

Dans le cas on a les particularités suivantes :
~~. x

a) H (Z(E) ~)F) = Z (E) 0H (F) ( d’après le Lemme car d’ = 0 sur

Z(E) donc d = ~ ~ d" ) .

b) H(B(E) ~ F)= B(E) ~ H(F) (idem) et par suite ; .

H(B(E) ~ F) C. H(Z(E) ~ F)

c) P peut être pris dans E(E) 0 Z(F) car 
’

~~ Z(B(E) ~F) = B(E) 
Alors on peut chcisir 03B3 ~ E 0 ZF

On a d’ ailleurs bien ~ Z(E) ~ F a

e) .Alors , classe de 03B2 da.ns H(Z(E) ~ F) = Z(E) ~ H F n’est
. autre que 03B1 lui-même ; 03B1 est bien dans B (E) H (F) ~ Z(E)  H n

.Ainsi () est l’ immersion canonique de B (E) X _u_ (F) da ns
.~..

~‘’ 

~ 

f ~ ~~ biunivogue c’ est-â-.dire de noyau nul, 
H (E  F) ~ H(B(E) F) est nulle c’est-à-dire a pour noyau

, 
H(E  Fw donc H(Z(E)  F) ~ H(E  F) est un épimorphisme.

,~...~. ,~.

g~ Par suite H ~Z ~L~ ~ F~ / H B E ~.~ F


