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OPERATIONS A.JGﬁ,BRIQUES SUR LES DISTRIBUTIONS
A VALEUR VECTORIELLE - THEORE.L:IE DE KUNNETH

Pour simplifier, E et F scront des Banach.

. A
1.— Définition directe de < TR f) & EQ F pour
, J o BT
Te DE ex ¢

Fig (1) On peut duflnlr l'application ¢ —» T (2 / de
5 N O) ®~ F dans E @ F comme étant le produl“b tensorlel T & 1
T_’“G“GB ® j(F‘ de l'appllcatlon 'I‘ de ﬁ dans E et de l'application 1dent1que
Tl?l 1\}/ de F dans F.Parsulte/'l‘®\f>>~$0 si ¢— 0 da.ns
, @ . U{) (F) et si T reste dans un ensemble &quicontinu de ‘,o ( \D
x c'est-a-dire si T reste borné dans @ (®)
Fig (2) On peut également écrire J\%D e H(F) - f\’:( (D'O , F) =

b
est alors le prodult tensoriel 4E® lf de l'application

¢ 1 ~ ! ’
.)E @,'/E\ = a?./( @, F) et T & @ ®_E _; Ltapplication T—%(T@Y>

\
U — \/ J, \p> de @ dans F et de l'applica%ion identique
F E de E dans E . Par suite <T >——>O si T — 0 dans
(D (BE) et si ¢ reste dens un ensemble équicontinu de ,é/ ( ﬁ) ,F)

c'est-a-dire si \() reste bornée dans U)(F) « On vérifiera que ces

deux définitions sont équivalentes en prenant pour T et res—
. A
pectivement des éléments décomposables de CD ' ® E ot de
Pl .
C‘D ®JT F 5 elles permettent (dans.une certaine mesure ‘) dtécrire
e > - -
= w =
(1@ ¢ ) = (@1)(§) = (18¢)(D)



2, = Produit multiplicatif

~3 (@]
Pour & & C (F) et T e O‘D'(E) on définira o ® T (produit
1 - o
multiplicatif) € 0) (B ®7( F) par
& .,

\

pour toute kP = @

3¢ Produit direct

soit S € C}'X(E) )T, € d) ’y(F)

En écrivant §X € @'x@XE ;T € @'y. @,‘,F , on dsfinit
immédiatement f)x % T € :?D'X Q E®, 0 'y ®XF

db'xy@K (B ®1F) = (D'xy (B ®IF)

On pourra vérifier que l'on a

o8, wrtm ) - (T @) e ()
pour u(x) € (/Dx , v(y) e @y y et plus géﬁéralement

{ 5x%Ty Pum @viy) - (O, Ouw) @ (1, &vm)y
s u@m e N0 v v e m

4o~ Convolution

Pour 5 & 6 (B) et T & dJ '(F) , on peut définir

AR AN Y
5% e 008 1) per
93

(5%, ?) - <5a%3fh P (50D

{
pour toute Lf S LD .

Autre méthode

~>
On définit d'abord j% T = 1) '(E) pour 3 = é,(E) et
e ) " on définissant 1'application ﬁ — 3 * T de @'(E) = 8' @WE
dans O’D' (E) = {br ®5(E comme le produit ‘tensoriél de lt'appliocation
U— U XT de é' dans O,Ll' et de l'application identique de E dans E.



-3

-? 1 b
D; st continue de (o dsns A ()

On vérifie alors que T —. ) *
x T est nypocontinue relativement

[ pNas ]

( on vérifie mlme que ( 5 s T) —
aux parties borndes )
— .
- ~>
Puis on définit de méme ltapplication T ~——9<5‘* T de HO'E) =
1 1 A~ t N )
& ® F dens &) C?'Q;{F) = 8 (@ &%F comme le produit tensoriel de
1 : !
ltapplication U — S xU de 00 dans O (B) et de l'application

"

identique de F dous B oo

. ol !
La méme méthode de définition s'applique si e [ C(E) ot

.
T & -LS (F} et il y a d4change par la transformation de Fourier ecntre la

convolution et le produit multiplicatif.

5.;,Théoréme de Kunneth

Soit E et F deux espaces vectoriels topologiques et sur L et F
respectivement deux opdérateurs de dérivation 4! et 4" (opérateurs
lindaires continus de carré nul).

B @a:F sera muni d'un opérateur continu de carré nul de la forme
d=4dar'®1 +n&K4n (1)

Soit H(E)

H(F)
HE RxF) = 2(E € F) / B(E & F) 1le groupe d'homologic de

z(8) / B(E) 1le groupe d'homologie de E

it

z(F) / B{F) 1le groupe d'homologie de F

E Qg F

t. ] »
THEOREME.- Si L et F sont des easpaces de Frcéchet dont 1'un est nucléaire;

d' et 4" des homomorphismes topologigues, on &

1D R

+F) = H(E) B H(F)

4Exemple.- E et F sont les espaces des formes différentielles indéfiniment
différentiables sur deux varidétés V et W . E et F sont alors gradués
et l'on prendra pour " l'npérateur multipliant la composante de degré n
par (-1)n sy d' et 4" sont les différentiations extérieures sur V ot

w.

(1)

On supposera‘ 7 d' + d'y = 0 pour que d soit de carré nul, ¥
. étant un isomorphisme topologigue de E sur lui-méme.




—lf
Alors E(XE(F -es1 I'espacc des formes différentielles indéfiniment
différentisbles sur V X W, d la diffdrentiation extéricure. On voit gue
H(E) , H(F) , H(E ®, F) sont les espaces vectoriels de cohomologic de V ,
W,V XW¥, Ces espaces apparaissent comme munis de topologies (quotients),
et H(E ®x F) est le compldté de H(Z) & H(F)
Remerque.— H(E) , H(F) et H(E®.TF) sont des Frechet car 2(Z) , Z(F) et
z(z R F) sont des Frochot; B(E)M, B(F) et B(E)giLFﬁ sont formés ( car
d' d" et d sont des homomorphismes torologiques) ( rappelons que le quo-

tient d'un Frechet par un sous-espace fermé est complet).

On démontrera d'abeord le théoréme dans le cas o d" = 0 ctlest-a-dire

lc lemme suivagnt

Lemme.~ Si E et F sont des Frechet dont 1l'un est nucléeire,d un homomor-

phisme topologique et d = d' &1 , on a :

HEKXF) - (@) &F

Démonstration.- On sait que si A et B sont des Frechet et si C = B/A

clest—-a-dire si on a la suite exacte
i 5
O-—A—B-—-—>C=>0

on a également la suite exacte :
0O->A®F—-BQF—>CRF —0

si B ou F est nuclérire.
Py

A a
En effet A X F est un sous-espace topologique de B X F (considérer
~ A~

le produit tensoricl comms lc produit €) ¢t C®F =B&F/A €F (considérer
le produit tensoriel comme le produit 7T )

En appliquant cette remarque & la suite exacte
i 4’
0 —Z(E) — E —B(E) —> 0

on obtient la suite exacte .
oo 181 ARy .
0 —Z2(E) XF—>EQF—>BE)RF —0

e P
Par suite Z(E} ® F est un sous-espace topologique de E QD F et est le
N AL

noyau de l'application d = d' &1 d'ot Z(E) ¥ F = z(Ef’x' )

i

, o~ o~
De plus B(E) X F est ltimage par d de E X F done

s

BE®@TF - B (E ®F)



De méme de la suite exacte

0 —B(E) —2ZE) —H(E)—O

on tire :
AL a /\\
, 0 - BE)QF-—2z(EB)XF—HE) ¥F —0
dtol N
S 2@ § & 5
pE)@r - LBV OF ZE XD uop g

B(E) X7 B(E B F)

‘Démonstration du thdéoréme.-

i at
De la suite exacte 0 -—Z(E)— E— B(E)—> 0 , on déduit la suite

-exacte @ PRy A N
0 - zZ(E)F—EXF —B(E) ¥F—0
Cette suite exacte est compatible avec l'opérotecur d , c'est-a-dire
que les homomorphismes/\de la suite c/o\mmutent triyé.alement avec d , Remarguer
AL
qutona ZEXF)CEZF et BE)XRF C ZE) ¥F . On en déduit donc la
suite exacte :
4 ~
H(ZERF)—H (EXF)
S .
DN\ 'w/ ~
H(B(E) & F)

L'opérateur bord 9 est défini comme suit.

Si 0—4a-3HB3X5c-0 est une suite exacte compatible av:>c un

homomerphisme d (j est l'immersion de A dans B , T la projection de
B sur B/A) , on a la suite exacte :
“H (4) 5 H (B)
> N x
H(B/A) = H(C)

9 est ainsi défini. Soit o e H(B/A) . Soit > & z(B/A) dont lao
classe mod. B (B/A) est % . Ona e B/A. Dono il existe y & B tel
que T ¥ = P et comme & zZ(B/A) 4 dy € A . % est la classe de
dK dens H(A) . On applique ce résultat général en remplagant A; B, C,

¥ sJC par e
A ZE X'F.
B EXF
c BE & F
3 i ®
x ar ® 1
a - ar®1 +9xan



G

Lthomomorphisme 9 est ainsi difini. R ‘
Soit o € H(B(E) ®F) . Choisir [ &€ ’7(B( ) ®F) tel que 1timege

de P par l'appllcc,tlon canonique de 7(B(E) ® F) sur H(B(E) [ F) soit K.
Considérant que Pe B(E) 59 F, il ex:.ste N é E 20 F tel que (a' 1)){-/5
Comme e Z(B(E) @F), ona d, e Z(E) XF . da estla classc de dy

dans

H(Z(E) @F)
Dans le ces pr-vsont, on & les particuloritls suivantes ¢

a) H (Z(E) F) = 72 (B) @H (F) ( d'aprés le Lemme car d! = 0 sur
Zz(E) donc d =m&a" ) .

b) H(B(E) i‘? F)= 3(z) @ H(F) (idem) ot por suite “:
H(B(E) @ P) C H(z(E) ® F)

c) f5 peut Btre pris dans B(E) gZ(F) car
Pez@E &r) -5 82 §
Alors on peut chdsir Yy € E QZF
d) On =z dy = P2 car g— (ar £ 1 +m & d")x— By (53 d")g et
(m & an) Y =0 d'aprés /c\:)
On a d'ailleurs bien B(E) & z(F) C Z(E) @F c
e) Alors 2w, classe de /2 dans H(Z(E) 8 F) = Z(E) ® u(r) , n'est
autre que X lui-mme ; X est bien dans B(E) K\B(F) Z(E) @ H(F)

A1n31 0 est l'immersion canonique de B(E) X H(F) dan

Z(E) 8 H(F) .

£) 2 o+mt blunlvoque c'est-a-dire de noyau nul, l'application
H(E @ F) — H(B(E) ) F) est nulle c'est-a-dire a pour noyeu
H(E @ F) donc H(z(E) w F) ——~>H(E &F) est un ¢pimorphisme,
g) Par suite H(E 8 F) H(Z(“) fx F) / H(B(E) (x« F)
=z (E)@H(F) / B(E) 2>H( )
= H(E) ® H(F)
CeQeFoDs




