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Exposé n° 17

ESPACES NUCLEAIRES.
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I.- COMPLE.ENTS SUR LES OPERATEURS INTHGRAUX ET LES OPERATEURS NUCLEALRES.

Soient E et F deux espaces localement convexes.

1°) De l'expression intégrale d'une forme bilinéesire intégrale sur I X F
résulte immédiatement que u provient d'une forme bilinéaire intégrale sur
By X By (U (resp. V) %boisinage convexe ouvert £quilibré de zéro dans E

(resp. dans F )). Ceci permet de se ramener aux espaces normss.

Pour qu'une forme bilinéaire continue sur E X F so0it intégrale, il faut
Pl A 0
et il suffit gue son prolongement & E X F soit intégral (car B E%‘F =
~N AN
E® F ). Ceci permet de se ramener aux espaces de Banach.

[
20) Un opérateur u & § (E;F) est dit intégral si la forme bilindaire qu'il
définit sur E X F' est intégrale ( F' -est muni de la topologie forte i.e.

de la topologie de la convergence bornée). On peut démontrer qu'une applica-

. A 8¢, .
tion intégraléVfactorise :

E --+EU -———-)vFB —r PR : ( U voisinage convexe éguilibré ouvert

de zéro dans E , B vpartie bornée de F ) , 1'application By —> T, étant

intégrale.

S1 une application u de E dans F est intégrale, son prolongement
4 de ﬁh dans ﬁ. est intégrale (irmédiat) ; réciproquement, si u est une
application continue de E dans F telle que U soit intégrale, ci si en
outre toute‘partie bornée dec ﬁ est contenue dans l'adhérence d'unc partie
bornée de F (par exemple, si F est un espace normé) alors u cst unc aphpli-~
cation.iﬁtégrale s en effet; les topologies fortes sur F!' dual de F et
F' “dual de T scnt identiques, donc les biduals F" ot (ﬁ)" sont

identiques.
Pour qu'une application continue E — F soit intégrale, il faut et il
‘suffit que sa transposde le soit.

3°) Si u est une application nucléaire E —» F ; Sa bitransposée est une

application nucléaire E"—3F" (et mdme E"—3> F car u est compacte).



-
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Si une application continue u de E dans F est telle que u soit nu-~
oléaire, u n'est pas nécessairement nucléaire (mais si l'on sait en outre
tt
u

que est une application E" —» F , u sera évidemment nucléaire).

Une application nucléairc E -—> F se prolonge en une epplication nuclé-
A ~
aire E —F . La réciproque est fausse.
4°) 8 u : E — F , F complct, est composé de 3 opdrateurs intégraux,
u est nucléaire.

DEFINITIONS.

Soient E et F doux espaces localcment convexcs, et soit G%J une famil-
lc de parties bornées de F . Unc application u de E dans F est dite
@?-bornée s'il existe V voisinage de zéro dans E et }{é'@; , tcls que
w(V)C X . Un ensemble u, d'applicationsde E dans F est dit @;-égui—
borné s'il cxiste V voisinage de zéro dans E ot X e;@§ tels que

‘ui(V) Z X pour tout i .

Exemplcs. Les applications compactes (si @; est la famillc des parties
' compactes de F ) 3 les applications faiblement compactes (si &, est la fa-
millec des parties faibloment compactes de F ) ; les applications bornées

(siA@J est la famille de toutes leos parties bornées de F ).

Lorsque F = G' est lc dual d'un cspace localement convexe G , on peut
prendre pour G%’ la famille des parties équicontinues de G!' « Dans ce cas,
nous dirons, pour abréger, qu'une application u de E dans G! , G;—bornée,
est une application £-bormée ; ot qu'une famille d'applications ég-;équibornée

est une famille £ -équibornée. On vérific immédiatement la propridté suivante:

Unc forme bilindaire continue sur E X F définit une application & -~bornée .

de F dens E' et réciprogucment. Unc famille équicontinue dec formes bili-

néaires continues sur B X P d&finit une famille d'applications EL-équibornées

de F . dans E' c¢t réciproquement.

' II.- ESPACES NUCLEAIRES.

DEFINITION. Un cspace localcment convexe E est dit nucléaire si, quel

que soit F localoment convexe, les topologics T ot £ coincident sur

EQ@TF (ou, ce qui revicnt au méme, si guel gue soit ' lowalcment convexc

- ~ ~
1l'application canonique E @%TF —s T @% F est un isomorphismc sur).

. »~ . 0] s e /\ . » 3
Pour que E soit nucléaire, il faut et il suffit que E soit nucléaire
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(en offct E@EF%LQQEF et E@WF’&,’E@WF guel que soient T et F ).

PRCPOSITION 4.~ Pour qu'un cspace localement convexe T soit ndcléaire

il faut et il suffit quc, pour tout espace de Banmach G , les topclogics TT

et € coincident sur EQG .

Nécessité évidente.

Pour démontrer la suffisance, considérons un espace localement convexe
F et montrons que B éﬁ F =5 élITF . Par dualité, il revient au méme de
démontrer que toute partic équicontinue de B(E,F) est uhc partic équicon-
tinue de J(E,F) . Or, une partie équicontinue de B(E,F) cst cngondrée
par une famille de formes bilinéaires équicontinues sur E X FV (v
voisinage convexe ouvert dquilibré de zéro dans F ) ; ;f’définit une partie
équicontinue dc B(E,FV) = B(E,gb) ; par hypothése les partics équicontinues
do B(E,ﬁv) sont cclles de J(E,ﬁ%) qui sont aussi celles de J(E;FV) 5
done P dsfinit unc partie équicontinue de ,J(E’Fv) , donc une partic équi-
continue de J(E,F) . ‘

HYPOTHESE.— Si deux espaces localement convexes E et T sont tels
que las topologies & ot T coincident sur EQF , a-t-on nécessairement :

E ou F nucléaire ?

/ .
THEOREME 1.~ Soit E un espace localement convexe. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

15/ E est nucléaire

2°4/ Toute application &-bornée d'un Banach dans B! est intégralc.

2°B/ Toute application E-bornée d'un Banach dens E' est nucléaire.

3°/ Quelle gue soit A' partic convexe équilibrée feibloment fermée dqui-

continue de E' , il existe B' partie convexe équilibrée Taibloment ferméde

me

équicontinue de D' , B' D A' , telle que l'application canonique E'A,—é-E'B'

soit nucléaire.

4°/ Quel que soit U voisinage convexc équilibré ouvert do zéro dans E

il existe V voisinage convexe équilibré ouvert de zéro dans E,VCU,

. . N ~
tel que l'application EV ‘“"EU soit nucléaire,

-5°A/ Toute application continue de E dans un cspace de Banach est intégrale

5°B/ Toute application continuec de E dans un espace de Banach est nucléaire

/
DEMONSTRATION.

1° centraine 2°A/ En effcet une application u € -bornée T —» OY  définit
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unc forme bilindaire continue sur I X I' 5 par hypothése cette forme biliné-

aire est intégrale 3 donc u est unc epplication intégralc.

2°A entraine 3°/ Soit A' unc partie convexe équilibréc Taiblement

fermée équicontinue de E' ;3 l'application E',, —» E' est E-bornée, donc

A
intégrale ; elle définit donc unc forme bilindeire intégrale sur E'A, X E 3
celle~ci provient d'un~ forme bilinéaire intégrale sur E'Al X EU y U voi-
sinage convenable de zéro dans E . On peut prendre- U C A'® 3 on définit
ainsi une application intégrale E'A, **%'E'UO , U° ¢équilibrée convoexe
faiblement fermée Squicontinue. En itérant cette construction, et tcnant
compte dec ce que le compcsé de trois opératerms intégraux est nucléaire si

le dernier espace est complet, on obtient le résultat cherché.

3° centreine 1°/ Soit F un espace de Banach ; montrons que I'®, E

A\
P @%rE , ce qui, point & la proposition 1, prouvera que E est nucléairec.
Par dualité, il revient au mémec de montrer quec toute partie éguicontinue de

B(E,F) est unec partic équicontinue de J(E,F) .

Or une partie équicontinue H de B(E;F) provient d'une famille équi-
sontinue de formes bilinéaires sur F X EU y donc définit une fami%lo
€ ~équibornée us d'applications F - E! guil sc factorisent : F._é'_)E’Uo—o-‘-rE'
les \f étant équicontinues.

D'aprés 3° « se factorise en E'Uo n-a-E'B,4;£> E' , la premierc appli-

cation étant nucldaire.

Finalement les ui se factorisent

pov. Y

S ST S

les j3 °o v, étant "équinuvléaires”, donc équiintégrales. Si V est, dans
E, le polairc de B', on voit que H provient d'une partic équicontinue de
J(EV,F) donc H est équicontinue dans J(E,F) et E est nucldaire. Par

ailleurs trivielement 3° entralne 2°B ¢t 2°B entrainc 2°4 , d'ol les

équivalences de 1° , 2°4 , 2°B , 3°,

3° et 4° sont dquivalentes.

& : S
Une forme 3°'équivglenteV§° est obtenue en remplagant ”E'A,-——§ E‘B,

mucléaire" par "B' , 5 E'g, intégrale" (en itérant)
. s R ) ~ ~
Une forme 4°' &quivalente & 4° est obtenuc en remplagent By —>E; nu-
oléaire par EV '"*’EU intégral (mar "EV — EU intégral" équiveaut a
A ~
"Ey —> Ej intégral", il suffit alors d'itérer pour déduire 4° de 401),
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Ceci étant, 3°!' et 4°' sont équivalcnts par dualité, donc aussi 3° ct 4°.

Ensuite 5°B entraine trivialement 5°A 5 5°A cntreinc 4°, cer si 1'on con-

~~
gsidére F = ﬁb et l'application canonique E _—~>EU., elle doit &tre intégrale,

~ ~
done il existe V- U tel que EV — EU soit intégralc 3 en itérant on

voit qu'on peut remplacer intégrale per nucléaire. Enfin 4° centralne 5°B, car

/N

toute application continue de E dans un Banach F se factorisc en B “ﬁ’EU
~ Ay A s ..

- F , d'ol E —> EV ——ﬁ-EU‘—~%>F ’ EV — EU étant nucléairc, CeQeTe Do

APPLICATION.~ Prolongciment d'une application continue. Scit E un espage

loczlcment convexc, E un sous—espace nucléaire de E , F un copace de Banach,

1

u, une application continuc de E1 dans F . Il cn résulte que Uy est

1

nucléaire, donc u se prolonge en unc application nucléaire dec E dans F

1
(exposé 13, prop. 7). Ban particulier, comme nous verrons quc tout sous-espace

dtun cspace nucléaire est nucléaire

PROPOSITION 2.- Soit E wun espacc nucléaire, E1 un sous-cspacc de E ,

une application continue de E1 dans F o L'ap-—

I un espace dc Banach, u

1
plication u, se prolonge en une application continue de E dans T .

DEFINITIONo— Un espace localement convexe est dit espacc de Schwartz stil

possdde la propriété suivante:spour tout voisinage de zéro U , il existc un
voisinaege de zéro V dont l'image dans EU est précompacte.

En particulier un cnsemble borné d'un espace de Schwartz a des images pré-
compactes dans tous les EU , donc il est précompact. Par suitc, dans un es-

pacc de Schwartz quasi-complct, toutcs les partics fermées bornécs sont compactes

et l'espace cost semi-réflexif. Du théoréme 1 rdésulte directement

PROPOSITION 3.~ Tout espace nucléaire est un cspace dc Schwartz., Tout

espace nucléaire quasi-complet cst semi-réflexif.

BEn partisulier, un espace de Dznach nucléaire a unc boule unité compacte,

donc cst de dimension finie.

PROPOSITION 4.- Mout espace nucléaire est sous-cspace d'un produit d'espa-

ccs de Hilbert (et, en particulicr, possdde la propriété d'approximation).

Soit E nucléaire, U un voisinage de zéro dans E , convexe, <¢quilibré,
ouvert. Il suffit de montrer qu'il existce un voisinage de zéro W, W U,

tel que EW' soit préhilberticne.

Or l'application E ””%'EU se factorisec E -—- E, —> T 1'application
A ~ ' v U’
EV 2 EU étant intégrale 3 E u,é,EU se factorisec I -né-EV —3> H ——e,EU s



H étant préhilbertien. Il suffit alors de »nrendre nour W l'imege ricirro-
querdzns E  de 1o boule unité de H .

T T i Rt bl o TS 2 ™ L ST s s . S
PREMIZR SXEDLDPLE D'ESPLCE JUCLEAIRE.— Soit & une suissance quelcon-—

gue. ‘ >
Lt'esvrce R*™ est nuclinire 3 en cffet, dans son ducl & R (some
. - - . . 3 . . . "
directe), les nartics fquicortinues sont de dimcrnsion finie.
Far contre & R (scuwne direccte topolozique) n'est pes nucléaire en

[ 4
générnl. In offet, dnns le dual 4'un csmace nucliaire, les »o-ties dguicon-
tinucs fermdes sont des coupacts, métrisables (on vertu duthlorégme 1, 3° )3
»
or le dusl de 2 R est
a

. . . . . N
" s les pertics Sguicontinues fermdes de R*®
" . N . -
gont toutes les nortics borndes fernées § ces derniires, nar exemple lcs
“ ? 9 1

I

9

. - o R i . « a
produits LO,l]"\‘ ne sont pes métriseblessi o™ est > ’\‘O .

4

Par contre, nous verrons.que ¢ si un esince (F) cst nucléaire, son

dual est nuclésirc, et récinrocucment.




