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Exposé n° 17

ESPACES NUCLEAIRES.

Faculté des Sciences de Paris

Séminaire SCHWARTZ
Année 19 53/19 ~q.

24 mars 1954

1.- COMPLÉMENTS SUR LES OPERATEURS INTEGRAUX ET LES OPÉRATEURS NUCLEAIRES.

Soient E et F deux espaces localement convexes.

~°) De l t expression intégrale d’une forme bilinéaire intégrale sur E X F

. résulte immédiatement que u provient d’une forme bilinéaire intégrale sur

EU %~ F V (U (resp. 
. 

V) Voisinage convexe ouvert équilibré de zéro dans E

(resp. dans F )). Ceci permet de se ramener aux espaces normes*

Pour qu’une forme bilinéaire continue sur E X F soit intégrale, il faut
n h 

. 

et il suffit que son. prolongement à E x F soit intégral (car E @ F ~
 03B4 F ) . Ceci permet de se ramener aux espaces de Banach.

2°) Un opérateur est dit intégral si la forme bilinéaire qu’il
définit sur E X F’ est intégrale ( F’ t est muni de la topologie forte i.ee a
de la topologie de la convergence bornée). On peut démontrer qu’une applica-
tion intégrale se factorise g

E w’~’ F ~ ( U voisinage convexe équilibré ouvert

de zéro dans E 9 y B partie bornée de F ) , y l’application .-..~ r~, étant

intégrale.

Si une application u de E dans F est intégrale, son prolongement
~ ~ ~
u de E dans F. est intégrale (immédiat) ; réciproquement, si u est une

application continue de E dans F telle que u soit intégrale, et si en

outre toute partie bornée de F est contenue dans l’adhérence d’une partie
bornée de F (par exemple, si F est un espace normé) alors u est une appli-
cation intégrale s en effet9 les topologies fortes sur F’ dual de F et

F’ "dual de ~ sont identiques, donc les biduals F" et sont

identiques. 
’

Pour qu’une application continue E .-..~. F soit intégrale, il faut et il
’suffit que sa transposée le soit.

.3°) Si u est une application nucléaire E --.~. F p sa bitransposée est une

application nucléaire E" ~ F" ( et même E" ~ F car u est compacte).
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Si une application continue u de E dans F est telle que u soit nu-

oléaire, u n’est pas nécessairement nucléaire (mais si l’on sait en outre

que ~u est une application E" -+ F ~ u sera évidemment nucléaire).

Une application nucléaire E ~ F se prolonge en une application nuclé-

aire E 2014~F . La réciproque est fausse.

4~) Si u s E 2014~ F , F complota est composé de 3 opérateurs intégraux,

u est nucléaire.

DEFINITIONS.

Soient E et F deux espaces localement convexos, et soit une famil-

le de parties bornées de F . Une application u de E dans F est dite

(5 -bornée existe V voisinage de zéro dans E et 
t 
tels que

u(V)C. X. Un ensemble ui d’applicationsde E dans F est dit 
borné s’il existe V voisinage de zéro dans E et X tels que

u.(v) C X pour tout i .

Exemples. Les applications compactes (si ~ est la famille des parties
compactes de F ) ~ les applications faiblement compactes (si é est la fa-

mille des parties faiblement compactes de F ) ; les applications bornées

(si (~ est la famille de toutes les parties bornées de F ).

Lorsque F = G’ est le dual d’un espace localement convexe G , on peut

prendre pour (~ la famille des parties équicontinues de Gf . Dans ce cas,

nous dirons, y pour abréger, qu’une application u do E dans C-bornée,
est une application ~-bornée ; et qu’une famille d’applictions C-équiborée
est une famille ~-équibornée. On vérifie immédiatement 1°= propriété suivante.

Une forme bilinéaire continue sur E x F définit une application 6-bornée,-

de F dans E’ et réciproquement. Une famille bili-

néaires continues sur E x F définit une famille d’applications ~-équibornées
de F dans E~ et réciproquement. 

_

II.- ESPACES NUCLEAIRES.

,

DEFINITION. Un espace localement convexe E est dit nucléaire si/ quel

que soit F localement convexe, y les topologies ~ et sur

E jS F (ou, ce qui revient au même, si quel que 

l’application canonique E ~ E ~ F est un 

Pour que E soit nucléaire, il faut et il suffit que E soit nucléaire



/~ ~ ~ ~ ~ ~

(en effet E É§ 
£ 

F £l5 I É 
£ 

li’ et 1 Éà 
T % 

F quel que soient E et F ) o

PROPOSITION 1 .- Pour qu’un espace localement convexe E soit núcléaore
il faut et il suffit que, pour tout espace do Banach G , les topologies 03C0
et É coïncident sur E ÇQ g .

Nécessité évidente.

Pour démontrer la suffisance, considérons un espace localement convexe
. ~ ~ .

F et montrons que ’i’ ~~ F = ’Ê° @_ F . Par dualité, il revient au même de

démontrer que toute pa-rtie équicontinue de B(E,F) est uho partie équicon-
tinue de J(E,F). Or, une partie équicontinue de B(E,F) est engendrée

par une famille Ô de formes bilinéaires équicontinues sur E X F V ( V
voisinage convexe ouvert équilibré de zéro dans F ) j iP défini t une partie
équicontinue de B(E,Fv) = B(E,ÉÎv) ; par hypothèse les parties équicontinues
de sont celles de J(£-,Ev) qui sont aussi celles de J(E,FV) ;

donc 03A6 définit une partie équicontinue de . J(E,F ) , donc une équi-
continue de J (£ , F ) .

, 

’

HYPOTHESE.- Si deux espaces localement convexes E et P sont tels

qUe las topologies É et 1’ coïncident sur E ~ F 9 a-t-on nécessairement :

E ou F nucléaire? 
’

, ,

THEOREME 1 . - Soi t E_ un espace localement convexe. Les 
suivantes sont équivalentes :

1°/ E est nuc.léaire .

. 2°A/ Toute application ~-bornée d’un Banach dans E’ 

3°/ Quelle qUe soit A ’ partie convexe équilibrée faiblement fermée 6@ ,
continue de il eXiste B’ . partie convexe équilibrée faiblement fermée

de Et , B ’ .o. A ’ ,.. t ’=. i i e que l’application canonique Et > A’ ~ E > B’
soit nucléaire.

4°/ QUe.l que Soit u voisinage convexe équilibré ouvert de zéro E

il eXiste V voisinage convexe équilibré ouvert de zéro dans E , V ~ U ,
tei qUe l’application Êv -+. Eu soit nucléaire.

5°A/ Toute application continue ,de £ , dans Un espace de Banach est intégrale

5°B/ 1 .£OUte application continue de E dans un espace de Banach est nucléaire
DÉMONSTRATION.

4° entraîne 2£ En effet une application >i &#x26; -bornée fi _+ ct r définit



une forme bilinéaire continue sur E X F ~ par hypothèse cette forme biliné-

aire est intégrale 9 donc u est une application intégrale.

entraîne 3~/ Soit A’ une partie convexe équilibrée faiblement

fermée équicontinue E~ ~ 9 l’application -~.- E’ est £-bornée, donc

intégrale ; 1 elle définit donc une forme bilineaire intégrale sur 

celle-ci proviqnt forme bilinéaire intégrale sur U voi-

sinage convenable de zéro dans E . On peut prendre- on définit

ainsi une application intégrale E’~ t 9 UO équilibrée convexe

faiblement fermée équicontinue. o En itérant cette construction, et tenant

compte de ce que le compcsé de trois opérate~~s intégraux est nucléaire si

le dernier espace est complet, on obtient le résultat cherché.
h

/s, 
3° entraîne 1° Soit F un espace de Banach ; montrons que E ~

9 ce qui, point à la proposition 19 prouvera que E est nucléaire.

Par dualité y il revient au même de montrer que toute partie équicontinue de

B(E,F) est une partie équicontinue de J(E,F) . 

Or une partie équicontinue H de provient d’une famille équi-
continue de formes bilinéaires sur F X donc définit une famille

~-équibornée u. d’applications F~E’ qui se factorisent : t

les T. étant équicontinues.

D’après 3° 03B1 se factorise en ~E’B’03B1E’ , la première appli-
cation étant nucléaire.

Finalement les u. se factorisent s

les 03B2 o vi étant "équinucléaires", 9 donc équiintégrales.. Si V est, dans

Ey le polaire de 1 on voit que H provient d’une partie équicontinue de

donc H est équicontinue dans et E est nucléaire. Par

ailleurs trivialement 3~ entraîne 2~B et 2~B entraîne 2~A ~ d’où les

équivalences de 1~ ~ 2~A ~ 2~B ~ 9 3~. o

3° et 4° sont équivalentes.

Une forme 3°’équivalente à 3° est obtenue en remplaçant "E’A’~E’B’
nucléaire" par intégrale" (en itérant) .

Une forme 4°’ équivalente à 4° est obtenue en remplaçant E nu-

cléaire par E- intégral -..;.. Eu intégral" équivaut à

"E.-2014> . E-, intégral"~ il suffit alors d~ itérer pour déduire 4~ de 



Ceci étant, 3~’ et 40 ’ sont équivalents par dualité~ donc aussi 3° et 4°.

Ensuite 5°B entraîne trivialement 5~A entraîne 4~~ car si l’on con-

sidère F = EU et Inapplication canonique E --’? EU ’ elle doit être intégrale,
U /~ ~~

donc il existe V .-. U tel que E~. -+ EU soit intégrale ~ en itêrant on

voit qu’on peut remplacer intégrale par nucléaire. Enfin 4° entraîne 5°B, car

toute application continue de E dans un Banach F se factorise en E 

~ F d’où E ~V~EU~F , E ~ É étant nucléaire, C.Q.F.D.

APPLICATION.- Prolongement d’une application continue. Soit E un espace

localement convexe y E 1 
un sous-espace nucléaire de E ~ F un espace de Banach,

u. une application continue de E~ dans F . Il en résulte que u~ est

nucléaire, donc u. se prolonge en une application nucléaire de E dans F

(expose 13, prop. 7). En particulier, comme nous verrons que tout sous-espace

d’un espace nucléaire est nucléaire 1

PROPOSITION 2.- Soit E un espace nucléaire~ E un sous-espace de E ?

F un espace de Banach, u. une application continue de E. l’ap-

plication u. se prolonge en une application continue de E dans F .

DÉFINITION.- Un espace localement convexe est dit espace de Schwartz s’il

possède la propriété suivante:pour tout voisinage de zéro U , il existe un

voisinage do zéro V dont l’image dans E est précompacte.

En particulier un ensemble borne d’un espace de Schwartz a dos images prô-

compactes dans tous les y donc il est précompact. Par suite y dans un es-

pace de Schwartz quasi-complet, toutes les parties fermées bornées sont compactes

et l’espace est semi-réflexif. Du théorème 1 résulte directement s

PROPO SITION 3.- Tout espace nucléaire est un espace Tout

espace nucléaire qua.si-complet est 

En particulier~ un espace de Banach nucléaire a une boule unité compacte~

donc est de dimension finie.

PROPOSITION 4.- ’Bout espace nucléaire est sous-espace d’ espa-

ces de Hilbert en particulier~ possède la propriété 

~ 

Soit E nucléaire~ U un voisinage de zéro dans E ~ convexe, équilibrée

ouvert. Il suffit de montrer qu’il existe un voisinage do zéro W ~ 

tel que soit préhilbertien.

Or l’application E, ~EU se factorise E ~ EV --* Eu ’ Inapplication
~ /~

E --- Eu étant intégrale; E -.-~E~ se factorise E -->E.- 2014~H 
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H étant préhilbertien. Il suffit alors de prendre pour Vf l’image récipro-

que dans E de la boule unité de H .

PREMIER ESPACE Soit ./. une puissance quelcon-

que.R-’ 
4t 

est nucléaire : en effets dans son dual 03A3 R (somme
directe), les parties équicontinues sont de dimension finie.

~"
Par contre directe topologique) n’est pas nucléaire en

général. En effet, dans le dual d’un espace nucléaire, les parties oquicoi-

tinues forcées sont des compacts, métrisables (on vertu duthéorème l? 3° );
or le dual de 2L.R est R’’ ; les parties équicontinues fermées de R"’
sont toutes partijs bornées fermées ; ces derniéres, par exemple les

produits [0,1]a ne sont pas métrisablessi  est > ./.0 .
Par contre, nous verrons, que : si un (O") est y son

dual est nucléaire~ et réciproquement~.


