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Exposé n° 16

’ 4 + /
TORIES BILINEAIRES INTEGRALES ET OPERATEURS INTEGRAUX

Les espaces vectoriels topologiques E et & considérés dans cet exposé

sont des espaces de Banach.

1.- FORMES BILINEAIRDS INTEGRALES.

Rappelons (Cf exposé n° 7) qu'une forme bilinéaire sur E X F est dite
intégrale si la forme linéaire sur E &F qui lui est associée est continue sur

EQ F . On désigne par J(E,F) 1l'espace des formes bilinﬁ?ires intégrales sur

EXF ; on munit J(E,F) de la norme |! NJ de dual de B QSaF .
Soit u, une forme bilinéaire intégrale sur E1 X F1 ¢ soit v une ap-
plication continue de E dans E, , et w une appligation continue de F dans

1

F, 3 la forme bilinéaire (image réciproque) sur E X P s u(x,y) = u1(v(x),w(y))

est intégralec et de plus Pull fu\\v‘?“w§ENu l‘ ceci résulte par transposition
p TR 1M g
~ ~

de ce que v ®w est une application continue de E R, F dans ‘E1(2 F, 4 de

£ 1

[A3)

norme [} vil-lwlhi) .
- Proposition 1 - Soicnt E1 un sous-espace deé E et F, un sous-espace de

1 e 1

F . Une forme bilinéaire intégrale sur E1 X F1 se prolonge en une forme bili-

néaires intégrale sur E X F de m8me norme intégralc.

La norme £ sur E, @F,’ est induitc par la norme % sur EQ®F , d'od
par Hahn-Banach la proposition 1 .

—~ Modéle~type de forme bilinéaire intégrale,

Soit X un compact, dx une mesurc de Radon positive de masse + 1 sur X .
La forme bilinéaire (f,g) —-+»“g(f g dx ost une forme bilinéaire intégrale de

norme intégralc 1 sur C(X) X C(X) car elle peut s'écrire

’3

J 8 ® eyt (8 < masse + 1 e point o)

(da étant ici considéré comme une hesure sur la diagonale de X X X~ C'(X X X)).
Une telle forme bilindaire sera dite forme bilindaire intégralc type associde &
X et dx .

Si maintenant u est une forme bilinéaire intégrale sur E X F , on sait



-2—

qu'on peut écrire
u(x,y) = _,.y<x,x'> Cyyty dp(xtyy')
AiXB!

(A' boule unité de E' 3 B' boule unité de F' ;5 d r» mesure de Rédon positive
sue A' X B! ) .

Prenons X = A' X B! et d’§ = drx(x',y') s soit o 1la forme intégrale
type associde &4 X et d‘é .

Ltapplication v : x -—ﬁ:l (x',y') ~=5 L X,x' > applique E dans C(X)

L'application w & y —-> [(x',y') -3 {y,y')} applique F dans C(X)

et ces applieations sont continues.

u est image réciproque de o par les applications v et w . Par consé-

quent

- Proposition 2 = Pour qu'un forme bilinéaire soit intégrale de norme intégrale

&1, il faut et il suffit qu'elle soit image réciproque par des applications

continues de norme £ 1 d'une forme bilinéaire intégrale type.

o0

On obtient le mlme résultat en remplagant C(X) par L(dx)(x) (en effet
Ny
L™ est isomorphe & un espace C(X) , X compact stonien, l'intégrale par rap-

~J o
port & dx étant identique 4 1l'intégrale par rapport & une mesure dx sur X ).

- Corollaire. Prolongement & E" X F"

Soit u une forme bilinésire intégrale sur E X F . u se prolonge de ma-

niére unique en une forme bilindaire intégrale sur BE" X P" , séparément faible-
LA RS S phai ;

. eme : .
ment contlnue_gt_ae norme intégrale.

u est image réciproque d'une forme bilinéaire intégrale type o sur
L% L™

xR
Les applications continues {:E —> L ont pour bitransposées les appli-

: . E" -y LN F - 1%
tions continues ‘{Fm s 1"

I1 existe dfautre part une projection canonique de norme égale & 1 ,
Lo9n .3 L, faiblement continue (pour les dualités (L™", L®') et (L°° L’))

' . 1 n . . . . {E" —ey L™
(c est la transposée de L —=3 L ) 5 dtoh les applications contlnues-zF" > =

L'image réciproque de o par ces applications est une forme bilinéaire intégrale
sur E" X F"', il est immédiat qu'elle prolonge u j elle est faiblement séparé-
ment continue (pour la dualité (E",E') et (F", F')). C'est donc la seule forme

bilinéaire séparément faiblement continue sur E" X F" qui prolonge u .

-~ Remarque - Une forme bilinéaire continue sur E X F admet toujours un prolon-

gement & E® X F" , mais ce prolongement n'est pas nécessairement unique, et n'est



pas en général séparément faiblement continu.

5,— OPERATEURS INTEGRAUX.

7
Un élément u de <, (E;F) est dit intégral si la forme bilinéaire sur
EXP' ¢ v(xt,y') = {u(x),y'> est intégrale. On pose I ul int = Wil 5

- Proposition 3 - Pour que u soit intégral et que "u “ int 41, il faut et

suffit que u appertienne 3 (A' ®@B)°° dans L (B;F) simple faible (A' dé-

signe la boule unité de E' et B la boule unité do F )

£ 1, il faut et il suffit que
v appartiemne & (A' @B")°° dans B(E,F') pour la topologie définie par la
duslité (B(E,F'),E®@F!') , ( B" boule unité de F" ) ; c'est-a-dire que, dans

L (8,M), u appartienne & (A ® B")°° pour la topologie de la convergence sim—
ple faible (c'est-a-dire la topologie définie par la dualité : (£ (ByF"),EQ@F').

Comme B est faiblement dense dans B" , (A' @ B"P°= (A' & BP°

En effet pour gque u soit intégral de norme

C.Q.F.D.

La boule wnité de L'(E;F) étant dense dans (A' ® B)°° , on voit que tout

opérateur nucléaire est intégral et que la norme nucléaire est supérieure & la

norme intégrale.

(Dans tous les ces connus, la norme nucléaire est égale 4 la norme intégrale)
De l'expression des formes bilindaires intégrales résulte aussitdt que : u est

intégral de norme intégrale ¢« 1 si et seulement si :

-
£10) we £(mm)
’L2°) dans < (E;F"), on peut écrire u = j xt ®y" d‘k(x',y")
"
( tk: mesure de Radon complexse, j 1 d '& ' < 1) A'XB

- RBropocition 4 — Tout composé d'un opérateur intégral par des opérateurs conti-

mus est intdgral.

Supposons qu'il existe quatre espaces E , F , G , H ; une application in-

tégrale u ¢ F --3 G ; deux applications continues o 3 E —=3 F o1 }’3 ¢ G = H

o ) %
E-=3F -25G -ﬁ--) H E -‘-’i) F G! B H' . u définit une forme bilinéaire

v intégrale sur F X G' ; d'autre part ﬁo u oo définit une forme bilinéaire
. ' ]
sur E X H' qui est vo(X® '3 ), donc qui est intégrale ; par suite ﬁouot’(

est intégrale.

- Proposition 5 - On suppose que E1 est un sous-espace de E , F/F‘l un quo-

tient de F par un sous-espace fermé 1"‘1 s et que u est une application inté-

grale E,’ ---}F/F,' . On peut remonter u en une application intégrale de m@me

norme B —->F" (mais pas, en général, en une application intégrale E —-3 F ).

En effet u ddéfinit une forme bilinédaire intégrale sur E,' X F1'L; celle-ci



E P o
i : | sc prolonge & E X F' avec une norme égalé
S | «;
i v s s
- roposition 1) .
B3 T/F, == ->T"/F, (prop )

- Factorisation des cpérotcurs intégraux.

Soit X un compact, dx une mesure positive sur X , de messe + 1 . L'im-

1

mersion Lom--+ L est une application intégrale, qui sera dite application

intégrale-type. Soit u une application intégrale E --3 F , v 1la forme bili-

néaire définie par u sur E X F' . Il existe X et dx tels que v soit

image réciproque do la forme intégrale type sur C(X) x G(X).

Ey ¢Ft En revenant aux opérateurs on a une factorisation de u :
C(x) x c(x) E -—>C(X) == Ct(X) ——» P

La premidrc epplication est E —=3 L7 (car C(X) ¢ L™) . La deuxidme se

prolonge en ltapplication identigue L%y L1 c'est-a-dire 3

- Proposition 6 - Toute application intégrale de norme intégrale £ 1 se fac-

torise.: E —-=> L -y L1 --> F" ol L°°--) L1 est une application intégrale

type (injection canonique) et ol les applications continues E --3 L et
1
L

-->» F" ont unc norme £ 1 et réciproguement.

On peut remplacer L°°--+ L1 par L°°--} L2 -malf , doyc toute application
intégrale sc factorisc ¢ E --3 H1 --> F" ol 'H1 est un espace de Hilbert )y
appelons H 1l'espace préhilbertien image de E dans H1 s elors u se factorise
en E —>H --3>F,; commc F est supposé complet, on peut ( en  prolongeant par
continuité & iy ) supposer H hilbertien. Mais la réciproque est fausse : unc
application ainsi factorisée n'est pas nécessairement intégrale (contre exemplc

1'application identique d'un espece de Hilbert days lui-méme). -

- Remargque - Si unc application u de E dans F" est intégrale et si u(B)c F,
u est intégrale d¢ E dans F avec la méme norme intégrale. En effet la forme

bilinéaire gqu'elle définit sur E X F" est intégrale, donc a fortiori sa rcstric-
tion & E X F!' (le mdme résultat n'est pas vahable si on remplace intégral per

nucléaire). Dtaillcurs :

- Proposition 7 - Toute application intégrale & --3 G' , de norme intégrale

~

£ 1, admet unc factorisation E -—>—L03-> Lq -~> G' ol L% L1 cst une

application intégrale-type, et ol E —--3 L°°.g£ L1 --» G' sont de norme £ 1 .

Pour que u soit intégrale de E dans G' il faut et il suffit que la forme

bilinéaire qu'clle définit sar E X G soit intégrale.

- En effet, ellc se factorise en E —-e»LOO—-g L1 -3 G"' et il existe une



~5=

projection de norme S 1 4 G"' —-=3 G' , transposée de l'injection G --G" .

La fin résulte du corollaire de la proposition 2 .

- Proposition 8 - Pour gqu'unc 2pplication soit intdgrale, il faut et il suffit

°

. . - TE
que sa transposée lo soit, et ffu “inf = Ml
En effet, lc fait que u 3 E ——3 F (resp. tu : P' —_3 E' ) soit intégralc,
est équivalent, d'aprés la définition (resp. la proposition 7) au fait gue la
forme bilinéaire associée sur E X F' est intégrale, et la norme intégrale de

u  (resp. ty ) est celle de la forme bilinéaire.

- Applications intégrales et applications nucléaires.

Si E ¢t F sont des espaces de Hilbert, toute applicetion intégralc est
nucléaire et la norme intégrale est égale & la norme nucléaire : en effet
B! é%TF = J(B,F!) (oxposé n° 13) [b'est faux pour dc¢s préhilberticns non com-
plets] .

Dans lec cas général, nous démontrerons seulcment lg 3

- Proposition 9 - Le produit de trois opérateurs intégraux est unm opérateur

nucléaire.

En effet les applications A --3 B -=3 C —=> D peuvent se factoriser en
A-->H —-3B --3C-—3H, —-3»D (&, , H,

est intégral car B --3 C est intégral ; donc H1 -~$-H2 est nucléaire ; donc

espaces de Hilbert) . H, -——>H,

A -3 D est nucléaire .
' CoQoFoDo

Un opérateur intégrali n'est pss nucléaire en général (Exemple : 1l'injec-
. . oo 1 P
tion canonique L7 --3 L n'est méme pas compacte, donc n'est pas nucléaire).

Mais on peut démontrer que le composé d'unec application. intégrale E ——5TF et

d'une application faiblement compacte F -3 G est nucléaire.

En particulier, le produit de deux opérateurs intégraux est nucléaire. Si
F est réflexif, 1'identité est faiblement compacte.; dans tout opérateur inté-

gral E --4 F est nucléaire si F est réflexif.




