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R S S

Exposé n° 14

GENER/, LITESSUR LES PROBLELES D!'APPROXIMATION ET DE BIUNIVOCITE.

1= Un théoréme préliminaire.

. N N
' Soient E , F deux espaces de Banach., Les espaces EQ®F' (= E @ﬂ, F')
ot 4 (EsF) sont en dualité (ceci est géndral) 5 en effet

A .
@COFr) -8@EF) = <&M oL En .
' . A
Soit 31 l'ensemble des ue E®F' tels que

(1) . {u, 4>

[:Il est possible que 31 ={O} dans tous les cas j noter que EQF /:)1 n'est

fl

0 pour tout  Ae J (E;F)

pas nécessairement ! (F,E)] « On a le :

Théoréme 1. - Le dual de 4_(: (B; F) (convergence uniforme sur les compacts

convexes de E ) est identique 2 5@ F /31 .

Démonstration. ,
PAy
a) Soit ue BEQF' . I1 faut montrer gue u définit une forme lindaire conti-

nue sur '2’0 (EsF) « On va montrer plus, & savoir

Dl s i . i $
ue EQF définit une forme lindaire continue sur C(E;FC) ott
(2) Fc = espace I' muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
H
compacts convexes de F  fert.

E.a topologie de Fc est moins fine que la topologie initiale de F]

A Or (Cf. exposé n° 5, théordme p. 3) u provient d'un &lément de E @F B ?
A (resp. B ) disque compact de .E (resp. F' ) .
Soit alors Y (4,B) 1le voisinage de zéro suivant dans -8 (B; c) : ensenm-
ble des veg(b 3F_) tels que
(3) v(A)Y(C B° .

On aura done montré (2) si l'on montre

(4) v | <v , u > & constante, pour v e ¥(4,B)
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Or en a :

G sl g

) ' '
En effet veQ(E;FC) définit 'x‘?e.B(E , F'B) (par v(e,f') = v(e),£'>)
- et la norme de v dans B(EA,F'B) est £ 1, d'aprds (3) - d'on (5) et
donc (2) .

b) Reste & montrer ceci :
' 1 ' A
(6) Tout &lément de (éC(E;F)) proviant d'un élément de E ®F7/31 .
On va montrer plus, & savoir : (6) est vrai pour E = Fréchet, F quel-

congque.
On utilisera le :

-Lemme. - Soit P un espace vectoriel localement convexe complet, U un

espace topologique compact, f une application continue Li-4P , F(f(M)) =
enveloppe convexe équilibrée fermde de f£(li) dans P . Alors [ (£(ii)) = ensem-
ble des centres de gravitd jM f(m) dr«.(m) , rk mesure de Radon sur ¥ ,
Il <
Ceci posé, soit donc X & (fC(E;F_))' s il existe donc W = voisinage de O
dans -SC(E;F) tel que '
(7) ‘(u,X>fgﬂ, pour u& W .

Or W est du type suivant ¢ il existe K compact de E ; V voisinage

convexe cerclé fermé de O dans F tels que s
ueW «»ulX)cv .

kOn pose Ve = Be F''. Alers

ue W <—> ‘<u y x@y'>l = $<u(x),y'>l<_ 1 pour x€K,yeB .

Comparant avec (7) on en déduit ceci's

(8 X s. (K @ B)oo = F(K ®B) = envel\é%%%%{librée fermée de -K & B dams. le

dual algébrique de .SC(E;F) muni de sa topologie faible.

'Appliquons le lemme avec &

.x-
P = (¢ (E,F)) faible.
M =K X B, topologie produit de la topologie de K et

de la topologie faible de B , M est compact.

La fonction f est l'application :



(X,y’) ,_____)Ji@y' de

K X B ——p (L (3;7))F

Conséquence ¢ tout éliment Y& I (X®@B) est :

°

TL mesure sur K X B
KB
Mais comme E =

,HM

Fréchet (1'hypothése " E Fréchet" intervient ici) il exis-

xi.—-y-o

(10) ¥l (x,) -

te une suite

telle que

= enveloppe convexe équilibrée fermée de la suite X (Cf. ex-
posé n® 6, Cor. B, Pe 4)

Soit done : Ky = compact { }O R (xo =0) . Ona:

FTkesel (k, @ B)
et denc tout Ye F (X ®B) peut 8tre représenté par

aveo:ﬁ:mesuresur Ky X B = U ({x X B) , de

<

une formule du type (9)

noeme L 1 , donc :
= Z . ’ . mesure sur {x% X 3B
;L =0 h E t

'-Li = g(xi) & Oi ,- 91 mesure sur B .

done

Denc :

o ] , _ | |
=Z=:o _jx@y' ) dr’i(?‘ﬂ',) - Zifxi Oyt . av.(y1) soit
(1) ¥ =§ 5yl o, ¥yt fy'_. av (ye r .
T £ A
D'aprés (8) , X

est du type (11
que la série (11)

)
A~
converge dens E @ F'

- et (6)

sera démontré si l'on montre
Or il y a plus :

s A =F(Ko) .
En effet HxiﬂEA$ 1 et “y'i"FrB £ “91“= “ r‘l”

Zi'l‘y;i‘\F'Bé‘ Z HT"IH = ”T‘” < - ce qui mentre
i

(12) 1la série (11)

)
converge dans EA ®r'

(12) -

et l.e théoréme.

2.~ Les prepriétés d'approximation.

Théoréme 2.—

@ =

est un espace localement convexe sépars.

Les propriétés suivantes,



portant sur E , sont équivalentes 3

(A) 1 est edhérent 3 E' @E dans -SC(E;E) = -SC(E) .
(-31)' E QL = IC(E) (adhérence dc E' @ E dans .zc(E))

(AQ) Pour tout espace TI' locaslement convexe, E'QF = -SiC(E;F)

(1,) Pour tout espece ¥, TP OT - L (Fib)

(A4) Pour tout F localement convexe , P GDE = S& (F13B) = SE(E'C;F)

(AS) Quels que soient F localement convexe, @ recouvrement filtrant crois-

. sant de F par des disques bernés, u QS(F;E) transferment toute partie de F

appartenant & @ en unc partie reclativement compacte de I , alors

ue(F? @E)@ , adhérence dans ~$@(F;E)

(II) Si E est un espace de Fréchet, les propriétés précédentes sont équivalen~—
- . T T tex 2 e

A

(8,

(.[.5 bis) commec Loy BY2C F Banach et (& = boules de F

bis) comme A, » aveC F Banach

. N
Remargue. Nous avons vu (exposé n° 8, prop. 5) que E @, I est un sous-
espace de "SE. (F‘C;'E) gsi E et F sont complets ; A4 exprime que c'est cet

“espace lui-méme.

Démonstration de (I) .

Trivialement

.A4 §ntraine Ay e Appliquons en effet A4 & l'espace F' . Alors ('F'C)‘c= FX
P muni de la topologie de la convergence uniferme sur les compacts convexes de
f"c « Comme les parties .équioontinues de F' sont relativement compactes dans
F'oy FY est plus fine que T ; donc < (Fx. sE) D $ (F;E) « La topologie & est
“la tepologie de la convergence uniforme sur les parties compactes convexes de F,
polaires desvoisinages de O de 5"0 . AA implique que F!' ® E soit dense
~dans Sﬁ (F?{’E) donc a fortiori dens son éous—espace ic(F;E) y Cce qui est A3.
I1 est évident que AS ~impligue A4 , 2en l'appliquant & F"c ’ @ étant l'ensem—
ble des parties_ équicontinues de F'_ 3 en sait en effet que u €& ~€ (F'C;E) ap-
plique toute partie équiccntinue de F!  sur une partie relativement compacte

de E .

Enfin on voit que A implique A5 . Soit en effet ue S (FE) . Si les

v sont des applications lindaires continues de rang fini de E dans E 4
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cenvergeant vers 4 sur tout compact de E (hyp. L) , les Viou sont des
gpplications lindaires continues &e rang fini de F dens E (donc € F!' @B )3

si alors l'image par u de toute partie de F apportenant & @g est relative-~

ment compacte, les v ou convergent vers u. dans *%g(F;E) y dlod Ag .

(Ag) est resté en plan. Comme il implique (&) , il reste & montrer que
(o) implique (Ag) . Orsi ue < (E;F) , et si les v, sont ‘comme ci-dessus
.les uo vy sont de reng fini et convergent vers u dans j;C(E;F) , ce qui

achdve la démonstration de (I) .

Démonstrotion de  (II)

I1 n'est pas meuveis d'énoncer (A4 bis) et (A5 bis) en termes compréhen—
sibles de tout le monde 3

(A4vbis) Toute spplication d'un F' (F Banach),d=ns B , faiblomont continuc

compoacte, est limite (pour le norme) d'spplicationsfaiblement continues de rang

fini.

(A5 bis) Toutc ~prlication odmprctd Q'un Benach F dens E est limite (pour

la nerme) d'epplicetions continues de rang fini.

1°) Les A impliquent Ly bis et A5 bis (E quelcongue).

20) A4 bis implique .AS bis (B quelcongue).

Soit en effet u « \E(F;E) compacte, F Banach . Sa transposée u" appli-
que F" dans E" ; mais elle s'obtient en prolongeant u par continuité faible,
et comme l'image par u de le boule unité A de F est rclativement compacte
dens E , l'image per u" de 1a boule unité A" de F" est contenue dans ETIT
et u" applique F" dans E . Appliquons alors (A4 bis) & u" : u" et e
fortieri u est limite uniforme sur LA d'applicetions linéaires coantinues de

rang fini, ce qui est (AS bis).

- 3¢) (A5'bis) — (&) , sous 1l'hypothese E =_Fréchet (ce qui achévera la

démonstration du théoréme).

On utilisera le

Lemme.~ Si E = Fréchet, pour tout compact KO<: E , il existe un disque

compact K= KO y tel que KO s0it encore. compact dons ‘EK .

Démonstration du Lemme.

=
a) Il existe unc suite x, —> 0 , ~vec Ko ) ((xi)) .



B

b) Il existe une suite Q(. de nombres > 0 , X, —0 , avec -&—— e X, —>0
i

c) Soit K = r(—-——;x } , disque compact, > Ky« Ona: ] xi\\ B, éui__} 0 .

Alors daons EK s l'enveloppe convexe équilibrée fermée de lo suite (xi)

est un comproct (donc comprct de E ) contenu drns KO donec = KO .

CeQeFoDe

Démonstration du 3° .

Supposant (./;5 bis), il faut montrer : pour tout compact Ky E et ¥

voisinage do O dans E , il existe ve E'®@E ovec
(13) v(x) - x & V pour tout x< K .

Soit u 1l'application identique de By (Bonnch) drns E . L'image par u
de la boule unité de B, ost compacte, donc, par (A5 bis)
(14){5.1 existe w , applicetion linésaire continue de rang fini de EK dans

E ; telle que w(x) - x e%

Nous utiliserons alors le lemme @

pour x e K .,

Lemme.~ Si w est une applicntion linéaire centinue de rang fini de EK

dens F , KO
" existe une applicotion linéaire continue v de reng fini de E dans F véri-

un compact deans K , W un voisinage de O donné dans F'!' , il

fiant :
(15) v(x) - wx)e W peur x & KO .

Démonstrotion du Lemme :

Cenmme w est de rong fini, on a

it
= - 1 1 t
w. EI wh, & fi wt, =3 (EK) ’ f

i=1

"\
5]

L]

Seit €>0 telque Ef, €W , 1=1,2, ..., N. Sion trouve
v'ic E' telles que
\v'i(x) - w'i(x)lé I% peur xa Kj ,

v = E v’i Q fi répondra & la guestion.

Il reste donc & montrer que les restrictions & EK des fermes lindaires

continues sur E sont denses parmi les fermes lindaires continues sur EK , pour
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la topologie c{;o de le. convergence uniforme sur les oompdcts de EK .

u étant l'injection de EK dens E , cela veut dire que tu(E’) est dense
dans (EK)’ pour %c § comme %c est compatible evec 1ln dumlité faible, il
suffit pour cels que tu(E‘) soit friblement dense dens (EK)' , ce qui résulte

de ce que u est biunivoque.

Comme ici F = E , prencns W = yé- , alors (14) et (45) donnent (413) ,

d'en (A) .
CeQeFeDe

34—~ Les propriétés de biunivocitd.

Théoréme 3o~ Soit E un esprce de Bonach. Les propriétés suivantes por-

tant sur E , sont équivalentes entre elles, et équivnlentes ~ux (4) du

théeréme 2 :

o . |
- (B} pour tout ueE! ®E , tel que l'cpplication nucléaire correspondente

~J
i (Ye L1(E;E) , Cf. oxposé n® 42) vérific ©1 =0, ona: Tru=0 .

. s
(B1)- L'application naturelle de E' & E dans -Z(E;E) est biunivogue.

~
(B,) Pour tout osprce de Banach F , l'application naturelle de F! & E dens
) D

(F3E) es$ biunivogue.

/N
éBB) Pour tout esprce de Banach F , l'application naturelle de E @ F dans
B .

F est biunivoque.

Démonstration.

1°) B,=>B, =B . Evident.

. .

2°) By==33, .

P
On a}:\plique en effet B3 a m 3 alors l'application naturelle de F' & E
IN ,, .

dens F' ®E est biunivoqus, or F? @ E est un sous-espace vectoriel de 3 (7sE),
dtelt B2 . '

30) 7 (B)-——-)-(BB) .
Soit ue«e FPQE , d'image u dans FQEc Ny (F'3E) nulle. On veut en con-

clure (en s'aidant de (B) ) que u = 0 , soit que :
(17) {m,xX»=0 pour tout X «B(F,E) .

'~ e
Or X aéfinit X e (F;E') . Si alors
. v=(X®1) .u , ena (Cf. exposé n° 12) s



(18) {u, Xy ="Trv
o~
Or ve E'QE définit v e L' (8;E) ot
=0) . Donc gricea (B) ,ona: Trv=0 , ceaqui, ~vec (18) , entraine

u
(11) -

AN o g ~N
v=u X , donc v =0 (cor

4°) (1) «—=>(B) (ce qui achévera lo démonstration du théordme).
(L) équivaut & ceci :

(19) § Toute forme linéaire continue sur -5, (B38), nulle sur E' @ E est nulle

L]

Meis d'apres le thboreme 1 , une forme linénire continuc sur ~£ (E E) pro-
vient d'un élément u de L ® T ; pour V& £ (E E) , a .
< W, v>=T"Tr (v®1) . (u) . Dire que u est orthogonale a4 1 revient donc 2

h

dire @
(20) Tru=20.
Par ailleurs si v=2a'® b , onn

~
" (21) {u,y vp <u('b) y al >, W Stant 1'élément de Q(E,E) associé

3 u , comme on le voit par continuité en portant de u = x®@y' . Dire que u

est erthogonal &2 ' @ E , revient donc & dire que ®=0.
~ Alers (49) ou (L) est bien équivalent & (B) .

Définitione~ On dit d'un espace E virifiant toutes les propriétés équivo-

lentes précédentes qu'il & lo propridté d'appromimation. La plupart des espaces

connus ont cette propridté ; pour gquelques uns d'entre eux, on ignére x'ils l'ont

ou non 3 on ne connelit pns d'esprce qui ne 1'ait pas.

Proposition.— Si E est un espoce de Bensch, pour gue E! 2it 1a propridé~

té d'approximation, il faut et il suffit que l'on ~it 1'une quelcongque des pro-

priaétés suiventes ¢

PAS
(B' ) Pour tout esprce de Bﬂnﬂ.ch F, l'application naturelle dc E' &F dans
i(E F) "est biunivoque. ‘

(A5 bis’) Toute cpplicntion linéaire cemprcte de E dans un espace de Banech F

est limite (pour la norme) d'applicntions lindaires continues de rang fini.
AN

1°) Compte tenu de ce que E' ®F ost un sous—esnace de 3 @7, (B'2) rela~

tive & E n'est ~utre que (33) relative & B! .

2°) Mentrons maintenant 1'équivalence de (1‘5 bis') et de la condition d'appro-
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ximetion pour E!' . Supposons que l'on ~it (AS bis'), et soit u une a~pplice-
tion compacte de F Banrch dans E'. Llors tu est compacte de E" dans F!' ,
donc a fortiori de I dnns F' ; elle est nlors en vertu de (AS bis') limite,

pour la norme, d'aopplicntions linéaires continues de rang fini de E dens F!

°
b

tt . - . . .
donc u et par suite u est limite, pour la norme, d'applications continues

de reng fini dec I dans B! , et E' vdrific (AS bis) .

Réeiproquement supposons que E!' = G vérifie la condition d'approximation
Soit u ‘une applicotion compacte de E dans un Banech T' . tu est alors com-
pacte de F' dens G ; d'autre part ttu applique (voir démonstration du théo-
réme 2 , II, 2° ) E" = G' derns F, donc tu est friblement continue de F!
dens G 3 G viérifisnt 1n 3£9priété d'apprqf}mation, on peut appliquer (A4 bis)

AN

. %
4 G et u, donc 'WeF®GC ou ue E'&F , ce qui est (Asbis') .

Cerollairc.~ Si 'E est un Benach et si E' vdrifie lo condition d!'appro—

ximation alors E aussi .

En effet'~(B’2) sy pour F =E , devient B

1




