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Expesé n° 13

) )
CARACTERISATION DES OPERATEURS NUCLEATRES
DANS CERTAINS CAS PARTICULIERS.

1.- CAS DES BSPACES P

Seit X wun espace loocalement compect, 'A une mesuee posgitive sur X . Consi-~

dérons les applications nucléaires de l'esprce dc Banach E dans F = L4r, . On

sait que
AN P | 1
'L, N1 (B
les deux espaces ét~nt lsométrigques. Denc si u : E -_;Iﬂrk est nueléaire, elle

]

définit une fonotion X , définie presque partout, & valeur deans E' et sommabls ;

et réciproquement.,

- s & | - &« >
On 2, pour tout ?eE s ule) = L£, ?); ou u(e) (x) = f(x), e » pres-

que partout. Seit (Y ;¥ ) un deuxiéme espace mesuré. Peseas E = Lpg alers
! ' . P
E' = Lpg (p;; %, ps#e) . On v~ interpréter ' ®F cemme espace fonctionnel

sur X X Y . Nous considérorons l'espace des fonctions f définies sur X X Y

| * e ,
N4’P,(f)=j a y(x) [f’f(x,y)’p dQ(y)]"/p

est fini. C'est un espncc vectoriel sur 139ue1 N1 p! est une semi~nerme. L'adhé-
A 7 '
rence dans cet espace de C(X X Y) = C(X) @ C(Y) s'tappellera 1;1’P , et le quo-

1
tient par le secus-—espece des éléments de semi-norme nulle sera L1’p o I1 est
PY
L

et pour lesquelles

aomplet et a des propriéiés analegues aux esprces (démonstrations anclegues
aux démonstretions classiques ; se borner pour simplifier ~u cas e X et Y sont
dénombrables & 1'infini). En particulier L4’P' est l'espace des classes (modulo
les fonctions négligenbles pour la mesure produit rl & D) de fonctions (r‘~® l))-—

mesurables; pour lesguclles Ny o est fini.
9L

1 !
Alors L' (P ) - 1P (méme démonstration que pour LY (LP ) = 1P | exposs
v X,y ¥ Xy

4 5, théaréme 4 .

. 4 ~
2.~ APPLICATIONS NUCLEATRES DEFINIES pans_C (x)

Seit teujours X un cspncc compact, (. {X) 1'espnce des fonctions continues.
Le dual de Ci(X) est l'esprece jﬂj(X) = C'(X) des mesures. Soit B unc bandn



dans I , B'1la bande ; -2-
@plémentaire de B . 311_,1 cst somme directc ordonnée de B et B' et si r»éB
Ve B'

Ht”D“ - fapl e 19y = phepol

Donc la proaectlon de fm. ~sur B parellélement & B' est de norme 41 . On en
déduit que B @ ' sc plonge isomitriqucment dens "T‘L @F pour tout cspece de
Banach F . Soit ,!4 une mesure pos:Ltlv\, ct B(rk) l~ Bande engendrée par |A. .
Cemme ’-Lé-B(I |-"|) pour toute M s ' est 1~ réunion des B(‘*) . De plus on &
r‘-§|f’~‘+l\)l s V& Il +1vl, done B(];r&|+\\7\) conticnt B(l‘*l) et
B(}¥!l) 5 1a fomille des B( ‘u-) est filtrante croissantc. Enfin toute prrtie de
.‘m.:’ contenue dons l'enveloppe convexe fermée d'une suite est contenue #ans un

B('J.) e« Car si "Li est 1~ suite cn question, on =~ ‘r&l‘ é gluhu ’U_ si 1lton

o - 2ty ln Aupal

sont donc danu B tk) o’c corme celle-ci est fermée et convexe elle contient 1l'en-

, cettc série étnnt cbsoluement convergentc. Les 'A.i

veloppe convexe fermée des 'vt.l « En perticulier tcut compact de ‘ﬂ'\, est conteru
dans ‘un B(\fr)u ."Cn cn dddait. gqus tout compoel fh-jﬂ-{ \,\LP &5~nt-~contomu. drna
Itanvoloppc convefe dquilibrée fermée du produit de deux compects est contenu dans

un espace B(r‘-) 8r .

Or le théoréme dec Lebesque-Nikedym ~ffirme que l'application <.{? —_— k{? P est
une isemétrie de L"(r) sur B(rx) . Danc B(TL) @F est isométrique 2 L:_L(F)
Seit alors ¥ une mesure "nucléaire" & valeur dons F ctest-a-dire une aspplice—
tien nucléeire de C(X) dens F . Il existe alors une fonction ? sommable &

> 0 telle que

1) = § Flo) o () a pl)

Cemme on peut ne 'burellemen't remplncer ? et ’.J. pnr ?f et —Pt on peut touwc

valeur dans F et une mesurec l\k)

Jours supposer que "f(x)u « 11 en résulte que l'epplication canonigue de

311_ ®F ‘dens L' (C(X) 3 ) est biunivoque, car si K% ) = O quelle gue soit
)

ke R est presque portout nulle.

Enfin il fout noter que les opérmteurs intégraux & noyau continu sont-nuslé-—

aires ;3 si K est une fonction continue de x , y s

| (ko) () = | K(xy) £0) ape)
alers Ke L’(Cy ; C,) ot l'en n Tr(K) =J’ K (x,%) dr(x) si X =Y.



3.— CAS DES ESPLCEZS DE HILBIRT.

Reppelons qu'un esprce de Hilbert E est ~nti-isomorphe & son dual, cet r~nti-

. s a(x) = (xy2)

On snit aussi que si E et F sont des esprces de Hilbert et u  une applicntion

isomorphisme fris~nt correspondre & n~eBE 1~ forme linérire

continue E —»F il existe une ~prnlicrtion ~djointe u¥ telle que

(u(x) 5 ¥) = (x, ™))
*

u” eppligu~nt F dens E . Toute ~pplicetion u ¢t E — F  se décompose de monié-

re unique sous la forme
= V‘\[.H

el H est un opérateur continu hermitien > 0 de E drns E , W un opérateur
partiellement isométrique de E dens F (c’est-a-dlre ~paliquent une . sous-voriété
51 de E sur 0, et 1~ vrriété orthogonale E2 isométriquement sur un sous-—
espace de F 3 oc dernier est ln vrridté finrle de 1'opérateur porticllement isomé-

trique, E2 8o variété initiale:] ayant pour voriété initiale H(E) .

On a2 H = Vu*h y et W est défini sur H(E) par

W(H(x)) = u(x)
(c'est bien une isométric, crr (u(x),u(x)) ta*h"x*‘fx) (H x , x) = (Hx,Hx) 3
elle se prolonge donc de menidre unique en uneiﬂomptrip de H(E) sur un sous—
espece de F , d'oir le résultet). '

On posera H = |ul . Onn Fwll= 1 (i u #:O) airc

. ; # 1si H o¢st nueléairc, u _ast nuclé~/
Si u est nueléaire, H = Wu est nucld "1f%§\F‘V‘ﬁTIF*'- uun . 11 suffit

donc d‘étudicr les opératcurs hermiticns (’, 0) nuclénires dc E dans E .

Seit denc u wun opérateur hermitien nucléairc. Alors il ost compact et lton

a denc
<™
u = 4-'/\1'. P
1
Pi prejectcur de rang fini n, , A. suite tendant vers O s P. P. = 8 P, .
1 r o J 13 73

Supposons que Z |>\l| ny £ + o0 ;3 comme P.l est de reng fini, P, CD QF ot
T :

“. Pi“n-= Tr P, = n

A
donc la série 23 A P converge nbselument drns E' @ B $ 8o somne UO o pour
Pa
image u dans j:(E E) cnr ltapplication cnnonigque ‘E'QDIE-y'€(EgE) est

continue. De plus

I ull, ¢ HuOHVé AN NENL = 22 I n,



—4

Récipro'quemen‘b si u c¢st hermitien nuclénire donc compesct u = Z ,\i Pi et si

l'on pose Q,{:Pq + P, o+ "'+sz on o

2
Qo w=2, Ny By

i=1

ot g uli,, ) ——2%; ‘)\i‘ni £V Mull, = ull,  donc & 1r limite Z\Ail n, £\ ull,
i=

Finalement on a lo provosition suivente

PROPOSITION : Pour qu'un opérrtour hormitien u soit nucléaire, il frut et il

leur multiplicité) soit sommrble ot 1'on o |luf \" P )\l\ n; .

: A
L'applic~thion crzonigue uj—du dc B’ gﬂ‘E sur L"(E;E) est une isométric
Muglly = full,) )

COROLLAIRE : si u SF: est nuc.:[éaire, nh a 3

: BE-
= e , 7 Z
u*§>\i ei®fi et Zf\)xll {_ + oo
s suite orthonormée de E , fi suite orthonermée de F et réciprnquement.

On va meaintcnant introduire l'espeace E §€ F = G et chercher son dusl. Une
forme lindairc A sur G est définie par ses valeurs sur E & F donc par une
forme bilinéaire, L2 topologie T tant plus fine que la topologie € , A seda
continue sur I &“,F donc difinit une forme bilindaire continue ?&J sur E X F .

Nous avons déja dit qu'une telle forme bilindaire ¢trnit appelée intdigrnle.

Soit ueL @F , U 1l'opératcur de reng fini de E' dans F qu'il définit.
~J
Soit A 1l'oplratcur continu de F  dans E' associé a A . Llors i
Nr\)
<2, u>=Tr(u4) .

NPosons ’X =WH , W particlleiuicnt isométrique, H hermitien > 0 .
Si A n'était pecs compact, H ne lec serait pas, il aurnit un. projectenr spectral
P de¢ rang infini,
"P=BH , B centinu .
Alors

{bhyuH=Tr (WuWH) .

~ u
Pronens des u dec la forme U v B W*; olors

1

{hyu> =Ix(vE w*WH) = Tr(v B H) = Tr(v P) .
~JS Tttt ’ ~J .
On 2 || wll {WBH Hvil done si v parcourt les opiratours dc norme & 4 , u resto

borné. Or si on preond pour. v un projectcur dec rang n contcnu dans P , on a



-5«

~ .
vP=v ot Tr(v?P)=n donc Tr(u &) nc reste pas bornéc contraircment a
1'hypothésc de s~ continuiti. Donc H ost compacts Donc H = ZE >\i Pi . wais

n
alors Tr(v W*L) = Tr(v H) = E: >\'1 Tr(v Pi) s si donc ||&ll est la norme de
A 1

L dens (E ®£ F)' ona

‘ZX TrvP nv“

k k
En posant Vv = Z P, onn \ vl =1 ot 1'on cn dsduit > }\i n, N sl
= =1

~ ~ -
Donc L cost nucldaire ot || A!‘,, £ Heail.

®

o t A
Réciproqueinent il est trivial quc si u €l ®£F y LEE ®"|TF ~on
Loy u < Wz Hull
1
aton 12114 UAHTT-NAm .
On o donc le théoremc (Dixmicr ot Schetton)

THE/ORF:ME ¢ Dns lc ces des CSpc cos de Hilbert lc durl de I @i F ost J(B,F) =
B' é%rﬁ” . Lo biducl dc E 69 F ost B(8',F') . Lutrcment dit :
Le dual dc 1l'espacc des opéra teurs complétement continus (muni de la normec des
op(,r"tcurs) est 1l'cspnec des cplrntcurs nuclénires muni de la norme-trace ct lc dual

dc cc dernier cest 1l'cspnce de tous les opératecurs continus((muni de la normc des
opérateurs).




