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Séminaire de MECANIQUE ANALYTIQUE 10-01
et de MRCANIQUE CEIESTE
6e année, 1962/63, n° 10 23 mars 1963

PERTURBATIONS SECUIAIRES ET PERTURBATIONS A LONGUE PERIODE

par Jean KOVALEVSKY

1, Introduction.

Le probléme que nous traitons dans cet exposé est celui du calcul des variations
des éléments des trajectoires des corps célestes, pour un temps grand mais fini.
Ce probléme se distingue des deux problémes suivants 3

1° Ie calcul exact des trejectoires. = Nous avons vu dans un préeédent séminaire
[6], la forme des expressions non convergentes qu'on peut obtenir, et qui, tron-
quées, peuvent représenter aussi bien qu'on le veut le mouvement dans un inter-
valle de temps At fini. Ce calcul étant d'autant plus long et compliqué que At
est grand, on n'a pas encore pu, pratiquement, étendre At 2 un intervalle supé-
rieur & quelques centaines ou milliers d'amnées pour les satellites, ou les pla-

nétes.

2° L'aspect général du mouvement lorsque t = ! % . = les travaux de ce type ont
pour objet de classer le mouvement dans l'une des cabégories prévues par J. CHAZY.
Récemment, J. COLLEAU [3] avait fait ici-méme un exposé complet sur 1'état actuel
de ces études. Celles~ci ont, en définitive, un but qualltatif ¢ saveir si la dis-
tance de deux des corps est bornée, oscille sans 8tre bornée, ou tend vers 1'in-
fini comme t2/3 ou comme t . Bien que, gréce aux travaux de MERMAN en particu=-

lier, on puisse appliquer des critéres mmériques de capture ou d'évasion, on ne
peut en déduire, pour le systéme planétaire de résultat préeise

Le probléme des perturbations séculaires et des perturbations & longue période
est en quelque sorte intermédiaire. Il s'agit d*étudier les variations de grande
amplitude que peuvent subir les éléments des corps célestes pendant un laps de
temps grand par rapport au At du 1° (pratiquement, pour le systéme solaire, de
1'ordre de quelques millions d'années). Ce probléme est donc une timide approche
de celui de la stabilité générale du systéme planétaire, probléme en fait quasi-
ment inabordable pour des intervalles de temps, de l'ordre de 1l'4ge du Soleil, par
suite du fait que les actions non gravitationnelles (variatiorsde la masse du
Soleil, frottements du milieu) mal connues, peuvent avoir & la longue une impor-

tance prépondérante.
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2+ Position du probléme.

Rappelons d'abord le résultat fondamental déja démontré dans un cas particulier
par DELAUMAY et TISSERAND, et dont de nombreuses démonstrations générale ont été
données depuis (voir par exemple, les Méthodes nouvelles [10], chape 9)e

La solution formelle des équations du mouvement d'un nombre quelconque de pla-
nétes et de satellites peut se mettre sous la forme
X, =20 4 p s 1t D e
3 5% ]J.Xi'i'}l 4 Y
()

1 2 2
y'i:':wi'!'p,yi'l' H yi+ see

Avee 1 £i<n, 2n étant llordre du systéme, pour un petit parameétre de

1l'ordre des perturbations. Les quantités

xg sont des constantes
W, sont des fonctions linéaires du temps .

xg et yg sont des fonctions quelconques des xg et des fonetions périodiques
des LA les x’ sont paires (développables en séries de Fourier de cosimus de
combinaisons linéaires & coefficients entiers des wi ) et les yj sont impaires.

le calecul de ces séries constitue la résolution du probléme du calcul exact des
trajectoires, énoncé au 1°.

Toutefois, la somme de calculs nécessaires pour constituer des expressions du
type (1) valables pendant un temps & assez long est trop importante et n'a pu
8tre menée & bien, que dans le cas des satellites perturbés par le Soleil (théow
rie de la Iune) avec 1l'hypoth®se que 1l'inclinaison, 1l'excentricité et le rapport
n/n' des moyens mouvements & celui du Soleil soient petitse. Dans ce cas parti-
culier, le probléme des perturbations séculaires et & longue période est résolu
en isolant, de cette solution, les quantités w, (perturbations séculaires), les
xg et les parties Eg et ﬂg des xg et yg développées en séries de Fourier
des LA et ne dépendant que de ceux des vy dont le coefficient de t est de
l'ordre de p (termes & longue période).

Dans tous les autres cas, ces solutions n'ont pas été calculées. En particulier,
pour la théorie des plandtes, on n'a, jusqu'd présent, jamais mis une solution,
méme au premier ordre en p', sous la forme (L). les termes & longue période qui
sont introduits par les calculs sont développés en série de Taylor du temps, et
la solution e met sous la forme
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0 © .
Xi= 2 2 X;l}.k p.j 'bk
(2) k=0 j=0
o0 o R
Y. = 2 2 ygk pg tk .
k=0 j=0

Dans une telle solution, les ng et ygk ne sont fonctions périodiques que des

arguments LA de période courte.

Dans une telle solution, on peut séparer toutes les parties des fonctions xgk

et ygk indépendantes des Wy explicites dans ces expressionse Ces parties se

mettent donc sous la forme

A pealD SN
(3) X, = t s s = v, t
17,5 T o 17,57k

ayant la forme de perturbations séeculaires, mais qui, en fait, ne sont donc que
des développements en série entidre des perturbations séculaires et & longue périadk

mélangées (l).

Une telle représentation de par son caractére méme, n'est donc pas susceptible
d'une extension importante dans le temps., Contrairement au cas d'une théorie du
type (1), qui peut s'étendre & un temps long par rapport aux périodes de tous les
arguments Wy o elle ne peut représenter le mouvement que pour une petite fraction
de la période de l'argument négligé, ayant la période la moins longuee Elle ne con=
duit donc aucunement 3 la solution du probléme envisagés

Remarquons que c¢'est pourtant bien dans le cadre d'une telle représentation que
s'inscrit le théoréme bien connu de Poisson sur 1l'invariabilité des grands axes et
suivant lequel, dans les expressions (3), ceux des x; représentant les grands
axes, sont de 1l'ordre de p3 au moins, alors qu'ils sont de l'ordre de } pour
les autres variables.

On a d'ailleurs montré que cet ordre est effectivement 3 en p , Jo MEFFROY
[8], en particulier, a donné 1l'expression d'un grand nombre de termes de cet ordree
Ce théoréme prouve en fait qu'il n'y a pas de terme & longue période d'ordre 1 ,

mais qu'il y en a d'ordre 2 .

Ie probléme d'obtenir les parties séculaires et & longue période

1 .

(") En fait, dans les calculs, les développements sont faits uvniquement en H ,
mais par suite du fait que les coefficients de t dans les termes & longue périocde
ont p en facteur, le résultat est le méme que si on développait par rapport a
t e
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i 0 L 2 2
Xg + p&i + M &i + eoe

o
1l

(4)

o

_ 1, 2 2
Y —-Wi’l"mi H ni"l"co

e

des développements (1) ne peut donc &tre traité de la méme maniére que celui du
calcul exact des trajectoires pour les planctes et certains satellites. Pour
résoudre ce probléme dans ces cas, on peut choisir un des quatre groupes de méthow-
des dont nous allons donner briévement le principe en allant des méthodes purement

analytiques aux méthodes murement numériques.

3+« Méthode analytique exactes

Ia méthode qui serait la plus satisfaisante consisterait & établir les équatiens
différentielles exactes dont les solutions sont les expressions (4)e Il se trouve
que les difficultés rencontrées dans 1'établissement de telles équations sont a
peu prés du m8me ordre que aelles qui se présentent dans le probléme de la cons—
truction des séries (1) de la solution générale.

Une des méthodes possibles pour obtenir ces équations s'inspire de la méthode de
Delaunay - von Zeipal d'élémination des variables et qui conduit, poussée jusqu'au
bout, & la séparation compléte des variables des équations de la dynamiqua, en uti-
lisant la seule hypothése que les seconds membres des équations sont développables
par rapport & la petite quantité p .

Aprés avoir écrit les équations du mouvement sous la foruc canonique

dx. dy.
i_ OF ; i__ oF 1<i<p

dat ayi at bxi

on peut éliminer 1l'une aprés l'autre les variables angulaires & courte période,
par des changements de variables canoniques dépendant de la fonction génératrice

S o Les nouvelles variables ne différent des anciennes que par une quantité d'or-
dre p , ne contenant que des termes périodiques par rapport & la variable éliminée.

Ainsi, lorsque ce processus est effectué pour toutes les variables

yb+l ’ yb+2 y eee 3 Ty tels que les v, correspondants aient un coefficient de
t fini, nous arrivons & un systéme d'équations canoniques par rapport & 2p

variables nouvelles,

* *

: 1
Xi’yi'

N
o

/N

g

telles que



10-05

Xf::x + Z p.kxk

171 g m H
©) T k k

*
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ol les xﬁ et yﬁ sont des fonctions purement périodiques des yb%l°"yh s Sans

terme indépendant de 1l'une an moins de ces variables.

le nouveau hamiltonien F* s ne dépend plus des y:+l see yi tout en restant
identique & F . Il peut donc 8tre calculé par substitution dans F des relations

inverses des expressions (5).

I1 reste alors & résoudre le systéme

ax¥ * dy *
i 9 i 1<i<p
at byz dt dx¥
et
ay’s *
__..‘l::-.?f_; p+l<£i<gn
dt ox¥

pour résoudre complétement le probléme donnant une solution de la forme (4).

I1 n'a pas encore été trouvé de méthode qui permette d'effectuer de tels chan-
gements de variables dans les problémes de mécanique céleste, sans introduire,
dans le cours du calcul, des développements en série entiére de la quantité -%%
ou -ﬁ; ou n est le moyen mouvement du corps étudié et n' celui du corps per-
turbateure Or ces développements ne convergent, en général, que trés lentement,
tant dans la fonction perturbatrice que dans les séries transformées qui se pré=-
sentent en cours de caleuls C'est ainsi que, dans les problémes du mouvement pla-
nétaire, cette difficulté a emp8ché la construction d'une théorie générale sous la

forme (1) et il semble qu'elle ait le mfme effet sur ce probléme.

Dans le cas du probléme du mouvement d'une petite planéte perturbée par Jupiter,
cette méthode conduit & éliminer les deux anomalies moyennes £ et £' , et ona

2 1
(6) pro X /02t /02“ L ar ag!
2L*2 4ﬂ? \/r'2 - 2rr! cos S + r?

(r et »' distances respectives au Soleil et 2 Jupiter, S : angle des rayons
vecteurs), pour la partie de F* qui e p=mn' en facteur, car cette intégrale
pour la partie complémentaire de la fonction perturbatrice est nulle.

Yo KOZAL [7] & récemment calculd F°  sans effectuer de développement par rapport
& 1'excentricité e et 1'inclinaison i , ce qu'on peut faire contrairement & ce
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qui se passe pour la révolution compléte du probléme du mouvement, pour lequel 1l
faut inverser les formules (5)e Dans ce travail, les équations sont résolues en
supposant 1'excentricité de Jupiter nulle et en utilisant le théoréme de 1'éli-
mination des noeuds, pour réduire le probléme & 1'étude d'un systéme de deux équa-
tions canoniques, la solution étant développée jusqu'aux termes d'ordre 3 de G;) R

Un autre cas particulier peut &tre résolu plus complétement, c'est celui de la
Lune, & condition également que -%% ne soit pas trop grande Je suis en train de
faire ces calculs également pour e et i quelconques. Mais dans ce cas, la
petite quantité par rapport & laquelle on développe est a/a' et par suite, on ne
peut plus se contenter de la formule (6) pour exprimer le hamiltonien Fr , mais
11 faut continuer le calcul des termes d'ordres supérieurs dans la méthode de
von ZEIPEL.

Ces deux calculs correspondent, semble=t=il, aux premiers essais de résolution
rigoureuse par approximations successives du probléme des perturbations & longue
périodes Dans les deux cas, il s'agit seulement du calcul des tout premiers tere

mes d'un développement convergeant plus ou moins lentemente

De tels travaux ont pourtant un intérét théorique trés grande Ces derniéres
années, le développement des machines électroniques a permis de calculer par inté-
gration numérique un certain nombre d'orbites, en particulier & forte inclinaison
et & forte excentricité. Ainsi par exemple, MOLICHANOV et ses collaborateurs
(commmication non publiée) ont—ils montré que des satellites d'inclinaison voi-
sine de 98° auraient des termes de longue période d'amplitude trés forte. Or, il
s'agit 1A de 1'inclinaison des satellites d'Uranus. Ces calculs auraient montré
que ces satellites s'écraseraient sur la planéte en quelques années. Or, il n'en
est rien, et les auteurs ont pu montrer mmériquement que ce sont les perturba-
tions dues au fort applatissement de la planete qui assurent la survie de ces
astres sur une orbite extérieure 3 la surface de la planétes Il est certain qu'il
est trés intéressant de construire analytiquement ces z0nes d'impossibilité et
d'étudier 1l'influence d'autres perturbations sur de tels corps pour bien en com-

prendre le mécanisme.

4, Méthodes analytiques approchées.

le probléme des perturbations séculaires et & longue période se pose depuis
longtemps et si le complication de la solution analytique générale a empéché de
le résoudre, on s'est efforcé de résoudre des problémes approchés dont la solu=

tion serait voisine.
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Deux types de fagons d'introduire cette simplification ont été proposés s

- soit simplifier & l'extréeme les équations en conservant la forme de la solu=

tion : c'est ce qu'on peut eppeler une méthode analytique approchée 3

- Soit changer les données du probléme aprés leur analyse en montrant que les

résultats des deux problémes doivent coincider.
On peut appeler cette deuxiéme méthode, méthode géométriques

Dans la premidre catégorie se placent, la méthode de Lagrange et celles qui en
découlent. Cette méthode peut s'appliquer & un nombre aussi grand qu'on le veut
de planétes de masses comparables (et par conséquent en intéraotion réciproque) ,
mais & condition que leurs inclinaisons et leurs excentricités soient petites

(pour un exposé complet, voir, par exemple, TISSERAND [13], chap. 26).
’ 4 ’ ?

On ne garde de la fonction perturbatrice développée 8 que les termes jusqu'au
deuxitme degré en e et i o On sait, d'aprés le théoréme sur l¥invariabilité des
grands axes, que dans ces conditions limitatives, il n'y a pas de perturbations
de & « Pour la j-iéme plandte, les quatre autres variables °5 s ij ’ Qj et
&5 , sont traités d'abord & 1l'aide du changement de variables, analogue & celudl

utilisé avec beaucoup de succés par POINCARE pour les problemes de libration :

h. = e. sin H . =tg i, sin Q, .
5% W5 3 Py = 18 15 j
k. =e, s @W. § . = tg i. cos Q, .
S TR I 9 = T3 3

La fonction perturbatrice est alors réduite & un polyndme du second degré en
hkpgq et les équations différentielles
dh,

= V) etce
at na bkj

sont linéaires.

I1 s'agit donc ici d'une linéarisation du probleme, ol les termes & longue périade

sont traités comme des oscillations dans un probléme de petits mouvementse

les solutions de ces systémes lindaires (il y en a autant que de planétes en

cause) sont de la forme

pour h et ks ?Aj sin (gjt+ ﬁj)
pour p et q ?Dj sin (fjt+ Yj)

ou les ﬁj et les Yj sont des constantes d'intégration, les gj et les hj
sont les pulsations des termes & longue période calculés & partir des coefficients

des Squations (7).
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Ces formiles permettent donc de donner des valeurs approchées des termes sécue
laires (arguments de © et de Q) et aussi des valeurs approchées des limites
pouvant 8tre atteintes pour e et i « Le travail le plus complet de ce type a
été fait récemment par BROUWER [1] en résolvant numériquement ces équations par
une méthcde donnée par JACOBI, Il a ainsi déterminé ces perturbations pour 1l'en-
semble des neuf grosses planétes. lais de 1l'avis méme de cet auteur, il est pro=-
bable que, par suite des hypothéses simplificatrices, cette solution ne soit
qu'un ordre de grandeur, et que les coefficients trouvés sont peut-8tre erronés
de 50°f « la principale difficulté en ce qui concerne la précision est due au
fait qu'on doit remplacer les valeurs moyennes des éléments - inmaccessibles aux
observations ~ par des valeurs instantanées qui peuvent en différer beaucoupe

5¢ Méthodes géométriques.

Ce sont celles qui sont déduites de la méthode de Gauss. Contrairement aux
précédentes, elles ne s'appliquent qu'aux perturbations d'une seule petite pla-
néte par une grosse planéte se déplagant sur une ellipse, ou d'un satellite par
le Soleil 3 il ne s'agit donc encore que de perturbations du premier ordre, mais
cette fois d'un seul corps. Ces hypothéses, restrictives par rapport & celles de
la méthode de Lagrange, sont compensées par le fait qu'on admet, ici, des valeurs

d'inclinaison de a/a' et d'excentricité quelconques.

Le principe de la méthode est le suivant : on considére qu'en moyenne, sur un
long intervalle de temps, l'action du corps perturbateur & partir d'un arc de son
orbite est proportionnelle au temps qu'il met & la parcourir. On remplace donc la
planéte perturbatrice par un amneau elliptique infiniment mince, dans lequel la
densité dp d'un élément est proportionnelle & l'aire I' du secteur ayant
1*é1lément pour base, et pour sommet le foyer de l'anneau. Gauss a montré que la
solution de ce probléme est équivalente au calcul des termes séculaires au pre=

mier ordree.

Cette méthode a été étudide en particulier par HILL [5] et par BALPHEN ([4],
chaps 8) qui ont chacun proposé une méthode de calcul de ces perturbations uti-
lisant soit des développements trigonométriques, soit des fonctions elliptiquese
Elles raménent le calcul d'une intégrale compliquée et qu'on integre par inté-

gration numériques

Le calcul a été fait par cette méthode dans de nombreux cas. Signalons, récems
ment, une application de cette méthode par MUSEN aux satellites artificiels de
trés forte excentricité perturbés par le Soleil ou la Iune [9]. Cet auteur indique
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comment les intégrations numériques auxquelles on arrive peuvent &tre aisément

programmées sur des machines électroniques.

6. Méthodes purement numérigues.

La méthode de Gauss, & 1'origine géométrique, s'est donc transformée en méthode
mumérique au point qu'elle a été rendue susceptible de calculs par une machine
électroniques Il n'y a qu'un pas & franchir pour se débarasser de 1'interpréta-
tion géométrique et transformer le probléme en un probléme d'analyse numériques
C'est une tendance tout & fait nouvelle qui est encore peu étudiée, mais qui peut

avoir un grand avenir [2], [11] et [12].

Sans entrer dans le détail de 1l'algorithme permettant le calcul, donnons-en le
principe.

Supposons que la solution du systeme différentiel & étudier, puisse se mettre
sous la forme de séries de Fourier dépendant d'un certain nombre d'arguments dont
un a une période de beaucoup plus courte que les antres. Plus généralement, on
peut supposer qu'un ensemble d'arguments a des périodes dont le plus petit come
mn mltiple est petit par rapport aux autres (ce qui se produira dans un certain
nombre de cas de résonnance). Soit T cette période. Les coefficients de ces séries
peuvent trés bien dépendre du temps, & condition d'avoir des variations lentes
(variations faibles pendant un termps T )e

Intégrons numériquement les équations pendant N =n(q -~ 1) périodes T ( n
et q entiers). La méthode consiste 3 considérer que les valeurs des paramdtres
& des intervalles de temps égaux & nT sont des domnnées & variation lente qu'on
peut traiter par un processus analogue & celui de 1l'intégration numérique, mais
avec un pas égal & nT , au lieu d'une petite fraction de T , comme cela est
nécessaire dans 1l'intégration mumérique ordinaire. Ayent ainsi g valeurs consé=
cutives de ces parametres, & variation lente, on les utilise comme point de départ
pour une intégratien numérique de pas nT , et on met ainsi en évidence, numéri-
quement, les variations lentes qui ne sont autres que les termes séculaires et 2

longue période. le procédé peut &tre en quelque sorte assimilé & un filtrage.

Cette méthode a été appliquée aux satellites artificiels [1R], T étant la
période du satellite, avec des valeurs de n égales & cinge L'intégration & grand
pas étant effectuée conjointement avec une intégration numérique ordinaire. Les
résultats ont été trés satisfaisants.
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7« Conclusion.

Ia grande diversité des méthodes qui sont & notre disposition pour résoudre le
probléme des perturbations séculaires et & longue période permet d'envisager d'at-
taquer ces problémes par plusieurs voies & la foise. On assiste actuellement & un
grand renouveau d'intérét pour ces problémes qui, s'ils ne peuvent conduire,
semble=t=il, & des réponses précises & des problimes cosmogoniques, ont 1'inté-
rét de nous donner 1l'espoir de voir 1'explication d'un certain nombre de faits trow
blants présents dans le systéme solaire : nombre trés important de résonnances
dans les systémes de satellites, z®nes d'absence et familles d'astéroldes, etce
I1 est prcbable que ces phénoménes sont l'expression physique de stabilités plus
ou moins grandes de certaines orbites ou encore 1l'image figée d'une certaine dise
tribution des effets & longue période. Par exemple, lorsqu'on aura un moyen sir
de calculer des éléments réellement moyens sur un trés grand intervalle de temps
des astéroldes, on comprendra mieux les raisons de la distribution particuliére
actuelle de leurs éléments instentanés. Nous sommes donc ici en présence d'un

by

immense champ de recherches encore & peine défriché.
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