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CONSTDBRATIONS SUR IES VARIETES BIMETRIQUES ET SEMI-METRIQUES
per Pierre V. GRCSJEAN

I. Préliminaires slgébriquese

le Espaces vectoriels bimétriques.

lele Espaces vectoriels associés. = Soit A = HAg'H une matrice réelle régu~
lidre & n x n éléments 3 il lui correspond trois matrices associées : sa trans-
posée K, son inverse L= 41 ot son adjointe =X . Cette association est
une simple conséquence de 1l'existence des quatre automomorphismes extérieurs dans

1l'ensemble des matrices réguliérese

Soit alors & et 'E', & et & , quatre espaces vectoriels de n-uples espaces

groupés deux par deux par des relations de dualitée Leurs éléments généraux seront

!une colonne contravariante x e &
<

(lel-l) | une ligne covariante B e §

~
fune ligne contravariante y € &
< PN A
| une colonne covariante beég .
Ces espaces seront eux-mBmes "associés" si leurs substitutions linéaires simul=
tandes se correspondent par les automorphismes matriciels ci-avante On aura ainsi,

pour les substitutions des éléments~types (lel=l) 3

~
o

(1,1-2) x!' = Ax al =8k ;' = yk %' = ?L% .

Désignons par & , @ , n , B, des formes linéaires prises sur ces éléments-
types au moyen d'éléments des espaces duals vouluse On aura ainsi les formes
(Le1=3) a="1ax=§& 7‘1:}1‘;:{3
lesquelles sont évidemment invariantes pour les substitutions lindaires (lele)e

D'autre part, les quatre espaces associés sont évidemment isomorphes, et c'est
en essayant de préciser ces isomorphismes que nous arriverons aux notions d'espa~

ces vectoriels bimétriques, métriques et semi-métriquess

le2e Espaces vectoriels bimétriques et métriquese = Choisissons alors, sous

réserve, deux matrices régulieres :
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G=|lg,:l 5 dite "semimmétrique"
(1e2-1) +J

F= HfiJI : T=1I=F &tant dite "antimétrique" .

G définira un isomorphisme hétérographique, c'est~a~dire avec changement de

variance, congu de fagon non seulement & laisser invariantes les formes (lel-3),
mais aussi & les égalisers Pour cela, il faudra que @

(1.2-2) b=Gx y=aG .

F définira un isomorphisme homographique, c'est-d=dire avec conservation de

variance, congu dans les mBmes conditionse Pareil isomorphisme impliquera toujours
une transposition prézlable 3 1'application par F « Appelant %X le transposé de
x, et a celui de &, on sura

~ ~ A
(1.2-3) X=3  b=TFa .

Ie troisiéme isomorphisme sera le produit des deux précédents, et ainsi prendra=
teil le type hétérographique. Mais notons qulon a les relations

(102-4) COC:%:F%.:FEy:FaAFSC, V x

et d'autres relations similaires conduisant toutes 2

(Le25) G=FGF .
Ie choix de G et de F ne peut donc &tre entiérement arbitraire, et la liaison
traduite par (leR=5) s'exprime aussi par 1'apparition de deux matrices régulidres

symétriques

~

(142-6) P=FG=GP=P Q=FG=GF=q .

il
I
i
1t
H

L'ensemble des deux matrices métriques P, Q , définira le 3e isomorphisme,

obéissant aux m®mes critéres que les précédents
~ A
(1.2-7) a=xP b= Qy .

Un ensemble de 4n-uples, ainsi mis en correspondance, sera un vecteur bimétri-

que, et 1l'ensemble de ces vecteurs sera un espace vectoriel bimétrioue. Un élément

général sera noté x , et la mBme lettre d'appui servira & désigner n'importe

laquelle des composantes des 4n-uplese

L'espace devient métrique si le second isomorphisme se réduit & la simple trans=

position j alors la matrice antimétrique s'annule, et il vient
(142-8) F=I => G=0G=P=Q .

Le vecteur n'a plus que deux jeux de composentese Une ultime dégénérescence est

1'espace pythagobicien, ou toutes les matrices caractéristiques valent I , et ou,
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ainsi, les vecteurs ne disposent plus que d'un seul jeu de crmposantese

On peut dire aussi qu'un espace bimétrique résulte de la mise en application,
par la matrice F , de deux espaces métriquese Les deux matrices métriques sont
congruentes, comme cela résulte de (le2=6) 3

(1e2-9) Q = FF
et ainsi possédent-clles la m®me signatures Notons aussi que 1l'on a @
(1e2e10) P=GiG

le3e Notation bimétriquee = Appelons "oeil! toute caractéristique permettant de

distingller deux indices de mlme valeur numérique § ainsi i et i', i et 1_,
i et i, sont des paires d'indices d'oeils différents. Nous dirons que les indi-
ces figurant dans HI{ "I sont affectés de deux "oeils affines" différents ; la
transposition de ces oeils, inverse la matricee Et nous introduirons des oeils
métriques pour distinguer les indices des matrices fondamentales et de leurs asso-

ciéese On posera, par exemple & _ +

- B |t _ T - ltd
(La3-1) P=llgg,ll  F= UVl a=llgl A= gl
- +4
en remarquant qu'une seule lettre d'appui suffit pour désigner les composantes
de toutes les matrices fondamentales. On aura alors

pllgdl T ligdl
(Le3=2) < * ; .
o= llgyl o= llgyyl =l ol .

La matrice~unité, tout comme les matrices de substitution linéaire, n'a pas d'oeil
métrique déterminé ;3 nous dirons qu'elles sont affectées de 1'oeil neutre. Quant
aux composantes des vecteurs—types associés (l.l-1), elles se noteront maintenant :

- +
(1e3=3) X = x* e a; = X; b; = x; .

- +
En définitive, la distinction (+) = (=) aura remplacé le distinction ligne-
colonne dont nous étions partise Et les formes lindaires égalisédes (lel=3) s'éeri-
ront de multiples meniéres, dont notamment

* o+

(1.3-4) (y|x) = yi X =¥ Xt = yi 83 o S |y .

+ + *-



604

le4e Déterminants, densités et capacités, indicateurse = Nous désignerons

les déterminants par la lettre d'appui de la matrice, mais affectée des oeils des
indices 3 1'oeil neutre, tout comme 1'absence de signe spéeial (ce qui est d'ail-
leurs un oeil), seront désignés par (s) » Donc

' '
agtlla; |l = A 3 dstlleylie g
(led=l) +-
'Y T
asgtllat, || = & = (A)"l 3 adtlle..ll=g = g = ¢ .
+ ' . +d - +- ')
-+

La notation g rappelle que ce déterminant, invariant de transposition matricielle,

est un invariant pour le passage de 1l'espace métrique (+) & 1'espace métrique
(=) .

The grandewr ainsi affectée de p oeils supérieurs, et/ou de g oeils infé-
rieurs sera une capacité d'ordre p et/ou une densité d'ordre q 3§ si p=q ’

les oeils étant métriques ou neutres, la grandeur est un simple invariante Ce
dernier cas sera celuil de

- +
(144=2) g=dét F= (g™
+ -
On posera
(1e4=3) g=Vg g=Vg g=Vg
+ ++ - -- . e

sans s'inquiéter de ce que ces grandeurs (densités) puissent éventuellement Btre
des imaginaires purse La question des déterminstions des racines carrées peut 2tre
laissée dans 1'ombre, étant entendu toutefois que ces déterminations seront telles

que 1'on ait
(Ledest) §;= ge = gg =+ 1
si é =\/:g: s etece
D'autre part,
(144m5) G=QP => g°=g g => g=ge

X +4 e e -
la dernidre relation étant donnée & une détermination prése On aura de mBme, toue
jours & une détermination prés s

~ -2 --
Q=FF => (g)°=¢g g =>
+ ++

+0Q

= gg
+
(14-6)

- e - - . . +
=> \/g= gg=ge=g=g= (@' = (9~ = (;)"(1/2)
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L!'indicateur tensoriel de permutation générale étant noté
gil oo .in
j 1 [ X X ] jn

on définira les indicateurs orientés par les notations

i ,e0ei o
(1e4=7) 1, .
: . Jlooan

oi 1'oeil neutre (o) remplace ici la configuration~repére des indices (en géné-
ral, celle~ci est 1l'ordre naturel des nombres) . Les indicateurs tensoriels

seram déduits des précédents par multiplication par g ou par g , respective-
[ ]
i,e
mente On définira semblablement, eu besoin, les indicateurs e
+ —
etce Dans ces derniers calculs on aura suivi les régles trés simple d'"rddition

eel .
’ _fil...in ’
[ X

e 3 ]
des oeils" (par exemple : aB= y , aB =Y , ap= ¥y , cte), ot do
ot ot + + o ot

. +
Ucontraction des oeils" (par exemple : aB = Y, OB =Y , etc)e
] 4+ +

2« Espaces vectoriels semi-métriquese

2ele Contram= et comespaces semi=-métriquess = Revenons aux espaces vectoriels

initiaux (lel=l) ; nous allons maintenant nous contenter 4d'isomorphismes beau-
coup moins ambitieux en ce qui concerne les formes (lel=3).

Le premier isomorphisme (hétérographique) sera défini comme en (le2=l), au
moyen d'une matrice réguliére asymétrique notde maintenant G = || g j“ « Expli~

G )

citement, on aura donc .
(2e1=1) b, = 8 5 x9 8y = gy yi .
(+) (+)
Le second isomorphisme se limitera & la simple transposition ;c = 3; en ce
qui concerne les espaces & et & , btandis qu'entre des éléments bi et a,
correspondant au m®me x s il n'y aura d'autre relation que (Rel=l)e D'ailleurs,

tenant compte de (le3=3), cette relation s'écrira

(241~2) X = g x’ X= g x9 ]

Désignons maintenant par al un autre vecteur contravariant, '"neutre" tout
come % o Los formes lindaires (lel=3) deviennent alors, moyennawt un léger chan~
gement de notation sur & et sur a , les formes bilinéaires
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a E&..Xi:: g..xla3=x. aj_—-. &

(+) : (*:)LJ - (-')

a —za.xj= g..aixj=x, ai_=_ & .
=T o

Cette fois, ces deux formes ne seront plus égales en générale Toutefois elles

le deviendront nécessairement lorsqu'on les rendre quedratiques, en posant
i i

X" = a j et en outre, elles seront "neutres", puisque § = § = § , avec 3
(#) (=)
oldt - id
(2 ) E = hij X

La matrice H = “hij“ s partie symétrique de G , sera toujours supposée régu-
liére'. +
I1 sera bon d'employer, & 1l'occasion, un nouvel oeil neutre ( o) pour carace

tériser les indices abaissés par H « Linsi, le n-uple contravariant x  se
verramt=-il accompagné de trois n-uples covariants

- 3 - ¥ J
(Re1=5) X; = Eia‘ x' et xy=x kij x
o o
t
ey la matrice K= Hkijll est la partie antisymétrique de (G) .
+

Pareil ensemble de 4n-uples constituera un "contramvecteur semi-métrique", et

1l'ensemble de ces vecteurs, un "contramespace semi-métrique".

Revenons & nouveau aux espaces primitifs, meis établissons cette fois entre les
deux espaces d'éléments covariants, 1'isomorphisme de simple transposition ; autre-
ment dit, posons ?3: 3 dans (lelml)s Le premier isomorphisme sera pareillement
réalisé par une matrice régulidre notée ici G = || gin » les considérations

(=) (=)

précédentes vont se répéter, mais on permutent partout les mots Y"covariant" et
"eontravariant's Les formes quadratiques seront

LS
(20 16) p=12" 1 b,

ot L= HP,J‘JH s est la partie symétrique, supposée régulisre, de la matrice G .

Tei aussi, il sera bon d'employer, éventuellement, un nouvel oeil neutre (x) ,
pour désigner les indices relevés par L « le n~uple covariant bj est associé

3 trois n=uples
X x X
(241~7) pt = 33 b, pt = pt & gl b,
ol la matrice i: HmlJH est la partie antisymétrique de [ (en spéeifiant que

I+

que la notation M n'implique en rien 1'existence nécessaire d'une metrice M,
inverse de M )«
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Si maintenant, disposant d'un espace & de n-uples ainsi que de son dual & ,

on attache au premier une matrice ( H%FJ” s et au second une matrice

QgSJH s on définit un espace ;ema-metrlque. On dira alors que les deux
g;%rlce; G et G seront images 1'une de 1'autre 3 il en ira de mBme, bien
entendu pogz)les mai;ices G et

G °
(+) (=)

2e2¢ Espaces semi-métriques einsteiniques. =~ Nous réserverons ce nom aux

espaces ou l'on aura

(Re2-1) G = 0 <= Bis = £ .
(+) () A
) (-
Nous dirons aussi que 81 est alors un tenseur einsteinique, et la propriété
(+)

d!einsteinicité!" ainsi introduite est connue en littérature sous le nom de
tpseudo-hermiticité" (encore qu'on ne la signale qu'a propos des équations du
champ unitaire, et non pas & propos du tenseur gij lui-nBme) o

Bien entendu, si g, est symétrioue, la distinction entre les oeils (,) ,
(_) s (o) (x) disparait d'elle-mlme, et 1'espace semi-métrique dégénére en un
espace métrique tout-a=fait banale

La propriété d'ainsteinicité a une conséquence importante : les formes lindaires
du type x° bj prennent plusieurs écritures "semi=-métriques" remarquablement

simples 3 +

.

(2e2-2) xJ bj = Xg (E;J &5 bk = x4 Xk b .
+ (+) +

Toutes ces écritures respectent la régle de "contraction des oeils!e Cependant

ces derniéres formes conservent malgré tout un certain caractére affine s il

n'existe aucun moyen d'ebaisser 1'indice de x s ou de relever celui de- bj ’

sans changer d'oeil. Nous donnerons les noms de matrices pseudo-métriques, de

Hlavaty et de Lichnerowicz respectivement, aux matrices H et L= Hzin .

I1 est cependant remarquable que ces deux matrices possédent les propriétés des

matrices métriques P et Q d'un espace bimétriques En effet, des relations d'in-

version existant entre (G) et (a> , on déduit immédistement
+ +

(242-3) HL - KM= I

De ces relations, on déduit 3

(202-4) T= IM= Ki K= IMi= HML

i
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— - rees e

(2425) L= H - KHK H= L = MM .
Introduisons alors les deux matrices régulicres
LW = IG
(202—6) F= t o
* H= GH
*
I1 vient
(202-7) L = FHF
+ *
et
(2.2-8) L = GHG He= GLG
i - + + + ot

Par conséquent, chacune des deux matrices (F) et (F) joue le rble de la
+ -
metrice F caractéristique des espaces bimétricuess Les deux matrices 1T somt

done "antimétriques® (en ce sens que c'est leur existence qui emp&che 1'espace

d*®tre métrique)s D'autre part, chacune des matrices (G) et (G) peut jouer le
o+ -t
8le de la matrice semi-métriques De cette dualité résulte que H et L sont

invariants pour le passage aux images, ce qui n' était nullement le cas des matri-
ces P et Qo Donc H et L peuvent jouer le rble de P et de Q, indifférem-
ment selon les modalités suivantes 3

pur F= F ,ona H=P et L=Q
(2429) (+)

pour F= F ,ona H=Q et L=7P .

En ce qui concerne les notations des capacités et des déterminants, on posera

tout naturellement s

(2e2-10) g = dét G = P hoddtH=B; L = dét AL
oo (i) . oo ° XX X
[o] % 1
f=aé F =f
X + °
et on aura, comme dans les espaces bimétriques 3
o o /O— . [e] . (o]
(242-11) g= s f=thyVf=gl=gh=£f=*f
oe 9x X X x X e x e
LX] OX

ainsi que les formules inverses (g=m, ete) s les déterminations des racines

carrdes étant laissdes dans 1'ombre.
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2¢3e Tenseurs surfaciques de rang 2 ¢ =~ Ces tenseurs, appelés de ce nom par
PAULI - et appelés "doubles~2~formes' par LICHNEROWICZ - ont, par définition,

toutes les symétries du tenseur de RiemanneChristoffel dans une variété métrique.

ij
kb

Si By est le tenseur métrique (symétrique) d'une telle variété, et si €
désigne 1l'indicateur de rang 2 de permutation partielle, le tenseur

203:l =

(243-1) Bijekt = Eir Bys ekz

est une double~2=formes Ses éléments sont ceux de la matrice a Ci x Ci éléments
que 1'algebre extérieure associe naturellement 3 la matrice métrique G o Et cette

matrice joue pour les 2-formes le rble que G joue pour les l-formes (n~uples):

(243=R) H, (7 = )

= Hrooq= — ..
ij = "[413] 2 €1kt
Si gij # gji est semi~métrique, on a encore

(2.3-3) €rjukg = 8a5]e[ke]  Gi[j.ke] = °

mais on a 3

€ijeke # €kgei] .
Il y a ainsi eu chute dans le nombre des symétries, et on n'aura pas défini, en
toute rigueur, une doublew’~forme.

Plus intéressants seront alors les tenseurs ci-apres :

10
rs
(2:34) 8ijuke = Bir S “we
+= (+) (=) LR

qui est antimsymétrique sur les indices neutres, et anti-einsteinique sur les

indices (+=) 3
(23-5) Biju * G = 0

= -4

Ces symétries sont celles du tenseur de Riemann~Christoffel des variétés semi~

métriques § et une telle variété sera dite "de Schrédinger? si l'on a 3

(R43=6) Rijok% * 0855 ph = 0 => Ri£ + (ne1) ag 1 = 0 .
= $— - (-)
2° Soient h, 13 et zlJ les deux tenseurs métriques d'une variété bimétrique,

ou les deux tenseurs pseudo-métriques d’une veriété semi=métrique einsteinique ;

le tenseur ci-aprés, symétrique sur h et sur £ , est une double—R~forme

(23=7) 1
Visuce =7 (hic By * Bae Bye = Pag By~ e bynd

ot ce tenseur apparalt implicitement dens (2e2-4)e On définirait de mne lo ton-
Yij-kE
seur °
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3° En fait, dans (2+2-4) apparalt le tenseur plus modeste
%0
(R43-8) Yia'k£ = gir pis sﬁg

qui n'est pas un double=2-forme, et ne posséde que les symétries de (2e3~4) ; la
mdme relation (Re.R=4) peut s!écrire en employant ylj'kz, conjugué einsteinique
X o

de YlJ'kz (conjugaison sur les oeils , et y Je Clest 13 une propriété trés
particuliére des tenseurs kij et m , que de pouvoir Btre déduits l'un de

1'autre indifféremment par 1'un quelconque des tenseurs Y qulon vient de définirs

Oy xO

ije 1 ol
leEk'k‘B____YlJ Qk_‘kl °

15 1 djeke .
(203-9) m = lw

Y

»f ~

ITI. Schémas électromagnétiquese

le Schéma affince

lele Préliminairess Notationse = Boit Y4 une variété différentielle dont
la structure ne sera pas précisée pour le moment ; les calculs se feront donc
d'abord en employant les dérivations partielles ordinaires, avec les notations

’

= ap f o Si la variété admet des tenseurs métrigues ou pseudo-métriques,
ceux~ci seront supposés réguliers et de signature hyperbolique normale (==-+) 3

ainsi les densités h et 2 seronteelles des imaginaires purese
[e]
N X
Ies densités duales contravariantes des tenseurs linéaires covariants seront

définies par

* AV L pApy *.p 1 _phy
(lelwd) X =17 € X, 2= or e ZMW
W _ L opody L Apo
M= T s mgr e e

Dans les "schémas électromagnétiques", nous nous inspirerons oes notations de
Oe COSTA de BEAUREGARD, appelant "inductions" deux tenseurs covariants ka et
-E“— B"“ et *DM"

ka s et "champs!" leurs densités duales respectives

ls2¢ Electromagnétisme affinee = Il est aisé de définir un schéma purement

affine de 1'électromagnétismee Pour cela il suffit d'introduire :

1© Une 2~forme fermée Ehp

ap
(1_.2—1) [aﬁ,Y] =0 <> ? ﬁ =0
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et par conséquent une l=forme locale ouverte, définie & un gradient prés, le
potentiel A , tel que

le2=2 B . = =~ 2A¢ -
( ) ap [a,8]
2° Une 2~forme ouverte D op ? dont la source est *Zaﬁy £ 0
1 % Ot
1.2-3 =5 T = Hle =
( ) [qp,y] apy .

ce qui conduit & 1'équation de conservation de la source

o
(102—3) ? ’a.’.‘: 0 .

3° Une densité tensorielle mixte, dite de Maxwell-iinkowski 2

1o2-4 @ _ p pP*_Ls%c-Lls%-~B_ 8™
( ) Mﬁ PB 4 P-4 B PB -

avece

1e2m c*=p & c=p E-3B u°
( 5) B PR - . po po .

qui est de trace nulle ¢ Mﬁé =0

4° Une densité tensorielle qui sera dite "cousine" de la précédentes

126 NG -n%_le®c=c%nls®*czwB  H?
(1 ) B ‘B 4 B T B o2 B - PP -
C .

et dont la trace est Na‘" = -

50 TUne densité vectorielle dite "de force de Lorentz"

1 po %
leR=T7 K =B 7P - . 2E8P0 *z .
( ) B Bp 2 ¢ pof

Un calcul simple montre que-l'on a 3

?b ot "(Dpo N B Ekp ka’ﬁ)
(1e2-8) Kp =
. o

N

. 1 a 1 lo}
By 2 PO

P
P ? 9[3— p G. * ch’ﬁ

6° Une queloonque équation de liaison entre les deux formes fondamentalese Nous
n' aurons ici & prendre en considération que des liaisons du type suivant

Mo L Mepo PH
102- E — D ow

4

o YA“'VP est une densité tensorielle (double=R~forme). Bt ?x“ une densité

[ ]

tensorielle appelée la polarisations De cette dquation il résulte que

1 Apepo €
l. o Lad LY
(142~10) =Y Dy, Do P°‘ Dug
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C'est le choix de thvp qui fera sortir le schéma électromagnétique du stade

affine, et qui conduira au stade bimétrique, semi=-métrigue ou métriquee Nous nous

limiterons ici au schéma semi-métrique, tel qu'on peut le dégager de la théorie
unitaire d'Einstein.

2e Schéma semie~métriques

2ele Variété semi-métriques =~ Une telle variété admet donc en tout point un

espace plat local semi-métrique, c'est-d-dire 1l'ensemble d'un cow~espace et d'un
contra~espace semi-métriques, dont les tenseurs semi-métriques sont reliés par la
relation d'"einsteinicité" ¢

(201"1) =
Bap = Epa

Le présent alinéa et le suivant ne seront qu'un condensé des résultats essen=
tiels de la théorie unitaire j mals on insistera spécislement sur les relations
d'einsteinicité. La structure d'une veriété semi-métrique est donnée par deux cone
nexions "images", elles-mBmes en conjugaison einsteinique 3

(241-2) fpaﬁ=£. pﬁa .

Ces connexions sont détermindes par les équations de champ d'Einstein s

(241m3) 0 .

g = - & =84, =
LBR T B e g P op, an

les dérivées absolues (3) sont ici définies de telle sorte que la relation

p

sont ainsi "mitoyennes" en ce sens qu'elles utilisent simultanément les deux cone

d'einsteinicité de g, soit stable pour cette opération ; ces dérivées absolues

nexions-images.

Les connexions £Pa sont dépourvues de vecteur de torsion, par hypothdése 3
=

P

mais les connexions—images non einsteiniques ci=-aprés @
(2414) PP TP

Lo Lap T ¥p
oL x est une constante, possedent un vecteur de torsion non nuls Non seulement
elles conservent les géodésiques définies par Ef(aﬁ) , mais en outre elles véri=
fient aussi les relations (Rel1=3).

Les deux anciemmes connexions g et les deux nouvelles g définissent des

tenseurs de courbure notds Ipa.vp et RF& v ! respectivemente. lLes indices supé~
*

rieurs peuvent 8tre abaissés par contraction avec gaﬁ 3 les tenseurs ainsi obtenus
o+



Omel

+ —_
(21-5) ?’ﬂwp - fxa-v;a " attp 2 g = T Hy,p]

o

vérifient sur leurs deux premiers indices, des relations d!anti-einsteinicité"

(201—6) R + R =0 .
i)saavﬁ .T_a?».-vﬁ

Les tenseurseimages de Ricei, définis par la contraction (Hv) s seront donc
(2e1=7) P_ et R_=P %,r
» P iaﬁ i_ctp ap

ils sont einsteiniquement conjugués s
201-8 P = P :'_.."‘> R = R 3
(2.1-8) Fup= Fpa = Fup= Ppa
Les tenseurs mixtes correspondants s'obtiennent par relévement au moyen de g)"“l

4
(contraction sur les seconds indices), ce qui conserve les relations d'einstei-

nicité 3 dés lors, il n'y a qu'un seul invariant de courbure, *neutre" :
I1 va de soi que si 1'on supprime la distinction entre les (+) et les (=) ,

la variété devient métrique et 1'on retrouve le formalisme de la relativité
générale .

242+ Tenseurs conservatifse = Les identités de Bianchi conduisent aux iden-
tités

(242-1) faﬁ;ﬁ * faﬁ; g Pg=0
(202-2) fjaﬁ:p + itaﬁ:ﬁ “R,=0 .

Ie signe (:) représente la dérivation absolue par rapport aux nouvelles cone
nexions

+1

; mais pour les tenseurs mixtes, les dérivations (3)(:) conduisent
au mdme résultate De cette remarque et des identités ci-dessus, il résulte que :

P B =
(2-2—-3) fa ;p + f‘a ;B - F’G. =0 .

Tout tenseur einsteinique Xaﬁ = Xpa , obéissant & la relation (2+2=3) sera dit
+ —
semimmétriquenment conservatif'. Seront donc de cette sorte 3

ae les tenseurs de Ricei iaﬁ et Sup H

be toute 2-forme fermée, c'est-d~dire tout rotatiomnel ¢ F =TF_ = «F_  ;
ce le tenseur semi~métrique lui-mbme pour lequel (2+2-3) se réduit 3 1'identité

0=0. )

En résumé, sera donc semi-métriquement conservatif tout tenseur einsteinique
de la forme s



(L

(Re24) =P +xf =~ .
Jap = jap * Xlap ™ Map

X = “B X op étant la trace de Xdp , on appellera "tenseur conjoint" le tenseur

t + +
einsteinique :

1
(Re2=5) X =X «mg X X==X
G

Si X ap est semi-métriquement conservatif, on a la relation trés remarquable :

+
2026 xP LxP -0 .
( ) OB asP

On peut enfin introduire le tenseur mixte "neutre" :

(2.2-7) g Pol@Paxh) LlsPx
a T3 Yo " 2 a

et vérifier que les relations de conservations s'écrivent aussi

(242-8) '}fap,p ‘5 X gp" .

En particulier, pour tout rotationnel, comne Eﬁ3= Fap mﬁp -.%.6aﬁ F oen aura :

(242-9) 'R p L1 mP" .
. a B

Par contre, une =2~forme ouverte D n'est jamais conservative, et un caleul

of

simple donne :

D o0 o kp  xgV

(242-10) 'D p,p+_ b 5 = "y

Cette derniére remarque conduit directement & un schéma électromagnétique dans
une variété semi-metrique. Signalons en terminant que la relation (2¢2-10) tenait
compte de 1'équation de champ d'Einstein s

(202—11) maﬁ =0 .
. P

2e3e Electromagnétisme semi-métriques = On peut donc appliquer au tenseur

ga5 la relation (2.2=3), laquelle n'est elors encore une fois qu'une identité

Banale (relative 2 dét“gaﬁﬂ ) @

1
(Re3-1) 0= d (gpa ﬁ - 5-6(1I3 gMl g ) + = gvg aB g R

Introduisons maintenant une constante n et posons 3

(203'-2) == gmap = T]E.;ap .

Kap = Map
Cette constante se retrouvera dans tous les termes non métriques en coefficient &

la premiére puissance si le terme est anti-symétrique, et 34 la seaonde puissance

si le terme est symétrique.
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. . B_ i
Poscons maintenant ¢ hon = ha 0 L et

(243=3) “n P = hf’-_aﬁh
h B est en quelque sorte le conjoint de ha selon la métrique Ea 3 puis

relntrodulsons 1o tenseur-cousin de Maxwell~Minkowski (1e2=6)e D'aprés (2¢3-1),

on a 3

(2e344) h r =4

x, P 2B _ B
(243-5) hP+n” N7 = =8 .
D'oy immédiatement 3 - .

-V = - (“nP L Po _ 1 POy _ 2
(203-6) \Ia = ( }:(X. ’p + -2— hPO X ) n (NCX. p D ? ,a) =N Ifa
clestma=dire
2

(243=7) V,#n K =0 .

En d'autres termes, la conservation de Ep 5° traduit par 1'équilibre de deux
forces d'origine gravifique et électromagnétique respectivement, dans 1'hypothese
ot les grandeurs symétriques seraient en relation avec la gravitation, tandis que
les grandeurs enti-symétriques décriraient le champ électromagnétique (ce qui
reste & prouver, bien entendul).

2e4e Remarques diversese

10 83 zaﬁ est considéré comme tenseur métrique, alors on peut définir s
¥ p
(2.4-1) lIaB Ma f;pﬁ .
Une vérification directe montre que ce tenseur est symétrique ¢
(244=2) 'Jap" K’ Dpa IBﬁ 7 Gzap = Caﬁ i Czap
- — 1,PO OB
(24=3) ¢=n" WD, Do .

Rappelons ici qu'en électromagnétisme classique, le tenseur de Maxwell-Minkowski
est généralement asymétriques

20 Si z est considéré comme "vrai tenseur métrique, on doit alors employer

la den31te £ , racine carrée du déterminant de ce tenseurs On définira alors V'
et 5& par des formules analogues & (2e3-6), mais oi g aurait été remplacée par

£ o En se rappelant que ¢
X

(Red-4)

R
1
Q X

-
X



o=l0
on arrive & ¢ «
2
' 1 —
(244=5) wrn B o+ 10, log f= 0 .

X
Donc f apparalt comme un indice de fluide holonome. Il faut toutefois noter

¥ 0
contiendra un terme supplémentaires

[ ]
qu'en général sera différente de zéro, et qu'ainsi la force de Lorentz

3° le tenseur de torsion 88#3, défini ici par 3

244=6 P = L s,

( ) + op (aﬁ) 1

est en relation avec la source z*  selon une formule classique de la théorie
unitaire 3

(244e7) *7 =38P

apy [ap Bylp  °

2+5¢ Interprétation physique. Signification de la constante 1 e = Soit rap

le tenseur de Ricei que définit le tenseur métrique 8aﬁ e La partie symétrique
de P&p présente la décomposition suivante

2
(245=1) P(aﬁ = Tog = Tl ’oaﬁ

o t,, est un tenseur d'expression assez compliquées Si la variété semi-métrique

est "schrédingerienne", en ce sens que l'on a 8

2452 P =0
(2.5-2) Fap * Map
il vient ¢
2 2
(Re5-3) Typ = 1 top = - )\haﬁ == Mg * Y .

Rappelons que la constante A , dite cosmologique, est 1'inverse d'un carré de
longueur 2 A= & o

Prenons alors la trace de (2e5=3) au moyen de gaﬁ , clest-d=dire, vu la symé-

trie de 1l'expression, au moyen de 1'adjoint t*P qu tenseur métrique adoptée On
a ainsi s
(2e5-4) r= 'qz t - 4N+ 7\4’[2 C .

D'oti immédiatement

1 2 1
(?»5-5) Tup "7 ap Myg = X[Naﬁ + & (tOtﬁ ok tzaﬁ)J
avec
(245=6) X = ?\'qz => n= z a\/)_(- "

Si 1'on suppose que ha et Bap sont sans dimensions physiques, tandis que

D et F*P ont les dimensions d'un champ électrique, alors N , posséde celles



Eml7

d'une densité d'énergie. Dés lors, q2 aura les dimensions inverses de Nxﬁ s ot
¥ aura celles de la constante de gravitation d'Einstein. Nous assimilerons notre
¥ & cette constante - ainsi que le suggére la relation (2¢5=5) = et ceci fournip
une interprétation remarquable de notre constante n , avec des conséquences dont

nous parlerons dans un momente

Appelons IL~univers la variété métrique relativiste admettent comme métrique
celle de Lichnerowice zaﬁ « La relation (2.2—5) traduit donc un "cas intérieur!
du L-univers, et ainsi le tenseur XNaﬁ + 1 (eee) est I-métriquement conserve
tif 3 en d'autres termes, la divergence absolue, selon les crochets de Christoffel
associés & L, , du tenseur—cousin de MafwelLJAinkowski - apparu dans (Re5=5) =
2
tes métriques classiques. Donc, de 1'une ou 1'autre maniére, les forces de Iorentz

by

est opposée 3 celle du tenseur a?(iﬁﬁ - t%aﬁ) , inconnu des théories relativis—
dans un L-univers sont équilibrées par des tensions d'origine "semiw-métrique",

autrement dit "unitaireW.

Au tenseur Cap correspond le tenseur de Maxwell~Minkowskl de trace nulle ; de

méme, & tqp s nous ferons correspondre

1
(2¢5=141) Tap = bag = 7 tlaﬁ .
D'autre part, dans un IL~univers "vide", c'estwd~dire dans le cas extérieur, on a
(2e5-1.2) r=ry=-4 => r-ry=x(C+a t) .

Ceci permet d'écrire (245-5) sous les formes dquivalentes

1 _x 1 _ 2

Tap = Z.r%aﬁ = Iyg *,Z'rgaﬁ = X(MaI3 + & _Taﬁ)_

(2.5=51) -
% x 0]

ap ap

i
<
i

rap + é— r, zap =X[(Map' r’ocp) + a2 tap] .

= yU
=X ap
Nous dirons que nous sommes dans un cas quasi=métrique lorsque les termes en

by

nz sont négligeables ; alors, 'Za & hap s et M& gtidentifie & un tenseur de
Maxwells Dans 1l'hypothése o ) est la constante d'Einstein, la longueur a ne
peut donc pas 8tre trop grande. Les termes en a? étant ainsi négligés, les rele=
tions (2.5=5') s'identifient & celles proposées par EINSTEIN en 1919 dans un essai
de théorie relative 3 la structure des particules élémentairese EINSTEIN partait
de 1l'hypothése que la stabilité de ces particules était assurée grice & un équi-
libre entre les forces électriques répulsives et des forces gravitationnelles
attractivess C'est effectivement ce qu'on peut déduire de (2e5~5') en négligeant
les termes en a? : la force de Lorentz est équilibrée par une pression gravitae

tionnelle selon la relation



,.r.‘ N
—1. ) - )
(2!5 3) XK r = O

On sait que pareille théorie se hcurtera toujours & la grave objection que cons~
titue 1'énorme disproportion des forces électriques et gravitationnelles dens le
monde des atomes et des particules élémentaires que connait la physiquee Mais
dans un L~univers associé & une veriété semi~métrique, il n'est pes exclu & priori
que cette dispreportion soit compensée par le jeu des tensions unitaires que mesure

ﬁxp .

Enfin, on sait que les équations & terme cosmologique admettent comme solution

un univers & densité constante et stationnaire d'énergie, pc2 , valeur de la trace
U de U&ﬁ

(2e5-144) Dy P .ot

Assimilons le IL-univers & un univers spacialement sphérique d'Einsteine On a

e Or, U=~ C d'apeds (R.5-12) ; done

alors r= = 6\, et la trace t s'annule, eeci tenant compte de la valeur de A

et de celle de qz qui en découle immédiatement s

2 X 2
20 1. 7\.: —_—— == = e =
(22525 A L Rl S

ot k est la constante de Newtons Appelant M la masse du Imunivers et V son
volume, on a p= MV , et comme (2s5-15) fait de kM un petlt multiple de acz ,
n“l apparalt comme un petit multiple de Viﬁya? s ce qul est également trés

27

remarquables Avec les ordres de grandeur 107 pour p et 1027 pour a, N

serait de 1l'ordre de grandeur de lO3 Ce Geo Se

Ces expressions physiques de n donnent un sens physique a 1'einteinicité des
équations du champ : celles-ci doivent &tre invariables pour les changements de
détermination de la racine carrée de la constante de Newton ; en ce sens, la loi
classique de 1'attraction newtonienne possede elle aussi la propriété d'einstei-
nicitée Selon EINSTEIN, cette particulerité - qu'il appelait la pseudo~hermiticité
ou 1'invariance de transposition = "corresponds, disait=il, to the requirenent
that positive and negative electricity enter symmetrically into the laws of physics'
I1 semblerait plutdt vu la présence de Vk dans n s que cette symétrie des
équations correspondo 2.celle qui eziat.eraitentre un [-univers et un "anti-
univers" dont les particules chargées, imeges 1l'une de 1'autre, se correspondraient
par changement de signe du rapport caractéristique e/Vkm o D'ailleurs, les éque~
tions de conservation (ReR=6) évoquent 1'idée de forces de metisre et 4'anti-matiére

mises en équilibre.
Dans ces conditions, on peut aussi se demander si les termes anti-symétriques

P[po] et Dpo sont bien em relation avec le champ électromagnétique, et s'ils



ne correspondraient pas plut®t & une polarisation d'erigine gravitationnelles
Cette polarisation pourrait néanmoins se composer avec des grandeurs ¢électriques,
ce qui serait extrémement satisfaisent au point de vue de 1'hypothése "unitaire",

qui a conduit & 1'introduction des veriétés semi-métriquese

2¢6e Champ unitaire électrique ou mésique o =~ Rappelons maintenant que tout

tenseur de la forme (Re2-4) est semi-métriquement conservetife Dans une variété
de Schrddinger il existe un tenseur nul de cette forme ; la nullité de sa partie
anti-symétrique fournit la relation

(Re61) xF&ﬁ = An I&ﬁ - nPtap] .

Dans 1'alinéa précédent nous avions implicitement supposé que x était identie
quement nullee Si on donne a Py 9 potentiel de F& s les dimensions d'un poten-
tiel électrique, la constante x prend les dimensions d'une charge électriques

Posons alors x = n/b sy b eayant une longueur constante 3 posons ensuite

€ = b2 a? « La relation (2e6=1) prend alors la forme familiére
1 o] 2

206—2 F = o & Ep - b P °

(2.62) ap = 7 YVapupo [ap]

Ainsi, F jouereit le r8le d'une induction (fermée), PO celui d'un champ
électrique, avec e corme constante didlectrique ; le pertic entlsymétrique du

touscur de Ricci apparait donc comme une polarisatione
D'aprés cette derniére hypothése, on ne peut donc plus voir dens z* , source
[ ]

de Qxﬁ , la densité de courant électrique, ainsi que nous 1'avions admis sous
réserve jusqu'icie Cette grandeur est plut®t un courant de polarisetion, ce qui
est conforme & la relation (Re4=7) qui la relie au tenseur de torsione D'autre

part, Ita@] est elle-mdme reliée & ce tenseur par les identités de Bianchi :
2.6—- ‘ P -_— = Sp 3
(2.6-3) (o] apsp

En résumé, 1'univers semi-métrique sercit le sitége de polarisation d'origine gra-
vitationnelle, ce qui, encore une fois, est assez satisfaisant comme hypothése
’ ) ’ Y ’

vu les analogies existant entre la torsion et le spin.

Si maintenant EPY ne s'interpréte plus comme le dual d'une induction fermée,
mais comse un champ électrique, il faudra qu'en général sa divergence soit dife-
férente de zéroe Ceci peut se faire en ajoutant un terme de source au hamiltonien

ou, peut-8tre, d'une fagon plus intéressante encore : On seit en effet que si

ggﬁ.p = 0 est calculée au moyen d'unc connexion einsteinique & vecteur de torsion
3
i- %xS) non nul, on a alors 1l'équation de-champ
o _ L o,pT
(Re6e8) 13,0_ ;23. S_ .
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Cette équation est typique des champs de Yukawa en physique nucléaire 3 b y
représente la "portée" des forces nucléaires dues & un champ associé & une parti-
cule de masse propre non nulle. Dans le cas stetique ce champ est caractérisé par

un potentiel
(Rebm5) ® = Cte x 31,. % e"r/b

Or, le mBme potentiel se présente en relativité générale lorsqu'on introduit la
constante cosmologiques Dans 1'un comme dans 1'autre cas, on assiste & 1'action

de forces de portée finie dans un univers limitée

Par ailleurd, 1'équation (2.6~4) peut trés bien convenir pour une théorie ondu~

by

latoire du photon, & condition d'admettre justement, pour la constante b , une
valeur comparable & celle du rayon d'univers j ceci donne au photon une masse de
1'ordre de 10'64 s ce qui est physiquement admissible. Cette supposition done
nerait & € une valeur voisine de 1, ou mlme probablement égale & 1 o Dé&s lors,
»~! serait de 1'ordre de 1071 , c'est-i-dire de 1l'ordre de VM ; pareille
grandeur posséde les dimensions physiques d'une charge électrique, mais n'en a

pas du tout la nature, et tout au plus pourrait-on 1'appeler la "charge gravie

fique" de 1'universe

Toutes ces interprétations des constantes sont donc basées sur 1l'assimilation
de notre ¥ & la constante d'Einstein, assimilation qui semble bien imposée par
les analogies existant entre le cas extérieur de la variété semimmétrique et le
cas intérieur du L-univers métrique correspondant, cette veriété et cet univers
se caractérisant par une constante cosmologique non nullee Si 1'on adopte le
schéma mépique plutBt que le schéma électromagnétique, le champ unifié apparait
done comme dépendant, dans le cas statique, de potentiels & portée finie, la mBme

sans doute pour le champ gravifique et pour le champ électromagnétiques
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