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Séminaire de MECANIQUE ANALYTIQUE 1.01
et de MECANIQUE CELESTE
6e amnée, 1962 /63, n° 1 17 novembre 1962

FORMUIATION SPINORIELIE DE IA REIATIVITE GENERAIE
par Claude LLTREMOLIERE

(d'aprés R. PENROSE [2])

le Spineurs & quatre composantes (notations de A. LICHNEROWICZ, dens son cours au
Collége de France, 196L/62).

On utilise la variété V 4 classique de la relativité générale de métrique 8ap
et on désigne par =z un repére orthonormé.

goozl gii=-1 (i:l,z,B)

So:l.‘t Yq (e« =0,1,2,3) les quatre matrices de Dirac d'é1éments complexes
Yo:.b (a,b._l s 2 5 3,4) solutions de

(Lo1) Yo Yp * Yg Yo = = 2845

(dans toute la suite la matrice unité est omise, et lorsque les indices a , b , qeo
ne seront pas écrits on supposera que 1l'on utilise la notation du produit matri-
ciel)s

On désignera par M une matrice de 1l'espace vectoriel M construit sur les
réels et les Yy

Une matrice (4 x 4) A appartiendra au groupe Spin(4) si elle vérifie

(1.2) Al e m

(1.3) det A=1 .

L'essentiel est qu'elle soit inversible, et alors on peut toujours, en la multi-
pliant par un scalaire, imposer la condition (1.3).

On démontre alors

. t
(104) AYaAl =AﬁaYB‘ []
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\
ol la matrice A d'é1léments AP o @ppartient au groupe de Lorentz homogéne

L(4) , et on peut par ce procédé obtenir tout le groupe de Lorentz.
La relation (l.1) permet de voir que
A= Yy correspond 4 la symétrie d'espace
(Le5) A= Y1Y2Y3 correspond & la symétrie de temps

A= YoY1YpY5 correspond 4 la symétrie d'univers (produit des deux précédentes)
Un spineur contravariant yY(z) de composantes \pa(z) sera tel que

-l
(106) \P(ZA ) = /\\l}(Z)
et un spineur covariant ¢(z) de composantes ‘pa(z) tel que

(L7) (p(zl\"l) = ¢(z) A"l .

On peut passer d'un spineur contravariant ¢ & un spineur covariant ¢ par

une relation du type
T
(1.8) ¢ = p,(Cy)

ol Py, est une orientation temporelle de V4 3 C est une matrice unique & un
coefficient complexe prés et qui vérifie

T -1
(L.9) Yo ==0CYy © c

= = C ()

La matrice C ne définit pas une métrique car elle conduit & une norme nulle
quel que soit le spineur envisagé. Cette pseudo~métrique est & dérivée covariante
nulle dans la commexion spinorielle canoniquement associée & la connexion riemen—

by

njemne de V, et d'autre part la relation (1.9) est équivalente &
Yoab™ Yora .

2+ Réduction aux spineurs 3 deux composantes.

On pose ¢ = (g) you & et n sont des éléments & deux composantes, et on

désire des lois de transformations indépendantes pour & et n « Donc A est
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de la forme
A O .
A = o & A, p matrices (2 x 2) .

D'autre part il existe une famille de solutions particuliéres pour les .

du type
/5 0 9%, o, a

.1 - . rd

(2.1) Yo = V2 5o (oa p complexe conjugué de o b)
a

ch les oy sont des matrices 2 x2 qui vérifient

(242) o: og + OE % = = &g

dont on commait au moins une solution.
La relation (L.4) devient
e L

(243) Ao X = 1P oy

et impose A= 7\' O*
0 A

Des relations (L.5) on déduit que ce choix particulier pour ¥y a et A entraine
que l'on n'obtient que deux des quatre composantes connexes du groupe de Lorentz
celles qui contiennent 1'identité et la symétrie d'univers.

Ie spineur contravariant ¢ se décompose en deux spineurs contravariants §
et n dont les lois de transformation s'écrivent (d'aprés (1.6)) :

E(zA) = AE(2)
(244)

(28 = A* n(a)

et de méme avec (1.7) pour le spineur coveriant ¢ = (a , B) , on a

(2.5) a(zA™") = a(z) At

Bza™) = p(z) A .
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Notation indicielle. - On désigne par 4 , B, see des indices qui peuvent

prendre les valeurs 1 , 2 , et on affecte d'un (') ceux qui correspondent &
des spineurs des types & et a . les formules (2.4) et (2.5) montrent que,
lorsque l'on passe d'un spineur & son complexe conjugué (notation * )}, on change
le type du spineur ; d'ou les composantes :

A ¢ 3 (a'Al ’ﬁA)
e (B e Y et @) B G

La relation (2.3) montre que les matrices Oy, sont du type : vecteur covariant,
legpineur § , Ll-spineur f .

At . A
GU. H (OG. B) Ga H (GCX. B])
et (R.2) stéerit
A B! K B! A
(2.6) o% B %ot 9B %ac =" Eop % .

Pspudo-métriques ~ On souhaite une formule du type o = P, Z(cc‘;)T s et de méme

pour P en passant au complexe conjugué 3 donc

¢ O T : (o g
C = avec ¢ = =C , soit ¢ = 0
0 c* - ®

by

C &tant définie 3 un coefficient complexe prés, on peut toujours écrire € = P,
lorsqu'une orientation a été choisic, et on vérifie que le matrice C ainsi

définie est bien solution de (L.9).

On pose

t A
& = EA € 1pt Ng =N €

SA'B' = SAB = - EBA 812 = 81'2, =1
A AB AB
n =€ ng sl €7 =84 .
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Conséquences

\ AB c A
quze Z’:Bq ECA=-§AT]

— 14 S —
Yoba = Yaab s'ecrit OBt = %BA

done les matrices d'éléments TeAB! sont hermitiques et (2.6) devient

. A CB! A CB! AC
(Re7) % gt % *% p1 % =Eup ©

3« Correspondances entre tenseurs et spineurs.

Lu tenseur XM on associe le spineur
\B'CD! _ _AB' _OD' M v
(3.1) x gt =% % Yy 9Em .

Or, la relation fondamentale (2.7) entraine

AB A B
(342) 9 %uapt T~ A %At B
A ABtCD? EF!
343) va =g @ gF Oy .

1 t
Au tenseur complexe conjugué X*}\pv est associé le spineur XB AD CF'E

un tenseur réel correspond un spineur hermitique (pour chaque couple d'indices

donc a
spinoriels).
La relation (3.2) montre qu'au tenseur oW est associé le spineur

AB'CD! AC B'D!
g =€ €

—

et les deux 'métriques" W et gp se correspondent.

Cas des tenseurs antisymétriques. - De la relation nAA = sAB Mag = M2 = Mot

on déduit la formule suxiliaire, pour tout spineur n,p

R
(344) Map =~ Mga =R EaB .
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Pour un tenseur antisymétrique Fap = - Fm et Fppigpr = = Fopuipe ©

En utilisant la relation (3.4) on obtient

1
Fygropt =7 @ac Eppt * Euc @gipt)

o &, est un spineur symétrique et @

pipt  Son hermitique conjugué (si F op

est réel).

Au tenseur adjoint (*F)ap =%. naﬁ?\}l FMl est associé le spineur

1
CFlapigpr =7 (= 8¢ i * Leg Trp)

(formule exacte au signe prés : le signe dépend du choix de 1'orientation qui
intervient dans la définition de l'adjoint et du choix des solutions a, des
relations (2.7)).

Comme dans le cas des spineurs & quatre composantes, la dérivation covariante

AB!? LB . a
va commute avec Gﬁ et € o Dans la suite on posera Vppy = O pps Vo ©

4, Spineurs de courbure.

Le tenseur de courbure Rap A est antisymétrique en a , B et A ,p et on
s

peut alors obtenir la décomposition

; 1
(4s1)  Rypegpicerpm =7 Moo SE'Et Sorm * Sop ABgrE' ErEt Tt
+ &g diprep Sorpr * %AB %D Ygrpegenr) 0
En tenant compte de la symétrie R =R on obtient
P e app T AP

Xapcp = XBLCD = XABDC XCDAB

(442) o o
%papr = Sonopt = “amprct T G'D'AB .

En utilisant 1l'adjoint & droite

(443) (R*)aﬁ?»u ::.;.. quc Raﬁp

g
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1'identité de Bianchi pour la torsion s'éerit

(404) (R%) aﬁ?»ﬁ =0

et en notation spinorielle

R 1 AB
(445) Xapo = )\EAC avec A= 5 XAp réel 3

(442) et (445) constituent toutes les relations algébriques satisfeites sur une

variété riemanniennec.

L'identité de Bianchi pour la coupbure
(4.6) TR g, = O
est équivalente &

v I

(447) VDcv Xapep = V¢ Saparm y

Les identités de Ricci peuvent également &tre dcrites en notation purement spi-

norielle en utilisant les deux spineurs de courbure ¥,nonp et (PABG'D' .

5, Les conditions d'Einstein.

\ s ced - P . 2 .
Lu tenseur de Ricei R o = Rapk est associé le spineur
a

1
' - (3 S = - .
et au tenseur d'Eirstein ap Rap 5 gocﬁ R le spineur

Sicrept = = Mg Scpr ~ Zamotpe .

Les équations d'Einstein du vide montrent que A est égal & la constante cosmo-

logique (éventuellement mille) et le spineur
Y, = -2 (g + € )
hBcD = XaBoD ~F ‘%¢ %o * D %mC

est totalement symétrique.
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Les identités de Bianchi Yppep = 0 correspondent aux équations d‘'une
particule de masse nulle et de spin?2 .

Le tenseur Taﬁkp qui correspond &

g prrcerort = Yheop YetRrGrar
est totalement symétrique, a des traces mulles et est & divergence nulle j donc,
il s'agit d'un multiple du tenseur de super-énergie de Bels

En présence d'un champ électromagnétique &, on obtient dans le vide les

équations (aprés un choix convenable des unités)

A

=0 (MAXWELL)

AB
& =9 vz s IANCHI)
e Yamop = %% o uB (BIANCH
®rporpt = %p G0t .

6o La géométrie et les invariants de Yypop o

D*un spineur nA on peut déduire le spineur

' Ji t
2B _ A B

-

suquel est associé un vecteur isotrope ; done, & toute direction du cBne isotrope

est associde une famille de lespineurs proportionnelss

Lu spineur Yyps totalement symétrique correspond une forme multilinéaire

qui admet la décomposition unique & un coefficient complexe pres
Yoop & 280 & = (o N B (g (8, D)
d'ol
Yamop = s Pe Yo %p)

ot le signe ( ) indique la somme des termes correspondants & toutes les permu-

tations possibles des indices compris entre les parenthéses.
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Adnsi ?ABGD définit univoquement quatre directions du cdne isotrope (ou quatre
points L , B, C , D d'une sphére de R ).
Les seuls invariants sont

AB

CDEF
4@F

LBCD
I =Ypop ¥

I-= \PABCD l})

dont les parties réelles et imaginaires s'expriment en fonction des quatre inva-

riants réels de R
AR

Raﬁkp ROPAH Raﬁ%p RKPPO'RPOQB

R Rx) M R . (RMWPOR
apAp () apAp (%) po :
Si on fait un classement d‘'aprés l'ordre de multiplicité des directions iso-
tropes définies par Ypgp On obtient le tablean
(1111) P o &
(211) @2) P =6 40

(31) (4) (¥ =0) I=J=0
III II I .

Une notation comme (211) désigne deux directions confondues et deux autres
distincteses les chiffres I , II , III caractérisent le type dans la classifi-
cation de Petrove Un type de Petrov correspond & une colonne du tableau. Une ligne

du tableau est caractérisée par les valeurs de I et J .

7. Solutions analytiques des équations d'Einstein.

La résolution par développement en série du tenseur de courbure, connaissant
sa valeur et celles de ses dérivées successives en un point, se heurte aux dif-
ficultés provoquées par les nombreuses relations algébriques qui relient ces
dérivées entre elles (identités de Bianchi et de Ricei) et qui doivent &tre
vérifiées par les valeurs initiales. Sous forme spinorielle ces relations sont

plus simples et plus utilisables. En effet les expressions
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ll)ABCD

P 1
V(E q’ABCD)

(p!

Q!
Ve r  Yapp)  ete

sont indépendantes et forment un systéme qui permet de calculer toutes les déri-
vées de Y LBCD *

On obtient ainsi immédiatement la solution en ondes planes

A
("PABCD)x = f(= p)\.) ﬂi"x nB 7(0 HD

1 2
f(s)=a0+a1s+.§.§.a23 + ees Pypt =T Mg .

Les a sont des constantes arbitraires (compatibles avec la convergence de la
série en s" ). n, est un spineur domé au point O , et le point x est situé
sur la gécdésique issue de O dans la direction xx 4 une distance de 0 égale

a :\/lxxx?\l .
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