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Séminaire JANET 7-01

Mécanique analytique ed MScanique. cZlost
e annég, 1961}%2rqn° 7 o cEloste) 3 février 1962

PROBLEMES DE STABILITE EN RELATIVITé GﬁNﬁRALE

par Mme Eligne BLANCHETON

I, Introduction.

Les équations de la relativité générale peuvent 8tre déduites d'un principe va-
riationnel : chaque phénoméne physique observable @st d8fini par un nombre N de
variables d'état 2 (a=1, 2 ... N) fonctions des £ . I1 lui correspond
une quantité scalaire ¢ » fonction déterminde des VA , des bx 7% ot des gaﬁ .
On désigne par ¢ la somme des quantités ¢ relatiwes# 3 tous les phénoménes étu-
diés. Alors 1l'intégrale

I= /6 9 vol
ol C désigne une chaine différentiable de V, , vol 1'élément de volume de

0 1
vy (vol =V = det gap) dx  dx
des variables 4'état et des gaﬁ .

dx® dx3) est stationnaire pour toute variation

Nous désignerons par (S) 1le systdme des équations d'Euler exprimant la station-—
narité de I ., Le systéme aux variations (S') associé 2 (S) et & une solution

donnée de (S) peut lui-méme 8tre interprété comme étant le systéme des équations
d'Euler exprimant la stationnarité d'une certaine intégrale J obtenue en "qua-

dratisant" 1'intégrale I . Autrement dit, si on désigne respectivement par z?l)
et ha les variations des variables d'dtat et des coofficients de la métrique

a pertir d'une solution donnde (2% - ) de (S), l'intégrale J ost obtenue
en prenant dans I 1l'ensemble des termes d'ordre 2 par rapport aux variations
z?l) ’ haﬁ et & leurs dérivées premiéres,

On peut représenter ce processus par le grhéma suivant

I =——=—> (S)
quadratisation linéarisation

v

J =eme=> (SVY)

Supposons maintenant que la solution donnfe de (S8) correspondé & un univers
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stationnaire, rapporté a un systéme de coordonndes adaptdes au caractére statiore
ngire ¢ les gmp ne dévendent pas de la variable x” . Supposons de vlus que les
z§a) ne dépendent pas non plus de la variable x° . Dans ces conditions, le
lagrangien quadratique ne contient pas explicitement X .11 existe donc un théo-
réme de conservation : autrement dit, il existe un vectecur p de V4 tel que

A
(1) Vkp = O .
On obtient (1) en faisant la multiplication contracté de 1l'équation d'Euler asso-

cide 2 la variable zéa; (resps, h) dans (S') par 60 z§a) (resp. 50 h) , et
1 ‘
en ajoutant les équations obtenues. Cette technique, courante en mécanique clas-

sique, y conduit, lorsqu'on 1'applique au systéme (S) , a 1'intégrele de Painlevd,
Appliqué au systéme (S') , elle peut permettre 2'étude de la stabilité des mou-
vements stationnaires,

Nous nous proposons ici de calculer la contribution du phénoméne "gravitatien®

4 1'équation (1) et de chercher sous quelles hypothdses il est possible de dé-
duire du résultat un théoréme de stabilité pour 1‘'univers stationnaire initiale-

ment donné,

II. Contribntion de la gravitation & 1'expression (1),

Dens le schéma variationnel, la gravitation est déerite par une connexion symé-
trique, repérée var les quarante variables d'état rk?p « Le lagrangien qui lui

correspond est
a
(P::gﬁRap-!-p:R-kp

( Rap est le tenseur de Ricel associé & la connexion précédente, M la corstante
cosmologique).
Si nous désignons par Axﬁp les variatiens 6rkpp des coefficients de la con~

nexion et, si nous posons

_ ) - - M
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on obtient, pour expression du lagrangien quadratique

_ 1 1 Ap ap A A A
L2..(-éf2--4-f)\pf YR+ ) - 09 A0 -y - by Ry,
aBr, A H A 7}
terIh AT A A
1'intégrale associée étant

_ \/"—‘("7 o .1 .2 .3
J_/L2 —-detgaﬁ ax° dx - dx* dx .

On dcrit alors les équations d'Tuler exprimant le stationnarité de J respecti~
vement pour-les deux variables A et h , On fait respectivement la multiplice—
tion contractée de la premiére équation par 9, A , de la seconde par ao h,

et on ajoute les résultats. On obtient, tous calculs faits,

A
pr =0
oh l'on a successivement
pO=P°+A, plzPl
A o A A A A
2P _aofﬁ[v"faﬁ-waf o Vg ) v [ - 2N e o

A=%[vpf>‘a+vaz}‘p~v7‘f3§]vx p+18V/}‘iV>\>f
RCS ST T

Nous allons modifier (1) en introduisant la section w3 de V4 par le plan

x° = Cte munie de la métrique

é =g . goi 0j
ij ij €00 -

On pose

2 R _
€00 = (¢>0), Boi =8 95 » Hij"ai‘?j"'ajq’i ’

[ ]
et on désigne par 7 1'opérateur de dérivation coveriante associé & la métrique
L]

g.. » Un calcul rapide montre que (1) entraine

i)



7-04
(2) B, 0° + Vi (Bp') =0 .
On désigne alors par D 1le vecteur de W 3 de composantes contravarienbes p'J.L ,
par vol 1'41ément de volume de Wy associé & la métrique &, + Soit C une
chaine différentiable de WB s OC son bord. Par intégration de (2) sur € s On
obtient

9 /C £p° vel + f3'-°<aé€5) =0 '

Si on suppose enfin WB compacte, et si on pose C =:w3 s il vient

(3) /W E,po vol = Cte .

3
Si w3 est non compacte, mais si V4 admet sur W, un comportement asymptotique
euclidien, on remarque que pl est de 1l'ordre de , r désignant la distance

d'un point quelconque M & un point fixe 0 de U, (voir LICHNFROWICZ (1)).
Si on prend alors pour € unc boule de centre O et de rayon r , on en déduit

lim flux (Ep) = O .
vin flugdte

Supposons de plus 1l'intégrale /(/ E‘po vol uniformément convergente lorsque

r » « (3) sera encore vérifiéc. .

II1I, Définition de la stabilité d'un pnivers stationnaire.

1. Rappel de la définition de la stabilité d'un systéme différentiel d'avrég
LJAPUNOV .

Considérons un systéme d'équations diffcrentielles

(5,) F=rPx,t)

ot t désigne une variable scalaire, x une &nconnue appartenant a R® et F

n+l1

une application de R dans R® « Nous désignerons par Il xll 1'une quelcongue

(1) LICHNEROWICZ (André). — Théories relativistes de la gravitation et de 1'élec-
tromagnétisme, ~ Paris, Masson, 1955 (Collection d'ouvrages do Mathématiques a 1'u-

sage des Physiciens).
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des normes de x dans R" » Supposons la fonction F définie quel que soit t ,
et quel que soit x dans un domaine D de R? . Supposons que le systéme (Si)
admette une solution

X = fo(t)

prenant la valeur X, pour t =20, définie quel que soit t , et telle que les
vecteurs f4§t) appartiennent, quel que soit t , au domaine D . On dit que la

solution f_ du systéme (Sl) est stable au sens de LJAPUNOV si

1© 3 a>0 telque, V t et ¥ Xy satisfaisant Hx1 - xOH~S a , la solu-
tion x = fl(t) de (81) » prenant la valeur x, pour t =0, existe, ot 1le
vectour f,(t) €D, V t .,

2° ¢ &tant un nombre donné strictement positif, 3 nfe , F, x ) tel que
<a et tel que

N

0<n
ey =%l gn => lg,(8) - (Mse, v

Cetto deuridme hypothése signifie que 1l'application x; +f, de R" dans l'es-
pace des applications de R dans R" muni de la topologie de la convergence uni-

o
forme est continue en x .

Stabilité infinitésimale d'un systéme différentiel. — Nous dirons que la solu-
tion x = fo(t) de (Si) est infinitésimalement stable si la solution x = 0

du systéme (Si) aux variations associd a (Sl) ot & la solution x = fo(t)
est stable.

Nous remarquerons que, a priori, la stabilité infinitésimale n'entraine pas la
stabilité.

Le théoréme suivant est alors évident.

THﬁOREME. - Une condition nécessaire et suffisante pour que la solution x =0
de (S{) soit stable est que toutes les solutions de (S{) soient bornées pour
tout t .

2, Définition de la stabilité d'un systéme d'dquations sux dérivées partielles.,

Soit un systéme d'équations aux dérivdes partielles gque nous supposerons mis

sous la forme
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2

(S) %:F(t,x’U”g'g"aa““g', t.') [
X

Nous avons désigné par t une variable scalaire, par x une variable vectorielle
. ph . P
appartenant 3. R~ , par U une inconnue appartenant 3 R™ .

Supposons la fonction F définie et continue pour tout t et pour tout =x,
et quelles que soient U, —gg s eee dans un eertain domaine D . Supvosons que
le systéme (S) admette une solution notée

(5) | U= [z (8)] ()

possédant les deux propriétés suivantes

10 fo(t) est une application de R" dans RP, fo(O) en est une applica-

tion donnée U. .

2° Les valeurs de U, %g » eses correspondant & cette solution appartiennent
& D quels que soient t et x .

Pour pouvoir étendre la définition de la stabilité donnée par LJAPUNOV, il faut
d'abord définir une norme sur un sous-espaae vectori : & de 1'ensemble des
applications de R® Qans RP , Pour A €& » nous la noterons ”N! » La défini-
tion de LJAPUNOV se généralise alers de la fagon suivante ¢

On dit que la solution (5) de (S) est stable pour la norme choisie si
a. £(t)es, V t

b, Il existe un nombre a strictement positif tel que, quelle '‘que soit 1'anpli-~

cation Uy € & vérifiant
v, -ull g2
(S) admette une solution unique, définie V t et x ,
U= [£,(8)] ()
telle que
£,(0) =0 , £(t)e &, V ¢

et telle que les véleurs de U, -gg s see appartiennent & D quels que soient
t et X o
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3° g étant un nombre donné strictement positif, il existe un nombre
q(s,F,Uo) y 0<n<a, tel que

o, - Ullgn => fig;(8) =2 (t)|<e, V & .

Cette derniére hypothése exprime la continuité de 1l'anplication U, > f, au
point Uy o

Remarque. - La stabilité dépend de la norme choisie.

Définition de la stabilité infinitésimale, ~ Nous dirons que la solution (5) est

infinitésimalement stable si la solution nulle du systéme aux variations (s')
associéd 3 (S) et a la solution (5) est stable.

On a ici encore le théoréme suivant ¢

THébRﬁME. ~ Une condition nécessaire ot suffisante pour que la solution nulle
d'un systéme aux dérivées partielles linéaire soit stable est que 1l'ensemble des
solutions de ce systéme soit borné pour la norme choisie.

Autrement dit, il existe un nombre M, positif, indépendant de t , tel que
le(e)l<sm, VvV ¢ .
Nous écrirons, pour alléger 1'écriture
(o)l = foll,
ou encore

lecoll = Il

3. Définition de la stabilité d'un modsle d'Univers.

Un modéle d'lUnivers est défini par une solution déterminée des équations
d'Einstein, vérifiant certaines hypothéses de différentiabilité et de raccor-
dement. Nous dirons que ce modéld d'Univers est stable si la solution qui le dé-
finit est stable,

Nous nous proposons dans la suite d'étudier la stabilité infinitésimale d'un
modéle d'Univers stationnaire. Nous sous-entendrons systématiquement .le mob"infini-

tésimale", Plus précisément, nous nous proposons de chercher dans quelles
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conditions le théoréme de conservation (3) permet de définir une norme pour la-
quelle 1'univers stationnaire étudié soit stable.

Fremple 1. ~ L'équation des ondes pour la dimension 1 s'derit

2t°  ox2

Le théoréme de conservation dans la propagation par ondesrésulte du calcul sui-

vant ¢ on multiplie par -g% les deux membres de (S) et on intégre sur R .

2 2
/_::o%% [6 g"'aaqudx:O

Une intégration par parties du deuxiéme terme conduit a
duy2 2
L/ @ ax=o

moyennant des hypothéses convenables sur la régularité de u et son comportement
3 1'infini, On en déduit

IS P ax=cte

Le premier membre de cette équation est une norme pour les fonctiomsdont les dé-
rivées premidres sont de carré sommable, définies modulo une constante, Nous

dirons que (S) est stable pour cette norme.

Exemple 2, ~ Sur une variété vy satisfaisant aux postulats de la relativité
générale, on considére 1l'équation

(s by =0

5)
ol u désigne une variable scalaire, & le laplacien associé 2 une métrique
gtationnaire vérifiant elle aussi les vostulats de la relativité générale. On
suppose les coordonnées adaptées au caractére stationnaire, La méme technique que

plus haut (multiplication par bo u et intégration sur une chaine différentiable
C de W, ) conduit &

G /é E[goo(bo u)2 -g 9; u bj u] vol + fluxae(ap) =0
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ol
pt = R u(dt u - ¢ 9, u) .

Si on fait 1'une ou 1l'autre des deux hypothéses suivantes
10 w3 est compacte,

2° V4 admet sur W3 un comportement asymptotique euclidien, u est 3 compor-
tement asymptotique euclidien,

oh a
2 i .
/WBAE,[gOO[bo u - g7 3 ud ulvol=0te .

Or le premier membre de cette équation définit une semi-norme pour u , Nous dirons
que (Sz) est stable pour cette semi-~norme.

IV, Stabilité des équations de la relativité eéndrale.

Elles s'écrivent, dans le cas extérieur

(S =5 ([0 g+ Tydeg+ ok = gyoly B0 + 9y 1+ 3 (S + ) b)

+(S+p,)ha‘3}=0 .

En faisant le produit contracté o nP b(Sa ) , on retrouve le théoréme de con-
servation (1), modulo des termes en S, . Pour mettre en évidence le signe de
po , nous avons fait ce produit en introduisant systématiquement des tenseurs

définis canoniquement sur W5 de la fagon suivante @

h représente le tenseur de composantes contravariantes hiJ = hij

_ L] .zm .
(hij = giz gjm h ) H

[ ] L]

i
h
V représente le vecteur de composantes contravariantes v ='—§—
(Vi = gil Ve) H

. 0o
u représente le scalaire —x-
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On pose encore

_ [ ] . L 1
Byj,re = Rig,jr * Par,je Ez(Hu + By Jz) 2 €; z[Rjr -V ('J&")]

-5 éir[l;"'jl - v (_g—)] """ ng,[Rir v (‘—E—)] -5 gz[Riz - v (T)] ;

= B, t

B 1, ¢

13 Hipl 5

[ ) z
B=38,"= 2[v£(ié-§) -2 .

On eabtient

e 8 1.2 0
=2[Vi("15-.“)""2'£ Hi

p° =3 (M, w)? + 22, 'y Y +d ﬁ”aol'gdj- [3, ud, u~ 2v vy pm“v fqﬁ

rf

= u.h

+ Bu i yrt

- 2B + B

rt 1jre B

- 2[Ry, —;v(.-g—)”; BT B -5 g, BV
+4[&(Hr" uvz . Hrz' VV)—--E-Vz(ﬁZHﬂ)V‘lh ”c? (g Hy )v~'L ]}
+7;[g° (3, h)2-gl‘]~4éih 3 ]+ k1 ~23 %k ~5(s W (0% by -5 8%) 4

. . N ° . i . . .e @ ) i °
p1=ao u[Viu..ql 3 u]+ao vz[viv*-q, Oq Vz]+bo hh[vl hlr_‘q, 3, hflr]

pod

: Li °r 1 1)
<28 w3, v - HT Wk ] -25, £k 453 3 h .

A priori, p° n'a pas un signe constant et f & p° val ne semble pas pouvoir
permettre de définir une norme, Il faudrait pouvoir supposer les coordonnées choi-
sles de fagon que l'on ait

a as -
v, =0 (k" - 20, £7) k, =0 s
ce qui ne semble pas avoir un sens physique,

=1, k“: 0 . - Lz systéme aux

EFtude du cas particulier el o3 = 0, &y

variations de la relativité générale dans le cas extérieur et dans 1'hypothése ol
la jauge est nulle s'éerit
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(s") A+ ph=0
On a ici
—[Ah]00=600u+vzv u
-~ [Ah] . =0 \}+{7V.?'1; ._1% \.}'z
oi oo 1 A i iL
L) L] -z *
[Ah]i;} 600 hij + EV hij +Bij,rl’,h .

Les variablcs sont séparées. On peut écrire une équation de conservation pour
chacune des variables u, V, h, d'el on déduira une condition suffisante de
gtabilité pour (S') , Posons en effet

\ | = /QB [(6o u)2 - grz ar u be u] vel
: _ ’ .i ] rz * [ X] L] [} -A .
(6) ,Ildl = - /&3 [60 v Bo Vi -g 7r v VhV&] vol
. . , .ij . rz’ . -gij ; L] ..
On obtient
(

2 [ ]
Hu“ - /QB Hu vol = C1

(7) < ”{7“ + /W3 (élﬁ + M gu) \.li \}2 v:sl = C2

) ‘ oij ‘I?, . _ ’
\ ”hn + /WB (Hij,re - )»lgir giz) h h vel = 03 ’

C désignent trois constantes. Posons encore

p s G

el C

1’ 3

_ 1
My pp = Biym ~ 7 HEs B30 B5p £5p) .

On sait que ﬁij , tenseur symétrique dlerdre 2 au voint x de Wj, peut étre.
considéré comme un vecteur n' de 1l'espace de dimension 6 des tenseurs symétri-
ques d'ordre 2 de w3 en x . Sur cet espace, Mij,rz définira une forme qua-
dratique dont nous déaignerons les coefficients par MIJ . La troisiéme des

équations (7) s'éerira
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L] I J- [ ) -
|n}| +/w3 My b b7 vel = C, .
On obtient le théoréme suivant.

4\
THEOREME, ~ Etant donnée une métrique dont les coefficients g, vérifient les
postulats de la relativité générale ainsi qua les deux hynothéses suivantes @

1° La métrique est statique au scns de LEVI-CIVITA, Boo = 1 s

20 Riz + pgyy » 00 M désigne une constante négative, et MiJ définissent deux
formes quadratiques positives, 1'équation

(A+p)h=0

o0 A est le laplacien associé 4 la métrique 8qp ? h un tenseur symétrique
d'ordre 2 , admet une solution nulle stable pour la norme

Iall = Il + (Wl + [kl

ol “u“,, vl ’ “Q“ sont définis par les équations (6).

Etude d'un deuxiéme cas particulier, - Nous démontrerons le théoréme suivant s

THEOREME, ~ Tout moddle d'Univers stationnaire, & section W3 compacte ou &
comportement asymptetique euclidien, pour lequel les lignes de courant de la matifre,
supposée schématisée sous forme de matiére pure, coimcident avec les lignes de
temps, est instable.

On sait, d'aprés les travaux de A, LICHNEROWICZ, qu'un tel modéle d'Univers est

partout statique au sens de LEVI-CIVITA, et que u, = ui =0 , Le vecteur u®*

étant de longueur 1 , en a alors

L'équation de conservation

u.‘3 Y.u =0

entraine ici
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Done

athe .

On pourra évidemment toujours choisir & =1 , On en déduit

w—— — O—
ROO—O et uo-u =1 .
D'od
g = (S + 1) =xp
e -3 H) =X .

Mais, par contraction de Sap = XP u, u.B s 11 vient
S = xp .

On a donc aussi p=yp .,

L'univers stationnaire &tant ainsi défini, les équations aux variations corres-
pondantes sont les suivantes @

~ Par variation de 1'équation

1
Rayp = Sap =2 BaglS * 1)
D
Saﬁ=XPuauﬁ, S=Xp ’
on obtient, pour a=p=0,

L v, vt

. 1
(8) ~ %2 Yoo hoo+ 2 hoo"2ao k°)~-5XP1+2)(PVO~hOOXP

(on a posé py =p, v, =0du, ).

~ Par variation de 1'équation
u, u =1 ’

on obtient
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(9) hy, = 2V, .

—~ Par variation des équations de conservation

v 4 = p =
a(pu) o, u” Vg ug =0
il vient
a
60 plﬁ-g'vav -pko~=0
(10)
d v =t d h =0
o ‘a2 “d oo .

Tenons compte de (9) ¢ ces deux équations entrainent

i

1
60 p1+-2p60h00+pviv .-pko-O
0 V. ~ 1 . h =0
o 1772 "1 oo .
On élimine vy entre ces deux équations, Il vient
1 hd i
oo P1 *7 p[aoo by + v:‘L(a hoo) - 260 ko] =0 .

D'autre part 1'équation (8),,0ot l'on a tenu compte de (9), s'derit
1 S oAl | .1
2 (600 Boo * Vz(b hoo) = 260 ko) =7 XPy y

On a done

I
o
-

i
aoo Pp =5 XPePy =

Ce qui démontre le théoréme.




